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B-1-1 Preteky

Kazdu cestu pretekdra si vieme predstavit ako postupnost ¢ zvySeni (1), zniZeni (|) alebo nezmeneni (—)
rychlosti, ktorou prave ide.

Vo vzorovom rieSeni ttto postupnost budeme nazyvat rychlostny profil pretekara. Kazdy rychlostny profil si
vieme zakreslit do grafu, kde na z-ovej osy bude prejdend vzdialenost a na y-ovej rychlost, ktorou pretekar ide.
Kazdy c¢asovy usek v tomto grafe si reprezentujeme jednou tseckou.
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Priklad grafu pre profil (1,1,1, ], —,1).

Ako bude vyzerat najlepsie riesenie?

Intuitivne by sa mohlo zdat, Ze najlepsie je nejaky cas zrychlovat, potom zopar sekind zostat na rovnakej
rychlosti a nakoniec dobrzdovat do ciela. Této intuicia ale nie vidy plati. Napriklad pre dizku trate 11 a
maximalnu cielovi rychlost 1 neexistuje takyto rychlostny profil, ktory by preteky dokoncil za 6 sekind. Existuje
ale rychlostny profil (1,1,1,J, —, ), ktory preteky dokoné{ za 6 sekind.

Nasa intuicia sa vSak nemylila tiplne. Potrebujeme len dovolit, aby sa rychlost mohla nezmenif nanajvys v jednej
sekunde, ked traktor nejde maximalnou rychlostou.

Profil nazveme kopcovity, ak v nom pretekar najprv zrychluje na nejakd rychlost V.., na nej nejaky cas zostane,
a potom do ciela len spomaluje. NavySe v najviac jednej sekunde mo6ze namiesto zrychlenia alebo spomalenia
nezmenif svoju rychlost.

Pozrime sa na traktoristu Ferka, ktory nemal kopcovity rychlostny profil. Postupne si ukdzeme, ako ho zmenit
na kopcovity, s ktorym dokonéi preteky za rovnaky alebo lepsi ¢as. Graf Ferkovho rychlostného profilu pre
preteky s dlzkou 21 a maximéalnou povolenou rychlostou 1 by mohol vyzerat napriklad takto:
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Jeden z moznych rychlostnych profilov traktoristu Ferka.

Ako prvé si moézeme vSimnut, ze ak zmenime poradie tseciek v Tubovolnom grafe rychlostného profilu, tak sa
celkova prejdend vzdialenost nezmeni. Mozeme ich teda preusporiadat tak, aby Ferko najprv zrychloval alebo
nemenil svoju rychlost, potom niekolko sekiind zostal na rychlosti V42, a nsledne len spomaloval do cielal.
Tento rychlostny profil je skoro kopcovity, len pocas zrychlovania na rychlost V,,,, mohol Ferko nezrychlit vo
viac ako jednej sekunde.

LAk by ndhodou bola rychlost Vina. mensia ako X, tak tento tsek vynechdme
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Preusporiadany graf Ferkovho rychlostného profilu.

Ak pocas zrychlovania Ferko nezmenil rychlost vo viac ako jednej sekunde, tak sme uz nasli kopcovity profil.
Inak v nejakych casoch t a s nezmenil svoju nemaximélnu rychlost. Oznac¢me si V; a Vy rychlosti, ktorymi v
tychto sekundach Ferko isiel.

Ak Vi+ Vs < Vipaa, tak tieto dva tseky modzeme nahradit jednym, v ktorom Ferko pdjde rychlostou V;+ V. Touto
tupravou Ferko dokonéi preteky o 1 sekundu skorej a jeho celkova prejdena vzdialenost sa nezmeni. Rychlostou
Vi + Vi Ferko pocas zrychlovania niekedy urcite isiel, lebo kym zrychlil na rychlost V.., tak iSiel vsetkymi
mensimi rychlostami. Tento casovy tusek teda mame kam do profilu pridat.

Ak Vi + Vi > Viyas, tak tieto dva dseky mozeme nahradit ingmi dvoma tsekmi. V jednom péjde rychlostou
Vinaz & v druhom rychlostou Vi + Vi — V.. Rychlost Vi + Vi — V4. je urcite mensia ako Vj,qz, lebo rychosti
V; aj Vs st mensie ako V4. Tymto sposobom sa Ferkova prejdend draha urcite nezmeni a preteky dokondi za
rovnaky cas ako pred zmenou.

V oboch pripadoch z Ferkovho rychlostného profilu zmizni 2 tseky, v ktorych nezrychloval, a pribudne najviac
jeden tusek, pocas ktorého nebude zrychlovat (na nemaximalnej rychlosti). Opakovanim tohto postupu ndm
budu postupne ubtdat tseky, v ktorych Ferko nebude zrychlovat. Ked skonc¢ime, tak nam zostane profil, ktory
bude kopcovity a preteky dokonci za rovnaky alebo lepsi cas ako pévodne.
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Graf Ferkovho rychlostného profilu po jednom odstraneni zlych ¢asovych tsekov.

Useky v ¢ase 3 a 5, pocas ktorych Ferko dokopy prejde 5 metrov nahradime jednjym
usekom, v ktorom pojde rychlostou 4m/s a druhym, v ktorom pdjde rychlostou 1m/s.

Ukazali sme si, ze kazdy rychlostny profil vieme prerobit na kopcovity, v ktorom dokoncime preteky za rovnaky
alebo lepsi cas ako povodne. To ale znamena, ze existuje nejaky najrychlejsi rychlostny profil, ktory je kopcovity.
Pri hladani najmensieho ¢asu, za ktory sa preteky daji dokoncit sa teda moézeme obmedzit len na kopcovité
rychlostné profily.

Matematicka vsuvka

Neskor v rieseni sa ndm bude hodit vediet vypodcitat sicet postupnosti v tvare a + (a + 1) + (a +2) + --- + .
Takymto postupnostiam sa hovori aritmetické postupnosti. Ak ste o nich uz poculi, pokojne mézete tiato sekciu
preskocit.

Sucet ¢isel si najprv prepiseme tak, aby sme najprv séitali prvé ¢islo s posledym, druhé s predposlednym a tak

dalej. Ak sme mali v postupnosti parne vela ¢isel, tak ndm na konci Ziadne nezostane. Ak neparne vela, tak

nam na konci zostane prostredné ¢islo, presnejsie Cislo %
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Mozeme si vSimnut, ze kazda z takto vytvorenych dvojic ma rovnaky sucet a + b. Pocet Cisel v postupnosti je
b—a+1. Ak je pocet ¢isel parny, tak sucet postupnosti bude (a+b)(27—a+1), lebo mame ’H% dvojic, kde kazda
mé stcet a + b. Ak méame neparny pocet ¢isel, tak dokopy méame I’_Ta dvojic so stuctom a + b a jedno ¢islo aT*'b.

a+b)(b—a a+b a+b)(b—a+1
(a+b)( )Jr%:( )(2 )

Teda sicet aj v tomto pripade vyjde 5

Efektivne rieSenie

V tomto rieseni budeme skusat, pre ktort maximéalnu rychlost V;, .. dokonc¢ime preteky za najkratsi cas. Ako sme
si v skorsich sekcidch ukazali, staci sa pozerat na kopcovité rychlostné profily. V takychto profiloch budeme urcite
najprv Vy,q. sekund zrychlovat na rychlost V4, m/s a potom dalsich X — V4, sekind spomalovat na rychlost
X m/s. Pre tieto tiseky si vieme pomocou vzorca na stucet aritmetickej postupnosti spoéitat, kolko metrov
pocas nich prejdeme. Pre prejdent vzdialenost D musime este prejst aspon n — D metrov. Tato vzdialenost
prejdeme rychlostou V;,,q4., az na jednu sekundu, v ktorej moézeme ist aj pomalsie ako V;,4.. To presne odpoveda

celociselnému deleniu so zaokrihlovanim nahor, teda zvysok pretekov prejdeme za H}*—D] sekund.
max

Treba si uz len dat pozor na zopar okrajovych pripadov. Ak skiSame rychlost V.., ktord je mensia ako X, tak
musime vynechat tsek, v ktorom spomalujeme. Ak ndm vyjde prejdena vzdialenost D > n, znamend to, ze pri
danej V4 nestthame dobrzdit do ciela. Tym pddom nedobrzime ani pri vacsich hodnotach V4. a nemusime
ich ani skusat. Tento pripad nastane vtedy, ked je Vi,qe zhruba /n, ¢o sa da vidiet aj z vysSie spomenutého
vzorca suctu aritmetickej postupnosti. To znamené, Ze ¢asové zloZitost tohto rieSenia bude O(qy/n), lebo pre
kazdi rychlost X nam stacf vyskasat O(y/n) rychlostnych profilov.

Listing programu (Python)

def vyries(n, X):
# Preteky sa urcite daju dokoncit za n sekund
najlepsie_t = n

# Prechadzame cez vsetky hodnoty V_max

for V_max in range(l, n):
# Pri zrychlovani dokopy prejdeme 1 + 2 + ... + V_max metrov
D_zrychlovanie = (1 + V_max) » V_max // 2

# Zrychlujeme V_max sekund
t_zrychlovanie = V_max

# Ak V_max > X, tak musime spomalovat

if V_max > X:
# Pocas spomalovania prejdeme (V_max — 1) + (V_max — 2) + ... + X metrov
D_spomalovanie = (X + V_max - 1) % (V_max - X) // 2

# Spomalovat budeme V_max - X sekund
t_spomalovanie = V_max - X
else:

D_spomalovanie = 0
t_spomalovanie = 0
D_rovnake = n - D_spomalovanie - D_zrychlovanie

# zZvysnu cast drahy prejdeme na rychlosti V_max. Pripocitanim V_max - 1
# zarucime, ze pri deleni dostaneme hornu celu cast
t_rovnake = (max(D_rovnake, 0) + V_max - 1) // V_max

t = t_zrychlovanie + t_spomalovanie + t_rovnake

najlepsie_t = min(t, najlepsie_t)

# Ak sme uz nemuseli ziadnu cast cesty ist rovnakou rychlostou, tak
# dalsie moznosti uz nema zmysel kontrolovat

if D_rovnake <= 0:

break

print (najlepsie_t)

n, g = map(int, input().split())

for _ in range(q):
X = int (input())
vyries(n, X)
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Rychlejsie riesenie

Hoci predchadzajice riesenie je dost efektivne na to, aby vyriesilo zadand ilohu v rozumnom case, existuje eSte
lepsie riesenie.

Pri tomto rieseni je potrebné si vSimmniit, Ze sa staci pozerat len na najvicsiu vzdialenost, ktort dokaze pretekar
prejst za t sekund tak, aby skoncil na rychlosti najviac X. Ak takto prejde viac ako n metrov, tak sa dé dokéazat,
ze dokaze preteky dokoncit aj normalnym spdsobom za t sektnd.

Najvécsiu vzdialenost za t sekind pretekar prejde, ak bude najprv zrychlovat na nejakd rychlost V4., potom
na nej najviac jednu sekundu zostane a nasledne bude spomalovat na rychlost X. Teraz si m6zeme vsimnut,
ze ak mé pretekar viac casu, tak dokaze prejst vac¢siu vzdialenost. Presnejsie to znamena, ze ak vie pretekar
dokoncit preteky za t sekind, tak ich vie dokonc¢it aj za ¢ 4+ 1 sektind.

S touto informéciou mézeme pouzit techniku binarneho vyhladavania. Pre kazdu rychlost X bindrne vyhladdme
najmensi ¢as, za ktory vieme prejst viac ako n metrov. Vysledna ¢asova zlozitost tohto riesenia bude O(glogn).

B-1-2 Nedockavost

Pri praktickych tlohéch je dobré zac¢at naprogramovanim Tubovolného (aj pomalsieho) sprdvneho rieSenia. Ked
totiz neskor programujeme rychlejsie riesenie, mozeme vyuzit pomalSie rieSenie na kontrolu spravnosti. A navyse,
casto ziskame cenny vhlad do tlohy.

Najjednoduchsie riesenie, ktoré sa nadm pontka, je priamo naprogramovat postup zo zadania.

Simulujeme zadanie

V zadani sme mali 3 typy ziakov, K — riesi a kontroluje, n — riesi a nekontroluje a # — neriesi a nekontroluje. Pre
nasu simuldciu potrebujeme vediet, ktori Ziaci sa uz dozvedeli o zverejneni zadani.

Mbzeme si vsimnut, ze aj ziaci typu K aj ziaci typu n sa po tom, ¢o sa o zverejneni zadani dozvedia, spravaju
tplne rovnako. Pre oba tieto typy ziakov ndm teda stac¢i pridat jeden novy typ ziaka, oznac¢me ho D. Tento typ
bude znéazoriiovat, ze dany Ziak sa o zverejneni uz dozvedel. Ziaci typu D budi preto kazdd minttu hovorit o
zverejneni tloh vsetkym svojim susedom.

Ak mé teda ziak typu D na zaciatku niektorej mintty za suseda ziaka typu K alebo n, zmeni sa tento sused na
ziaka typu D. Uz sa totiz dozvedel, ze zadania boli zverejnené a chce o tom povedat ostatnym.

Pre ziakov typu # nas tiez zaujima, kedy sa o informacii dozvedeli. Preto si zavedieme este jeden typ ziaka,
ozna¢me ho Z, ako zmeneny. Takyto ziak o informacii uz vie, dalej ju ale nesiri.

Pozrime sa teraz na samotny postup simuldcie. Sirenie informacie budeme simulovat mintitu po mintte. Ak
si pre kazdého ziaka spravne pamétame jeho typ, kazdi minttu prejdeme celi triedu a pre kazdého ziaka D
rozsirime informéciu aj na jeho susedov. To znamen4, Ze jeho susedov typu K a n zmenime na typ D a susedov
typu # zmenime na typ Z. Kedze priamo simulujeme postup zo zadania, bude pocet ziakov, ktorych sme v danej
mintte zmenili z K alebo n na D, plus pocet tych ¢o sme zmenili z # na Z, presne t4 hodnota, ¢o nas zaujima.
Spocitame ju a ¢islo vypiseme.

Ostava doladit par detailov.

Dokedy mame postup opakovat?

Ak sa v niektorej mindte m stane, Ze sa ziaden novy Ziak nedozvedel o zadaniach (nanastala zmena na D alebo
Z), vieme, Ze ziadna zmena nenastane ani v dalSej minite.

V mintdte m + 1 totiz tato informéciu opét Siria ti isti Ziaci typu D. A ak to nemali komu novému povedat v
mintte m, rovnako to bude platit aj v kazdej dalsej minute.

Nasa simulacia teda moéze zastat v okamihu, ked bude pocet zmenenych ziakov 0.

Co spravit v mintte 0?7

Nas program rozsiruje informéciu od ziakov typu D. V mintite 0 vSak ziadny taki ziaci v mriezke nie si. Zo
zadania vSak vieme, Ze v minute 0 sa informéciu dozvedia prave ziaci typu K. N&s program teda zmeni vsetky
K na D a vypiSe ich pocet.
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Slovne by sme nas algoritmus popisali nasledovne:
1. V mintute 0: Spocitaj, kolko je v mriezke znakov K. Toto ¢islo vypis. Néasledne zmen vsetky znaky K na D.

2. Postupne simuluj minity od 1, az kym nezastavis. Pre kazdd minttu nastav pocet zmenenych na 0 a
prejdi kazdé policko v mriezke. Ak je na policku znak D. Pozri sa na kazdé susedné policko. Ak je na 1iom
znak n (uvedomte si, Ze znak K tam nebude) zmeni ho na D a zvy$ pocet zmenenych o 1. Ak je na nom
znak #, zmen ho na Z a zvy$ pocet zmenenych o 1. Ak je po prejdeni vSetkych policok pocet zmenenych
0, ukonci algoritmus. Inak vypis pocet zmenenych a opakuj tento krok.

Ak by sme takyto program naprogramovali a spustili na sutaznych vstupoch, za par sekind by presiel na
vstupoch 1, 2, 5 a 6. Pri zvySnych by sme vSak museli ¢akat dlhsie, niektorych vysledkov by sme sa asi ani
nedockali.

N4&s program je teda prilis pomaly. Co vid§inou znamend, Ze robime nieco zbytocne alebo duplicitne. A ak sa
tychto zbytoénych vypoctov zbavime, algoritmus zlepsime. Pozrime sa teda, ¢o by sme robit nemuseli.

V kazdej mintite rozsirujeme informaciu z kazdého Ziaka typu D, tak ako kaze zadanie. Toto vsak vobec
nie je potrebné. Ak sme v nejakej mintte m rozsirili informéciu od ziaka D, v dalsich minttach od tohto ziaka
informéaciu rozsirovat uz nemusime. Najneskér v mindte m sa totiz o zadaniach dozvedeli vSetci jeho susedia,
¢im sa zmenili na D alebo Z. V dalsich mindtach by im teda len hovoril to, ¢o uz vedia, ¢o je duplicitné. Vidime
teda, ze z kazdého ziaka staci informéaciu $irit najviac raz.

Navyse, na to, aby sme zistili, z ktorych ziakov méme informéciu rozsirovat, prechadzame v kazdej mintte
celd mriezku. Z predchadzajiceho bodu ale vieme, Ze ndm staci informéciu $irit raz pre kazdého ziaka. Pri
prechode sa teda pozerame na zbytocne vela policok.

Vieme, ze ziak informéciu o zadaniach $iri presne minitu po tom, ako sa o nej dozvedel. Ak sa totiz ziak dozvie
o zadaniach v mintate m, v mintite m + 1 o tom povie vSetkym svojim susedom a v dalsich mintutach to uz
opakovat nemusi. Ziaci, ktorf budi informéaciu postivat v ¢ase m + 1 st teda prave ti, ktori sa o nej dozvedeli v
case m.

V nasom programe si teda vytvorime dvojrozmerné pole spracuj[]. Na pozicii spracuj[m] bude zoznam
vSetkych ziakov, ktori sa o zadaniach dozvedeli prvykrat v minite m, kazdy ziak bude zapamatany ako dvojica
(riadok, sﬂpec), v ktorom sa nachddza.

Vzdy, ked nas algoritmus v mintte m zmeni ziaka K alebo n na typ D, zaznacime tohto ziaka do zoznamu
spracuj[m]. A v mintite m + 1 budeme informéciu $irit iba zo ziakov poznacCenych v spracuj[m].

Takyto vylepSeny algoritmus by uz mal zbehnit za par sekind na vsetkych stutaznych vstupoch. Jeho casova
zlozitost je totiz O(rs) a v skutocnosti je to velmi dobrd implmentécia zndmeho algortimu prehladdvania do
sirky.

Listing programu (Python)

riadky, stlpce = map(int, input().split())
mriezka = [list (input().strip()) for _ in range (riadky)

# najskdr riesSime mindtu 0
vysledky = []

pocet = 0

spracuj = [[]]

for r in range(riadky) :
for s in range(stlpce):

if mriezka([r][s] == "K’':
pocet += 1
mriezkal[r][s] = "D’
spracuj[0].append((r, s)) # pridavame zmeny v mintte 0

vysledky.append (pocet)
m = 1 # ktord mindGtu spracovavame
# susedia policka

dx = [-1, 0, 1, 0]
dy = [0, -1, 0, 1]
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while True:

pocet = 0
spracuj.append([]) # priddme prdzdny zoznam pre aktudlnu mindGtu
for (r, s) in spracuj[m - 1]: # pozerdme ziakov z predchadzajicej minuty

s
for 1 in range(4):

# vypoéitame poziciu susedného polidka

# prejdeme ich v poradi hore, vlavo, dole, vpravo
x = r + dx[i]

y = s + dyli]

#

i

kontrola hranic
f 0 <= x < riadky and 0 <= y < stlpce:

if mriezka([x][y] == 'n’:
spracuj[m].append((x, y))
mriezka([x] [y] = ’'D’
pocet +=1

elif mriezkal[x][y] == "#":
mriezka([x] [y] = "X’

pocet += 1

if pocet == O0:
break

vysledky.append (pocet)
m += 1

print (len(vysledky) - 1)
for x in vysledky:
print (x)

B-1-3 Cesty v mriezke

V tejto tlohe mame mriezku r X s a nasou ulohou je zistit, kolko réznych ciest vedie z lavého horného rohu do
pravého dolného rohu, ak sa moézeme hybat iba doprava alebo dodola.

V zadani je dokonca popisany sikovny sposob ako tito hodnotu pocitat: Do kazdého policka mriezky si zapiSeme,
kolkymi spésobmi sa vieme z lavého rohu dostat na prave toto policko. Pre policko na pozicii x a y ttito hodnotu
oznac¢ime cesty(z,y). Nésledne vieme, Ze ak sa chceme dostat na poli¢ko (z,y), mdme iba dve moznosti — bud
nan prideme zhora z policka (x — 1,y) alebo zlava z policka (x,y — 1). No a vysledny pocet moZnosti pre (z,y)
je stet moznost{ pre obe tieto policka. Plat{ teda, zZe cesty(x,y) = cesty(x — 1,y) + cesty(z,y — 1).

Pomocou tohto vzorca vieme hodnoty v mriezke pocitat postupne po riadkoch zhora nadol a zlava doprava, az
kym nevypocitame hodnotu cesty(r, s).

Sutaznou tlohou bolo tento postup upravit tak, aby riesil aj iné variacie tejto ulohy.

Podiloha a) — neprechodné policka

V mriezke je niekolko neprechodnych policok, cez ktoré prejst nevieme. Ako to ovplyvni nase rieSenie?
Uvedomme si, ze zdkladna myslienka rieSenia ostdva nezmenenda: Pocet moznosti pre prazdne policko bude rovny
stctu moznosti pre policko nad nim a nalavo od neho. Jediné, ¢o sa zmeni je, Ze pocet moznosti, ako sa dostat
na neprechodné policko bude vzdy O.

Opét teda budeme hodnoty pocitat riadok po riadku, akurat na neprechodné policko zapiSseme 0 a na prazdne
policko stcet dvoch susednych, rovnako ako predtym.

N4&s vzorec by sme si teda vedeli zapisat ako:

0 ak je poli¢ko (z,y) neprechodné,

cesty(z,y) =
cesty(x — 1,y) + cesty(x,y — 1) ak je policko (x,y) prazdne.
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1 1 1 0
1 2 3 4
1 3 6 8
n 3 9 21

Listing programu (Python)

# vstupna mriezka . je prazdne policko N neprechodne
mriezka = [
... .N.

r, s = len(mriezka), len(mriezkal[O0])

# prazdne pole s r riadkami a s stipcami
cesty = [[0 for in range(s)] for in range(r)

cesty[0][0] = 1 # poéiatoénd hodnota

for x in range(r):
for y in range(s):
if mriezkal[x]|[
cesty[x] [y
else:
if x != 0: # existuje poliéko nadomnou
cesty[x] [y] += cestyl[x - 1][y]
if y != 0: # existuje poliéko nal’avo
cesty[x] [y] += cestyl[x][y - 1]

yl == "W
1=0

print (cestyl[r - 11[s - 1]

Poduiloha b) — pohyb Sikmo doprava-hore

V tejto podilohe bol pridany novy smer pohybu. Okrem doprava a dodola sa mézeme hybat aj sikmo doprava-
hore. V zadani vSak bolo napisané ako postupovat pri pridani nového smeru pohybu — do poctu moznosti
zapocitame jednu hodnotu navyse.

V nasom pripade sa na policko (z,y) vieme dostat nielen z policok (x — 1,y) a (z,y — 1), ale aj z policka
(x+ 1,y — 1). To je totiz policko, z ktorého ked sa pohneme Sikmo doprava-hore, ocitneme sa opét na policku
(. y).

Vzorec vypoctu teda vieme zapisat ako cesty(z,y) = cesty(x — 1,y) + cesty(z,y — 1) + cesty(x + 1,y — 1).

Ak vsak tento postup skusime aplikovat na ukazkovu tabulku, rychlo narazime na problém. Hodnota na za-
¢iato¢nom policku (1,1) bude 1. Dalsie policko v poradi vypoétu (kedze ideme po riadkoch) je policko (1,2).
To znamend, %e potrebujeme hodnoty z polic¢ok (1,1) (pohyb doprava), (0,2) (pohyb dodola) a (2,1) (pohyb
doprava-hore).

Hodnotu cesty(1, 1) sme si pred chvilou vypocitali. A policko (0,2) je mimo mriezky, teda cesty(0,2) = 0. Avsak
policko (2,1) sa v mriezke nachddza, jeho hodnotu sme vsak este nepocitali. Odkazujeme sa teda na hodnotu,
ktoru vypocitani nemame a to je chyba.

Nastastie hodnotu cesty(2,1) vieme vypocitat, lebo td sa neodkazuje na Ziadne nezndme hodnoty, musime ju
teda spocitat predtym ako budeme pocitat cesty(1,2).

K spravnemu rieseniu teda uz potrebujeme spravif len to, aby sme hodnoty na polickach pocitali v sprdvnom
poradi tak, aby sme na vypocet hodnoty cesty(x,y) mali uz vypocitané vsetky potrebné hodnoty. Zo vzorca
vyssie vidime, Ze pre policko (x,y) potrebujeme mat vypoéitani jednu hodnotu priamo nad nim a dve hodnoty
z vedlajsicho stipca. Najjednoduchsie teda bude poé&itat mriezku po stipcoch zlava doprava a zhora dole.
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1 4 16 67 | 288

1 6 29 | 132 | 588

1 7 36 | 168 | 756

Listing programu (Python)

r, s =4, 5
# prazdne pole s r riadkami a s stipcami
cesty = [[0 for in range(s)] for in range(r)

cesty[0][0] = 1 # podiatoénad hodnota

for y in range(s):
for x in range(r):

if x != 0: # existuje polidko nadomnou
cesty[x] [y] += cesty[x - 1][y]

if y != 0: # existuje poliéko nal’avo
cesty[x] [y] += cesty[x][y - 1]

if y !'= 0 and x !'= r - 1: # existuje policko sikmo
cesty[x][y] += cestyl[x + 1][y - 1]

print (cestyl[r - 11[s - 1]

Podiloha c) — ¢ervené policka

V mriezke st niektoré policka oznac¢ené ¢ervenou farbou a nés zaujima pocet ciest z jedného rohu do druhého,
ktoré prechadzaju asporn jednym cervenym polickom. Oznacme si tieto cesty ako ,,Cervené*.

Definujme si, ¢o potrebujeme pocitat. Pre kazdé policko (z,y) chceme spocitat hodnotu cervene(z, y) reprezen-
tujiicu pocet rdoznych ciest z favého horného rohu na policko (z,y), ktoré prechddzaji aspon jednym Cervenym
polickom. Hodnota cervene(r, s) je potom nasa hladand odpoved.

Tuto hodnotu vieme pre (z,y) poéitat podobne ako v predchddzajucich dlohdch. Ak totiz zoberieme vSetky
¢ervené cesty konciace na policku (x — 1,y) z ktorych sa pohenem dodola a vSetky Cervené cesty konéiace na
policku (x,y — 1), z ktorych sa poheneme doprava, dostaneme rozne Cervené cesty vedice na policko (z,y), tieto
moznosti teda musime zapocitat.

Pre prdzdne policka je tento vypocet dokonca spravny. Problém nastane pri cervenych polickach. Pri nich
totiz nastdva Specifickd situdciu, s ktorou nepocitame. Cesty, ktoré vedd na éervené policko (z,y), predtym ale
nenavstivili ziadne iné cervené policko s totiz ¢ervené. V nasom pripade vsak tieto cesty nepocitame, kedze
cesty cervene(x — 1,y) aj cervene(z,y — 1) uz éervené policko navstivili.

Potrebovali by sme teda poznat aj hodnoty necervene(x — 1,y) a necervene(x,y — 1), ktoré urcuji, kolko ciest
vedtcich na dané policka neprechadza cez ziadne cervené policko. Uvedomme si vSak, ze toto je ten isty
problém ako v podilohe a), kde sme nemohli prechddzat cez ¢ierne neprechodné policka.

Pre ¢ervené policko (x,y) bude platit, Ze musime zapocitat jednak moznosti cervene(xz — 1,y) a cervene(x,y —
1), ale aj tie, pri ktorych sme dovtedy ¢ervené policko nestretli, ¢o budd hodnoty necervene(z — 1,y) a
necervene(z,y — 1).

Trik vysledného riesenie teda spociva v tom, ze nebudeme pocitat jednu tabulku, ale dve tabulky hodnoét.
Prva tabulku hodnot necervene(z,y) spocitame rovnako ako v podilohe a) pomocou vzorca:

0 ak je polic¢ko (z,y) Cervené,
necervene(z,y) =
necervene(x — 1,y) + necervene(z,y — 1) ak je policko (z,y) prazdne.
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No a tito tabulku potom vyuzijeme pri vypocéte hodndt cervene(x,y), pre ktoré plati vzorec:

cervene(x — 1,y) + cervene(z,y — 1)

cervene(z,y) = 4 + necervene(x — 1,y) + necervene(xz,y — 1) ak je policko (z,y) Cervené,
cervene(x — 1,y) + cervene(z,y — 1) ak je poli¢ko (z,y) prazdne.
necervene cervene
1 1 . 0 0 0 0 0 . 1 1 1
1 2 2 2 2 2 0 0 1 2 3 4
1 1 3 7 13 13 0 3 7 13 22 43

Listing programu (Python)

# vstupna mriezka . je prazdne policko C cervene
mriezka = [

rL.Co.lt,

[ r,

r.c...cr,

o, ’,
]
r, s = len(mriezka), len(mriezkal[0])
# prézdne pole s r riadkami a s stipcami
necervene = [[0 for _ in range(s)] for _ in range(r)]
necervene[0][0] = 1 # poéiatoénd hodnota

for x in range(r):
for y in range(s):
if mriezkal[x][y] == ’'C’':
necervene[x] [y] = 0
else:
if x != 0: # existuje polidko nadomnou
necervene[x] [y] += necervene[x - 1][y]
if y != 0: # existuje polid&ko nal’avo
necervene[x] [y] += necervene[x][y - 1]

cervene = [[0 for _ in range(s)] for _ in range(r)]
cervene[0] [0] = 1 if mriezka[0][0] == 'C’ else 0 # pociatoénd hodnota

for x in range(r):
for y in range(s):
if x !'= 0: # existuje polidko nadomnou
cervene[x] [y] += cervenel[x - 1][y]
if mriezka[x][y] == ’'C’:
cervene[x] [y] += necervene[x - 1][y]
if y !'= 0: # existuje policdko nal’avo
cervene[x] [y] += cervene[x][y - 1]
if mriezkal[x][y] == "C’:
cervene[x] [y] += necervene([x][y - 1]

print (cervenel[r - 1][s - 11])

Podiloha d) — najéervenejsie cesty

Hladdme pocet takych cervenych ciest, ktoré prechddzaji cez ¢o najvacsi mozny pocet Cervenych policok.
Vidime, ze riesenie predchadzajicej tlohy nam stacit nebude, v nom si totiz nepamétame ni¢ o pocte cervenych
policok, cez ktoré sme presli. A vlastne ani nevieme, cez kolko najviac ¢ervenych policok vieme prechddzat.
Pokiisme sa teda najprv vypocitat tito hodnotu.

Nech pocet(x,y) uréuje cez kolko najviac ¢ervenych poli¢ok viem prechddzat na ceste z Tavého horného rohu do
polika (x,y). Co plati pre tito hodnotu? Opét bude musiet sivisiet so susednymi polickami. Akékolvek cesta
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do (z,y) prechddza bud cez (x — 1,y) alebo (x,y — 1).

Hodnota pocet(x — 1, y) urcuje cez kolko najviac cervenych policok vieme prejst ak sa chceme dostat nad (x,y).
A pocet(xz,y—1) cez kolko najviac ¢evenych poli¢ok vieme prejst ak sa chceme dostat nalavo od (z,y). Je potom
jasné, ze z tychto dvoch moznosti si chceme vybrat ti vacsiu. T4 mensia nas uz zaujimat predsa nemusi.
Bude teda platit, ze pocet(x,y) = max(pocet(xz — 1,y), pocet(z,y — 1)). Navyse, ak je samotné policko (z,y)
¢ervené, tuto hodnotu chceme zvacsit o 1, kedze potrebujeme zapocitat aj prechod cez toto policko.

Celkovy vzorec teda vyzera nasledovne:

max(pocet(x — 1,y), pocet(z,y — 1)) + 1 ak je policko (z,y) Cervené,
pocet(z,y) =

max(pocet(x — 1,y), pocet(z,y — 1)) ak je poli¢ko (x,y) prazdne.

Vratme sa teraz k povodnej tlohe, v ktorej chceme spocitat pocet cervenych ciest prechddzajtcich cez najvacsi
pocet cervenych policok. Nech najcervensie(zx,y) oznacuje prave tento pocet pre policko (z,y). Je jasné, Ze
tato hodnota by nejakym spdsobom mala sivisiet s hodnotami najcervensie(x —1,y) a najcervensie(z,y —1),
problém ale je, ze najéervensie cesty na policko (x — 1,y) mozu ist cez iny pocet Cervenych poli¢ok ako cesty na
policko (z,y — 1), nemoézeme ich teda iba tak spoéitat dokopy.

Vdaka hodnotdm pocet(x,y) ale presne vieme, cez kolko ¢ervenych policok prechddzaji. Cesty najcervensie(x—
1,y) totiz musia prechddzat cez préve pocet(x—1,y) ¢ervenych policok. Zrazu teda vieme tieto hodnoty rozlisovat.
Porovndme teda hodnoty pocet(xz — 1,y) a pocet(x,y — 1). Ak je jedna z nich ostro vicsia ako druhd, hod-
nota najcervensie(x,y) bude rovna hodnote najcervensie() z daného dominantného smeru, kedze menej Cer-
vené cesty zapocitat nechceme. A ak sa oba poCty rovnaju, v takom pripade chceme zobraf stcet hodnot
najcervensie() z oboch smerov.

najcervensie(x — 1,y) ak pocet(x — 1,y) > pocet(z,y — 1),
najcervensie(x,y) = < najcervensie(zr,y — 1) ak pocet(xz — 1,y) < pocet(z,y — 1),

najcervensie(x — 1,y) + najcervensie(x,y — 1) ak pocet(x — 1,y) = pocet(x,y — 1).

najcervensie

14

13

Listing programu (Python)

# vstupna mriezka . je prazdne policko C cervene
mriezka = [
r..C....c",
r....c..cr,
r.C...C..t,
e ’,
r..c.C...t,
]
r, s = len(mriezka), len(mriezkal[O0])
# prdzdne pole s r riadkami a s stipcami
pocet = [[0 for _ in range(s)] for _ in range(r)]
pocet[0][0] = 1 if mriezka[0][0] == 'C’ else 0 # pocdiatoénd hodnota
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for x in range(r):
for y in range(s

)
if x !'= 0: # existuje polidko nadomnou
pocet [x] [y] = max(pocet[x][y], pocet[x - 1][y])
if y !'= 0: # existuje policéko nal’avo
pocet [x] [y] = max(pocet[x][y], pocet[x][y - 1])
if mriezkal[x][y] == ’'C’':
pocet [x] [y] += 1
najcervensie = [[0 for _ in range(s)] for _ in range(r)
for x in range(r):
for y in range(s):
if x == 0 and y == 0: # podiatoénd hodnota
najcervensie[0] [0] = 1
continue
if x ==
najcervensie[x] [y] = najcervensie[x][y - 1]
elif y == 0
najcervensie[x] [y] = najcervensie[x - 1][y]
elif pocet([x - 1][y] < pocet[x][y - 1]:
najcervensie[x] [y] = najcervensie[x][y - 1]
elif pocet([x - 1][y] > pocet[x][y - 1]:
najcervensie[x] [y] = najcervensie[x - 1][y]
elif pocet[x — 1][y] == pocet[x][y — 1]:
najcervensie[x] [y] = najcervensie[x - 1][y] + najcervensie([x][y - 1]
print (najcervensie[r - 1][s - 1)

print (pocet)
print (najcervensie)

B-1-4 Krtko stavitel

Poduiloha a)

Myslienka je nasledovna: Najprv vytvorime miestnosti hlinahlinahlina, ¢im zabezpecime zZe budeme mat
retazec hlina aspon 3-krat. Potom budeme mat jedno pravidlo, ktoré ndm dovoli pridat miestnosti hlina,
a druhé, ktoré nds zbavi nedokoncenej miestnosti, ¢im dostavia noru. Vysledné pravidla teda mozu vyzerat
nasledovne:

Z — hlinahlinahlinaA
A — hlinaA|e

Na zac¢iatku Krtko nemé na vyber, teda po prvom kroku dostane (hlina)®A. Potom Krtko este niekolkokrat
pouzije prvé pravidlo pre A, a nakoniec musi pouzit druhé pravidlo, lebo to ako jediné vytvori dokoncenti noru.
Pred pouzitim pravidla A — ¢ mala nora tvar (hlina)®A pre nejaké n > 3. Kazd4 nora z portfélia bude teda
mat pozadovany tvar.

Ostava ukazat, ze kazda pozadovant noru vie Krtko vytvorit. To je ale jednoduché. Ak chce vytvorif noru
(hlina)¥, staci ked najprv pouZije pravidlo Z — hlinahlinahlinaA, potom k — 3 krit pouZije pravidlo A —
hlinaA a nakoniec pouzije pravidlo A — .

Poduiloha b)

Najprv chceme budovat miestnosti a, potom raz miesnost b a dalej miestnosti a. Aby sme vedeli rozlisit, ¢i sme
uz postavili miesnost b, budeme pouzivat réznu nedokoncent miesnost — miestnost Z ak sme b eSte nepostavili
a miestnost A ak sme uz miestnost b postavili.

Nase pravidla teda budu vyzerat:

Z — aZ | bA

A—ahle

Vsimnite si, Zze ak mame na konci miestnost Z, mézeme bud pridat miestnost a a nechat nedokoncéenii miestnost
Z, alebo zapisat to jediné b, ale tym zmenit nedokon¢enti miestnost na A.
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Je zjavné, ze kazda dostavand nora bude pozostavat iba z miestnosti a a b. Akonahle Krtko niekedy postavi
nedokoncenti miesnost A, uz nikdy nepostavi miestnost b. Jediny spdsob ako vytvorit miestnost b je pravidlo
Z — bA, ktoré vytvori nedokonéenti miesnost A. Ziadna dostavana nora preto nebude mat viac ako jednu miesnost
b. Bez pouzitia pravidla Z — bA mézeme vyuzivat iba pravidlo Z — aZ. Nikdy teda noru nedostaviame, ak
nezapiseme aspon jedno b.

Kazda nora z portfélia B mé tvar a¥bal. Vieme ju vyrobit tak, Ze najprv pouzijeme k-krat pravidlo Z — aZ,
potom raz pravidlo Z — bA, [-krat pravidlo A — aA a nakoniec pravidlo A — €. VSimnite si, Ze nase navrhnuté
pravidla dobre funguji aj v pripade ak sa k alebo [ rovna 0.

Poduloha c)

Ak nechceme dve miestnosti b za sebou, miestnost b musi byt poslednou miestnostou, alebo po nej musi
nasledovat miestnost a. Sada pravidiel teda bude

Z — aZl|baZl|b|e

Urdite nepostavime nevhodnii noru, kedze vzdy ked staviame miestnost b bud hned skonéime, alebo rovno za
nou postavime miestnost a.

Teraz ukizeme, ze dokézeme vytvorit kazdi noru. Pozrime sa na vhodné nory odzadu. Ak koné¢i miestnostou b,
tak ako posledné pouzijeme pravidlo Z — b. Teraz musime vytvorit nejaki ¢ast nory, ktora koncéi miestnostou
a. Podla toho, ¢i posledné dve miestnosti st ba alebo aa pouzijeme pravidla Z — baZ alebo Z — aZ. Teraz opét
mame ¢ast nory konciacu na a, ale kratsiu. Postupnym opakovanim teda néjdeme postup (odzadu) ako postavit
kazdd noru.

Podiloha d)

Ak by sme chceli iba nory, ktoré zacinaji aj koncia na a, mohli by sme mat nasledovnu sadu pravidiel:

Z— ah|a
A— aA|bA|cA|a

Vsimnite si, ze pravidlo Z — a potrebuje kvdli tomu, Ze aj nora a patri do naseho portfélia.
Tato sada pravidiel urcite vytvori noru zac¢inajicu miestnostou a, a jediné pravidlo, ktoré nevytvori nedokoncent
miesnost dé ako poslednii miesnost a.
Okrem prvého kroku navyse vzdy moézeme vytvorit Tubovolnii miesnost, takze vieme vyrobit vsetky vhodné
nory.
Aby sme nasli pravidla pre D, vyuzijeme sposob zo studijného textu pre zjednotenie. Dostaneme teda nasledovné
pravidla:

Z—aA|a|bB|b|cC|c

A— aA|bA|cA|a

B — aB|bB|cB|b

C—aC|bClcC|c
Podiloha e)

Nasou ulohou bolo najst sadu pravidiel, ktorej portfélio obsahuje tie nory, ktoré patria aj do C aj do D. Pomerne
Tahko vieme ur¢it, Ze to musia byt teda tie nory, ktoré sa skladaji z miestnosti a a b (miestnosti ¢ sa nevyskytuji
v C), ziadne dve miestnosti typu b nie sd pri sebe a navyse tieto nory zacinaji a konéia rovnakou miestnostou.
Na vytvorenie tychto pravidiel stadi jemne upravit nase rieSenia z Casti ¢) a d). Konkrétne:

Z — aA|baB|b

A — aA|baA|e

B — aB|baB|b
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Vsimnite si, ze kym zaciatok s a je trochu jednoduchsi, pri b musime rozobrat viacero moznosti, napriklad aj
ta, ze vyslednad nora obsahuje iba jedno pismeno b.

Vseobecny prienik

Uloha e) je vsak v skuto¢nosti ovela zaujimavejsia ako sa na prvy pohlad zda. D4 sa totiz ukazat, Ze existuje
pomerne algoritmicky postup ako skonstruovat prienik Iubovolnych dvoch portfélii. Ak teda mame portfolia X
a Y, pre ktoré existuju nejaké sady krtkovych pravidiel, vieme najst aj pravidla pre X N ).

Pre jednoduchost dokazu zavedieme normdlny tvar pravidiel. Povieme, ze budeme akceptovat iba také pravidla,
ktoré vytvoria vzdy prdve jednu dokonceni miestnost alebo e. To znamend, ze pravidlo Z — aA je dovolené, ale
pravidlo Z — abB alebo Z — a uz nie.

Na prvy pohlad sa méze zdat, ze sme nase pravidla oslabili, lebo zrazu nevieme zapisat to ¢o predtym. Nie je
to vsak tak. Vieme totiz zapisat aj komplikovanejsie pravidla, akurat vyuzitim viacerych medzipravidiel.
Predstavme si, ze mame pravidlo X — hlina¥Y. Toto pravidlo by sme chceli prepisat do normalneho tvaru. To
ale predsa vieme spravit nasledovnou sadou pravidiel:

X — hA
A— 1B
B — iC
C—nD
D — aY¥

Je zrejmé, ze vysledkom bude to isté, akurat teraz sme potrebovali viacero nedokonc¢enych miestnosti. Kym
tych vsak mame dostatok (napr. mézeme vytvarat aj ¢islované nedokonéené miesnosti Ay, As ... ), vieme takto
,rozbit“ ITubovolne dlhé pravidlo.

Pravidla typu Z — a vieme nahradit dvojicou pravidiel Z — aA a a — €. A namiesto Z — A priddme miestnosti
Z rovnaké pravidla ako mé A.

Takyto normalny tvar je sice nesikovny na samotné pisanie pravidiel, ulah¢i ndm vSak dokazovanie, kedze staci
rozmyslat nad ovela mensou sadou moznosti.

Majme portfélia X a Y a k nim zodpovedajice sady pravidiel. Chceme ukézat, ze v takom pripade existuje
sada pravidiel aj pre X N Y. Upravme si sady pravidiel do normalneho tvaru, pricom sada pravidiel pre X bude
okrem nedokoncenej miestnosti Z pouzivat uz len miestnosti oznacené X; a sada pravidiel pre ) len miestnosti
oznacené Y;.

Zoberme si teraz lubovolnti noru w, ktora patri do X N Y. Dizku tejto nory si oznaéime n. Kedze nora w
lezi v X, existuje postupnost pravidiel z nasej sady, ktorej aplikovanim vytvorime tito noru. A kedZe pravidla
normalneho tvaru vytvaraji vzdy jednu nedokoncenti miestnost a na zaver e, vieme, ze tato postupnost bude
mat dizku n + 1 (n za kazdé pismeno a 1 za €). Z tejto postupnosti aplikovania pravidiel si vieme zapisat, aka
nedokoncend miestnost bola na konci nory pocas jej vystavby, ¢im dostaneme postupnost: Z, X,,, Xp, ... Xp, .
Kedze nora w patri aj do ), vieme zopakovat rovnakt tuvahu a dostat postupnost nedokoncenych miestnosti
Z2,Yp,, Yy, . Yy

Z tohto vieme usudit, Ze ak prvé pismeno nory w bolo a, tak v prvej sade existuje pravidlo Z — aX,, a v druhej
Z — aY,,. A dokonca aj vSeobecnejsie, ak bolo i-te pismeno nory w prave a (ale rovnako to plati aj pre zvysné
pismend), tak existuji pravidld X,, , — aXp, a ¥Y,, , — a¥,.

Nasou tlohou je vsak vytvorit sadu pravidiel pre X N ). Chceli by sme preto nejakym spésobom tieto rovnaké
pravidla prepojit, aby pri stavani nor touto sadou musel krtko akoby naraz stavat aj podla sady pre X aj pre ).
To sa da spravit jednym pomerne Sikovnym trikom. Nedokoncéené miestnosti pre pravidla prieniku si oznacme
Z;.;, ktoré budu predstavovat situdciu, Ze na konci nory mam nedokoncenti miestnost X; podla pravidiel pre X
a nedokoncend miestnost Y; podla pravidiel pre ).

Nésledne sa pozrieme na vSetky pravidla pre X; a Y; a ak maja obe pravidlé, ktoré vytvaraju ti istd dokonéent
miestnost, teda X; — aX, a Y; — a¥;, tak do naSej prienikovej sady pravidiel pridame Z; ; — aZ;. A toto
spravime pre vSetky dvojice nedokoncenych miestnosti a moznych pismen.
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Uvedomte si, ze tymto trikom dondtime nasu nova sadu pravidiel, aby v podstate naraz simulovala aj aplikdciu
pravidiel pre X aj ).

Skuste si to rozmysliet a pripadne vyskasat na priklade z ilohy e). Nie je to najjednoduchsi dokaz, ale ked mu
porozumiete, zistite, ze je velmi elegantny a pekny.
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