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A-11-1 Peta lyzuje

Pre kazdd branku st dve moznosti: bud ju Peta prejde cisto, alebo tam spravi chybu. Dokopy preto existuje
2" moznych prejazdov tratou. Ulohu teda vieme vyriesit hrubou silou tak, ze postupne vygenerujeme vsetky
mozné prejazdy a pre kazdy si spocitame, kolko dokopy Peta strati (sicet s; za branky, kde spravila chybu) a
s akou pravdepodobnostou takyto prejazd nastane (sti¢in pravdepodobnosti zvoleného typu prejazdu brankou).
Celkovou pravdepodobnostou vyhry je potom sucet pravdepodobnosti tych prejazdov tratou, pri ktorych strati
dostatocne malo.

RieSenie za 5 bodov: nanajvy$ dve lubovolné chyby

Ak vieme, ze Peta ma naskok 25 stotin a kazdou chybou z neho strati 10, je zjavné, Ze si moze na trati dovolit
nanajvys dve chyby — a to na Iubovolnych brankach. Potrebujeme teda spocitat celkovii pravdepodobnost
takychto prejazdov tratou.

Pravdepodobnost ¢ ¢istého prejazdu vieme vypocitat vynasobenim py - pg - -+ - - DPn-

Ked uz pozname hodnotu ¢, vieme z nej vyjadrif pravdepodobnosti prejazdov s jednou aj dvoma chybami.
Napr. majme konkrétnu branku j. Pravdepodobnost toho, ze Peta celt traf prejde ¢isto, az na branku j, kde
spravi chybu, udéva vzorec pi -pa - ...pj—1- (1 —pj) -Djs1 - Dn-

Tento vzorec vsak nemusime cely pocitat odznova: jeho hodnotu vieme vyjadrit z pravdepodobnosti ¢ tak, ze
ju vydelime p; a nasledne vynasobime 1 — p;.

Analogicky mézeme v konstantnom ¢ase pre kazdé (k, ¢) vypocitat pravdepodobnost toho, ze Peta pokazi prave
branky k a £. Séitanim vSetkych O(n?) takto vygenerovanych pravdepodobnosti dostdvame odpoved.

Zlepsenie Casovej zlozitosti

Vyssie popisané riesenie malo z pochopitelnych dévodov kvadraticku casovt zlozitost. Hladani odpoved vsak
vieme vypocitat aj v linedarnom c¢ase pomocou trochu Sikovnejsej matematiky.

Ozna¢me z; = (1 — p;)/p;. Potom zjavne plati, Ze ¢ - ; je pravdepodobnost prejazdu s chybou préve na
branke z; a c -z - ¢ pravdepodobnost prejazdu s chybami prave na brankach k a ¢. Celkova pravdepodobnost
prejazdu s jednou chybou je teda cxy + cxo + -+ + cxy, = ¢(x1 + -+ + ) a s dvoma chybami analogicky:
c(r1me + 2123+ -+ Tp_1Ty).

Oznacme si teraz u = x1 +---+x, a v = 1T2 + 123+ - + Tp_12,. Ak by sme poznali hodnoty u a v, mame
vyhrané: celkova pravdepodobnost, ze Peta vyhra, je ¢ + cu + cv.

Hodnotu u lahko spoc¢itame v linedrnom case, ale na priamy vypocet v by sme potrebovali kvadraticky ¢as. Ako
to spravit Sikovnejsie? Ked si roznasobime u? = (x1 + - -+ + 2,,)?, uvidime, Ze vysledok sa dost podob4 na 2v.
Navyse st tam len ¢leny tvaru z2. Hodnotu w = 2% + 23 + - - - + 22 vieme ale tieZ spoéitat v linedrnom case, a
ked od u? odpoéitame w, ostane ndm 2v a vyhrali sme.

Skiste sa zamysliet, ako by sa toto riesenie dalo zovseobecnit pre tri, Styri, alebo dokonca vseobecne vela chyb.
Ako bude ¢asova zlozitost zavisiet od poctu chyb?

Riesenie pre z lubovolnych chyb

K osembodovému rieseniu vedie aj lahsia cesta ako ta z predchddzajtcej casti.

Ak vieme, Ze vSetky s; s rovnaké, vieme, Ze Peta vyhrd prave vtedy, ak na trati spravi nanajvys z = |[¢/s1 |
chyb. Potrebujeme teda spocitat celkovi pravdepodobnost toho, ze sa toto stane. Namiesto toho, aby sme si
ako v predchadzajicom rieseni museli my ru¢ne odvadzat vzorce, nechame pocita¢ spravit vacsinu prace za nas.
Ked este Peta stoji na starte, vieme, ze s pravdepodobnostou 1 nespravila ziadnu chybu.

Po prvej branke stt dve moznosti: s pravdepodobnostou p; mé stale nula chyb, s pravdepodobnostou 1 — p; mé
prva chybu. Toto si mézeme predstavit ako dva nezavislé svety: s pravdepodobnostou p; sa nachadza v prvom
z nich, s pravdepodobnostou 1 — p; v druhom.

V kazdom z tychto svetov Peta nésledne prejde druhou branou. S pravdepodobnostou ps ju prejde cisto, s
pravdepodobnostou 1 — ps tam spravi chybu. Kazdy mozny svet sa nam tym opét rozdelil na dva nové.

Po dvoch brankach su teda styri mozné svety: s pravdepodobnostou p1ps je Peta vo svete, v ktorom obe branky
presla ¢isto, s pravdepodobnostou p; (1 — p2) vo svete, kde mala chybu na druhej branke, s pravdepodobnostou
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(1 —p1)p2 je vo svete, kde mala chybu na prvej branke, a s pravdepodobnostou (1 — p1)(1 — p2) je vo svete, kde
pokazila obe branky.

Ak by sme takto pokracovali dalej, skoncéili by sme s 2™ svetmi a v podstate by sme spravili ti isti pracu ako
pri rieseni hrubou silou. Tu ale pride klticové pozorovanie: druhy a treti svet sit rovnocenné. V oboch totiz Peta
spravila prave jednu chybu, a teda je v presne rovnakej situdcii: ak v oboch svetoch spravi rovnaky zvysok jazdy,
dostane v cieli rovnaky vysledok.

Moézeme si teda nase pozorovanie preformulovat do nasledovnej omnoho uzito¢nejsej podoby. Po dvoch brankach
je Peta v jednom z troch moznych svetov, a to:

e S pravdepodobnostou pps je vo svete, kde este nespravila chybu.
e S pravdepodobnostou p1(1 — p2) + (1 — p1)p2 je vo svete, kde spravila prave jednu chybu.
e S pravdepodobnostou (1 — p1)(1 — p2) je vo svete, kde spravila préave dve chybu.

Pokracovanim v tejto ivahe dostaneme omnoho efektivnejsie rieSenie ako hrubou silou — ¢asova zlozitost tohto
rieSenia bude dokonca polynomidlna od poc¢tu branok.

Poriadnejsia formulacia riesenia pre z lubovolnych chyb

Oznacme si g; ; pravdepodobnost toho, ze pri prejazde prvymi ¢ brankami Peta spravi presne j chyb.

Na zaciatku vieme, Ze gp,0 = 1 a pre vSetky ostatné j plati gp; = 0.

Ak teraz pozname vSetky hodnoty g; . pre nejaké ¢, lahko z nich ur¢ime vSetky hodnoty ¢;41,«. Staci zopakovat
vyssie popisani tivahu pre kazdy z moznych svetov. Z tej dostaneme, ze pre kazdé j plati g, 41, = @ jpiq1 +
¢i,j—1(1 — piy1). Totiz do stavu ,po i + 1 brankach mam j chyb® sa Peta vie dostat dvoma réznymi sposobmi:
bud mala po ¢ brankach j chyb (¢o nastane s pravdepodobnostou g; ;, ktorti uz pozndme) a nasledne prejde
branku i + 1 ¢isto, alebo mala po ¢ brankach j — 1 chyb a v nasledujtcej spravila dalsiu, teda j-tu chybu.
Vyssie popisanym vzorcom kazdt z hodnoét g; ; spoéitame v konsStantnom case. Ked uz ich vSetky pozname,
celkovt pravdepodobnost toho, ze Peta vyhrd, vieme vyjadrit ako g0 + gn,1 + -+ + @n,--

Celkové ¢asova zlozitost tohto riesenia je O(n?), ak spoéitame vietky nenulové prvky pola g. Staci vSak poéitat
hodnoty pre pocet chyb nepresahujici z, ¢im éasovi zlozitost mierne zlepsime na O(nz).

Uplne vSeobecné riesenie

Namiesto poc¢tu chyb méZzeme pracovat priamo s Petinym ndskokom v stotindch. Budeme si teda (velmi podob-
nym spdsobom ako vyssie) pocitat pravdepobnosti toho, Ze po ¢ brankach mé Peta eSte j stotin naskoku.

Listing programu (Python)

[ int(_) for _ in input () .split() ]
[,
for n in range (N):
tokens = input () .split ()
P.append( float (tokens[0]) / 100
S.append( int (tokens[1]) )

first_row = [ 0. for _ in range(T+1l) ]
first_row[T] = 1.
Q = [ first_row ]
for 1 in range (N):
next_row = [ 0. for _ in range(T+1) ]

for t in range(T+1):
next_row[t] += Q[i][t] =~ P[i]
if t >= S[i]:
next_row[t-S[i]] += Q[il[t] * (1-P[i]
Q.append( next_row

print ( 100. % sum( Q[N] ) )

Ina, v podstate symetrickd formulacia takéhoto riesenia je predstavit si rekurzivnu funkciu, ktord dostane na
vstupe parametre ¢ a j a na vystupe vrati odpoved na otazku, s akou pravdepobnostou Peta vyhra, ak uz presla
1 branok a ma este j stotin naskok. Kazdu takuto otazku vieme zodpovedat pomocou rekurzie: ak este nie sme
na konci, vyskiisame obe moznosti pre nasledujicu branku a v kazdej z nich sa nasledne rekurzivne zavolame,
aby sme zistili odpoved pre situaciu, do ktorej sme sa prave dostali.
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Opét plati, ze keby sme takuto rekurzivnu funkciu implementovali a spustili, dostali by sme exponencidlnu
casovu zlozitost — rekurzivna funkcia postupne backtrackingom prezrie vsetky mozné prechody tratou.

Klucové je ale pozorovanie, ze tento program sice robi exponencidlne vela volani funkcie, tie ale nie st vsetky
navzajom rézne — naopak, ¢asto sa opakuji a potom zbyto¢ne znova a znova pocitame to isté. Roznych rele-
vantnych volani nasej funkcie je len O(nt): brdnok je n a Petin aktudlny ndskok nikdy nenarastie nad ¢. A kedze
vystup nasej funkcie je vzdy jednoznac¢ne urceny jej vstupmi, moézeme pouzit memoizdciu: akonahle nejaku
hodnotu spocitame, zapaméatame si ju v tabulke, a vzdy, ked ju neskdr znova potrebujeme, namiesto nového
pracného vypoctu len rovno pouzijeme zapamétani hodnotu.

Aj tento program ma celkovi Casovi zlozitost O(nt), kedze jediné, ¢o robi, je priebezne pocita a zapisuje si
odpovede na otazky vyssie popisaného typu. Otdzok je O(nt) a odpoved na kazdd z nich (véacésinou vyuzijic
skor vypocéitané odpovede na iné otdzky) zistime v konstantnom case.

Listing programu (Python)

from functools import cache

[ int () for _ in input () .split() ]
[, 0
for n in range (N):
tokens = input () .split ()
P.append( float (tokens[0]) / 100
S.append( int (tokens[1]) )

o
[92]
o

@Qcache
def vypocitaj(i, Jj):
vrati pravdepodobnost toho ze Peta vyhra, ak po i brankach ma j stotin naskoku

dekorator @cache za nas robi memoizaciu

T

if j < 0: return 0. # uz nemoze vyhrat
if i == N: return 1. # uz vyhrala
return P[i] x vypocitaj(i+l, Jj) + (1-P[i]) * vypocitaj(i+l, 3J-S[i]

print ( 100. = vypocitaj (0, T)

Vyhodou prvého pristupu (iterativne dynamické programovanie) je lahsie Setrenie pamétou. Pri rekurzivnom
rieSen{ si v najhorsom pripade potrebujeme ulozit vSetkych O(nt) odpovedi na otdzky, zatial ¢o pri iterativnom
si mézeme vsimnut, Ze pri vypocte hodnot g; 11 . pouzivame vzdy len hodnoty g¢; . a teda vSetky skor vypocitané
hodnoty ¢ uz mézeme zabudnit. Takto vieme prvému vzorovému rieSeniu zlepsit pamétovid zlozitost na O(t).
Druhy pristup vie byt v praxi pre niektoré vstupy efektivnejsi vdaka tomu, zZe zatial ¢o pri iterativnom postupe
musime vzdy vypocitat vsetky hodnoty ¢, lebo nevieme, ktoré budeme neskor potrebovat, pri rekurzivnom
postupe potrebujeme zodpovedat len tie otazky, ktoré naozaj pri niektorom prejazde mézu nastat. Rozmyslite
si napr., aké volania funkcie vypocitaj mozu nastat, ked rekurzivne vzorové riesenie spustime na vstupe, v ktorom
sa vsetky s; rovné 10.

A-11-2 Jeden reverz

Existuje O(n?) moznost{, ktory tsek reverzniit. Ak prezrieme vsetky, mozeme si byt isti, Ze mame sprévne
rieSenie.

Ak budeme prezerat kazdy tsek zv14st, budeme potrebovat ¢as O(n) na kazdi kontrolu, a tak dostaneme rieSenie
s celkovou ¢asovou zlozitostou O(n?), teda kubickou od dizky vstupu.

Lepsie riesenie dostaneme, ked si uvedomime, ze je Sikovnejsie spraciivat postupne vsetky reverzy s rovnakym
stredom. Napr. reverz tseku od 8 po 20 je skoro to isté ako reverz tseku od 9 po 19, len eSte navyse vymenime
jeho konce — teda prvky na indexoch 8 a 20.

Prejdeme teda postupne cez vSetky mozné stredy tiseku. Pre kazdy z nich za¢neme od najkratsieho tiseku a
postupne zvi¢sujeme dizku a priebezne si pamétame, kolko prvkov momentélne sedi na svojich miestach.
(Moznych stredov tisekov je 2n — 1: tiseky neparnej diiky maju svoj stred na policku, zatial ¢o pre tiseky parnej
diiky sa ich stred nachddza medzi dvoma susednymi polickami.)
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Takéto riesenie ma ¢asovii zlozitost O(n?), lebo na kazdy mozny tsek pola sa raz pozrieme a ked sa tak stane,
spracujeme ho v konstantnom case.

Myslienky vedice k lepsiemu rieSeniu

Ak chceme lepsiu ako kvadraticka ¢asovi zlozitost, nemdzeme si uz dovolit pozerat sa na vsetky mozné tseky.
Budeme teda musiet nejak Sikovnejsie vybrat tseky, ktoré ma zmysel skusaf.

Zacnime tym, Ze si prvky v poli A rozdelime na dva typy: tie, ktoré momentdlne na spravnom mieste st
(,dobré“), a tie, ktoré nie si (,z16“).

Dobré prvky si moézeme len pokazit: ak reverzneme tsek, vSetky dobré prvky v fiom prestani byt dobré. (S jednou
vynimkou: ak reverzneme tsek neparnej dizky a prvok v jeho strede bol dobry, ostane dobry.)

Z1é prvky vacsinou zostanu zlé, vicsina reverzov zly prvok totiZz presunie na iné nespravne miesto.

Pozrime si konkrétny zly prvok a zamyslime sa nad tym, ako z neho spravit dobry. Majme napr. hodnotu 4 na
indexe 17. Ktoré reverzy zafunguja pre tato hodnotu? Zjavne prave tie, ktoré vymenia policko 4 s polickom 17.
A ¢o maju vsetky tieto reverzy spolocné? Zjavne majui ten isty stred: je v strede medzi polickami 4 a 17.

Pre kazdy zly prvok teda zjavne existuje prave jeden stred reverzu, pri ktorom (ak mdme reverz dostatocnej
diiky) sa z tohto zlého prvku stane dobry. Pri vSetkych ostatnych reverzoch tento prvok zarucéene ostane zly.

Spracovanie dobrych prvkov

Uvazujme pole B, v ktorom Bl[i] = 1 ak A[i] = i a B[i] = 0 inak. Ak chceme zistif, kolko dobrych prvkov
obsahuje konkrétny tsek pola A, sta¢i zistit sicet zodpovedajiceho tseku pola B.

Aby sme toto vedeli robit rychlo, predpocitame si prefixové stcty pola B (vid napr. https://www.ksp.sk/
kucharka/prefixove_sumy/). Vdaka nim potom vieme pre lubovolny reverz pola A v konStantnom ¢ase pove-
dat, kolko z pévodne dobrych prvkov ostane dobrych aj po tomto reverze.

Najdenie zaujimavych reverzov

Pre kazdy zly prvok sme si uz nasli jeho jediny spravny stred reverzu. Teraz sa na tie isté data pozrime z
opacnej strany. Zoberme si konkrétny stred reverzu. Pren sme prave zistili, ktoré zlé prvky vie zmenit na dobré.
Tieto prvky odteraz volajme nadejné. Kazdému nddejnému prvku zodpoveda nejaks minimélna dizka reverzu,
od ktorej bude upratany na spravne miesto.

Predstavme si teraz, ze mame pevny stred reverzu a postupne zvacdujeme jeho dizku. Ako sa men{ upratanost
vysledného pola? Obcas klesne a obcas stipne. Klesnit moze len vtedy, ked do reverzovaného tseku pribudne
nejaky povodne dobry prvok. A podobne stipnut méze len vtedy, ked don pribudne nejaky nddejny prvok.
Ak teda chceme najst najlepsi reverz s tymto stredom, zjavne sa sta¢i pozerat préave na tie diiky, pre ktoré do
reverzovaného tiseku prave pribudol novy nadejny prvok. Ziadna ina dizka ndm nemoéze dat lepsie rieenie.
Toto ndm dava takmer kompletny navod, ako spracovat konkrétny stred: Usporiadame si jeho nadejné prvky
podla ich minimélnej diiky reverzu, od najkratsej. V tomto poradi potom prejdeme cez vsetky tieto zauji-
mavé diiky. Pre kazda dizku vieme v konStantnom Gase povedat, kolko nadejnych prvkov da tento reverz na
spravne miesto (podla indexu, na ktorom sme v usporiadanom poli z predchadzajiiceho kroku) a taktiez v kon-
Stantnom case vieme povedat, kolko dobrych prvkov dé tento reverz zo spréavneho miesta pre¢ (pomocou skor
predpocitanych prefixovych stcétov).

Kedze kazdy zly prvok je nddejny len pre jeden stred, dokopy toto riesenie spracuje kazdy zly prvok len raz.
Celkova casova zlozitost je teda linedrna, az na jeden detail: logaritmus navySe kvoli potrebe usporaduvat
zoznamy nadejnych prvkov. Mame teda rieSenie v ¢ase O(nlogn).

Usporiadame SikovnejSie

Logaritmu sa zbavime tak, Ze si uvedomime, Ze klice, podla ktorych prvky usporadivame (t.j. minimélna dizka
reverzu, ktory ho dostane na spravne miesto) st vSetko celé ¢isla z rozsahu od 1 po n. Mézeme teda na triedenie
pouzit countsort.

Chce to ale este trochu dohliadnut na technické detaily. Nemozeme si dovolit robit pre kazdy stred zvlast jeden
countsort, lebo pri kazdom z nich by sme stravili O(n) ¢asu inicializdciou pocitadiel na nuly. Namiesto toho to
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spravime nasledovne:

Na zaciatku prejdeme celé pole A a pre tuplne kazdy zly prvok si ndjdeme jeho minimalnu dizku reverzu.
Teraz jednym countsortom usporiadame vietky z1é prvky naraz podla tejto dizky. No a ked uz ich mame takto
usporiadané, tak ich raz prejdeme a prerozdelime k jednotlivym stredom. Pri kazdom strede tak dostaneme
spravne usporiadany zoznam jeho nadejnych prvkov.

(Na toto prerozdelenie sa tiez mdzeme divat ako na druhé kolo countsortu, pri ktorom teraz vSetky zlé prvky
preusporiadame podla stradnice ich spravneho stredu reverzu, pricom v pripade rovnosti zachovame aktuilne
poradie.)

Ak mdme pre nejaky stred dva nadejné prvky s rovnakou dizkou (pri reverze si vymenia miesta a oba budd
dobré), netreba to nijak Specidlne oSetrovat. V nizsie uvedenom programe prislusni dlZku reverzu proste spracu-
jeme postupne dvakrat — raz pre kazdy prvok. Pri druhom spracovani dostaneme spravnu hodnotu upratanosti
pre tento reverz. (Pri prvom o jedno mensiu, ¢o vobec nevadi.)

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main() {
int N; cin >> N;
vector<int> A(N); for (int &a : A) cin >> a;

// predpocitame B a jeho prefixove sucty

vector<int> B(N); for (int n=0; n<N; ++n) B[n] = int( A[n] == n );
vector<int> SB(1, 0); for (int b : B) SB.push_back( SB.back()+b );
// usporiadame vsetky zle prvky podla stredu a v ramci stredu podla dlzky reverzu
vector< vector<int> > podla_dlzky (N);

for (int n=0; n<N; ++n) if (A[n] != n) podla_dlzky[ abs(A[n]-n) ].push_back(n);
vector< vector<int> > podla_stredu(2xN-1);
for (auto row : podla_dlzky) for (int x : row) podla_stredu[ x+A[x] ].push_back(x);

// prejdeme vsetkych kandidatov na najlepsie riesenie
int bestupr = SB[N], bestzac = 0, bestkon = 0;
for (int stred=0; stred<2+«N-1; ++stred) {

for (int i=0; i<int (podla_stredul[stred].size()); ++i) {
int x = podla_stredul[stred] [i];
int dlzka = abs( A[x] - x );
int zac = (stred-dlzka)/2, kon = (stred+dlzka)/2;

// prezerame usek od zac po kon
int upr = SB[N]; // tolkoto bola upratanost pred reverzom
upr += (i+1l); // tolkoto nadejnych prvkov sme reverzom zmenili na dobre
upr —-= SB[kon+l] - SB[zac]; // tolkoto dobrych prvkov sme reverzli
if (stred%2 == 0 && Alstred/2] == stred/2) ++upr; // dobry prvok v strede reverzu zostal dobry
if (upr > bestupr) {
// nasli sme nove optimum
bestupr = upr; bestzac = zac; bestkon = kon;

}
}

cout << bestzac << "_" << bestkon << endl;

A-11-3 Tazky robot skace

Kvoli lepsej citatelnosti budeme pri odhadoch casovej zlozitosti predpokladat, ze bludisko je stvorcového tvaru
rozmerov 1 X n. VSetky algoritmy vSak samozrejme funguju aj pre obdlznikové vstupy a citatel si isto Tahko
doplni presnejsie odhady, ak ich bude potrebovat.

Cesta po akciach

Ak vieme, aku akciu robot spravil ako posledni, vieme jednoznacne povedat, aké akcie moze robit teraz. Ak bol
poslednou akciou krok, mézeme kracat alebo skdkat lubovolnym smerom, ak niou ale bol skok, mézeme kracat
aj skdkat len tym istym smerom.

Kazdu akciu mézeme popisat napr. polickom, kde za¢ina a druhym polickom (v tom istom riadku alebo stipci),
kde konci. Iny, ekvivalentny popis akcie pozostava z policka kde zacina, smeru ktorym vedie a diiky pohybu.
Dokopy zjavne existuje O(n?®) moznych akcif.
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Predstavme si teraz graf, ktorého vrcholmi si vSetky mozné akcie a ktorého (orientované) hrany hovoria, ze
bezprostredne po akcii @ mdzeme spravit akciu y. Pre kazdi konkrétnu akciu existuje len O(n) moznosti ako
vyzera nasledujica: politko, kde zaéina, je pevné, zvolit si mozeme len dizku a mozno smer. Dokopy mé preto
tento graf O(n*) hréan.

Pomocou prehladavania zo Sirky moézeme v tomto grafe najst najkrat$iu cestu zacinajucu Iubovolnou akciou
vedtcou z lavého horného rohu a konciacu krokom do pravého dolného rohu. Tato najkratsia cesta grafom
zjavne priamo zodpoveda najkratsej moznej postupnosti akcii riesiacej nasu tlohu.

Méme teda prvé korektné rieSenie. Jeho ¢asovd zlozitost je O(n?).

Sikovnejsie skageme

Lepsie rieSenie za¢neme tym, ze si uvedomime, ze sa nam nikdy neoplati spravit dva skoky po sebe.

Kazdé postupnost po sebe iducich skokov musi celd viest jednym smerom a koncit krokom tym istym smerom.
V optimdalnom rieseni sa zjavne nikdy neoplati robit po sebe viac skokov, lebo vsetky po sebe idice skoky tym
istym smerom vieme jednoducho nahradit jednym velkym skokom. Napriklad namiesto dvoch po sebe iducich
skokov dizky 7 a 3 sta¢i spravit jeden skok dizky 10 a uSetrit tak akciu.

Nasa uloha je teda ekvivalentna s nasledovnou: robotovi vieme zadat Iubovolni postupnost prikazov ,sprav
krok“ (1 akcia) a ,sprav skok a za nim krok tym istym smerom* (2 akcie).

Uvazujme teraz graf, ktorého vrcholmi st prazdne policka pévodnej mapy. Z kazdého vrcholu vedu < 4 hrany
diiky 1 zodpovedajtice platnym krokom a O(n) hrén diéky 2 zodpovedajucich platnym kombinacidm skok-+krok.
Aj v tomto grafe plati, Ze najkratSia cesta (presnejsie, tentokrat priamo najkratsia cesta z policka vlavo hore na
policko vpravo dole) zodpovedd najkratsej postupnosti akcif, ktorit hladdme.

No a aj v tomto grafe vieme najkratsiu cestu najst prehladdvanim do sirky. (Bud ho upravime tak, aby vedelo
pracovat aj s hranami diiky 2, alebo si este pred spustenim prehladavania na kazdd hranu diiky 2 pridame do
stredu novy vrchol, ktory ju rozdeli na dve hrany diiky 1.)

Casova zlozitost tohto riesenia je O(n?).

Sikovnejsie spraciivame skoky

Predchédzajice riesenie eSte robi vela prace zbytoéne dvakrdt. Ak sme uz vyskusali vSetky moznosti, ako skocit
doprava z poli¢ka (4,7), a potom neskor spractivame jeho pravého suseda — policko (4,8) — prili§ nového toho
skakanim doprava uz nedosiahneme. Ako ale zabranit prezeraniu toho istého dvakrat?

Postavme si pre nasu tlohu este jeden novy graf. Tentokrat budeme mat vrcholy dvoch typov:

o Jeden vrchol pre kazdy stav ,stojim na policku (x,y)“.
« Jeden vrchol pre kazdy stav ,som vo vzduchu nad polickom (z,y) a skdc¢em smerom d*.

Stavov prvého typu je nanajvys n?, stavov druhého typu je nanajvys 4n?, dokopy teda ma nas graf O(n?)
vrcholov.

Hrany budu opéf orientované a budu viest do stavov, ktoré mézu bezprostredne nasledovat. Hrany teda budua
vyzeraf nasledovne:

e 7 kazdého stavu, v ktorom stojime, budeme mat nanajvys Styri hrany zodpovedajice krokom
a tiez styri hrany zodpovedajtce zaciatku skoku kazdym moznym smerom.

e 7 kazdého stavu, v ktorom letime vzduchom, budeme mat hranu zodpovedajicu letu o policko dale;j.

e Ak sme vo vzduchu a aj nase policko aj to bezprostredne nasledujice nasim smerom si volné, budeme
mat hranu do stavu, v ktorom stojime na tom nasledujicom policku.

Hrany zodpovedajtce tomu, Ze dalej letime vzduchom, budd mat dizku 0. Ostatné hrany budd mat dizku 1.
Lahko overime, Ze ITubovolny krok zodpoveda prechodu po hrane dizky 1 a pre Iubovolny skok-+krok prejdeme
hranami s dizkou 1, 0, 0, ..., 0, 1, a teda dokopy nejaki cestu dizky 2. Vzdialenosti medzi stavmi, v ktorych
niekde stojime, teda vzdy zodpovedaji poctu akcii, ktoré robot na prislusnii zmenu stavu potrebuje.

Z kazdého vrcholu vedie len konstantne vela hran (nanajvys 8), dokopy m4 teda nas graf nielen O(n?) vrcholov
ale aj O(n?) hran. No a najkratsiu cestu nfm opit vieme néjst prehladdvanim do $irky. Tentokrat ho len
potrebujeme upravit tak, aby vedelo pracovat aj s hranami dIéky 0.
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0-1 prehladavanie do Sirky

V klasickom prehladavani do sirky graf postupne spractivame akoby po vrstvach: najskor zaciatok, potom vrcholy
vo vzdialenosti 1, potom tie vo vzdialenosti 2, a tak dalej. Na to pouzivame frontu, v ktorej ¢akaji vrcholy na
spracovanie. V kazdom okamihu plati, ze frontu vieme rozdelit na dve (mozno prazdne) Casti. V prvej si este
nespracované vrcholy z aktualne spractvanej vrstvy. Nech d je vzdialenost, ktori maju vsetky tieto vrcholy
od startu. V druhej ¢asti fronty potom na spracovanie ¢akaju uz objavené vrcholy z nasledujtcej vrstvy. Tieto
maju vsetky od Startu vzdialenost d + 1.

Ak mame v grafe aj hrany dizky 0 a nejakou takouto hranou objavime novy vrchol v, vieme, Ze mé rovnaki
vzdialenost d ako ten vrchol, ktory prave spracivame, a teda patri este do aktudlnej vrstvy. Ako zabezpecit,
aby sme v spracovali eSte s ostatnymi vrcholmi v aktudlnej vrstve? Lahko: staci, ked ho zaradime na zaciatok
fronty, nie na jej koniec.

Detaily implementacie: Niektoré implementécie fronty sice nepodporuji vkladanie na zac¢iatku (len vyber na
zaciatku a vkladanie na konci), ale existuje viacero vSeobecnejsich ddtovych struktir, ktoré tito moznost maja.
D4 sa napr. vhodne pouzit spadjany zoznam, ale aj v poli vieme Sikovne implementovat tzv. obojsmerni frontu
(deque), pri ktorej vieme na oboch koncoch aj vkladat aj vyberat prvky. Detailny popis deque néjdete napr. vo
vzorovych rieSeniach tlohy OI39-B-I-2.

Vo vseobecnosti sa nam pri ,,0-1 prehladavani do sirky“ moze stat, ze konkrétny vrchol v zaradime do fronty na
spracovanie az dvakrat. Toto nastane vtedy, ak ho pocCas spractvania vrstvy vo vzdialenosti d najskor objavime
hranou dlzky 1, takze mu ddme vzdialenost d + 1 a zaradime ho na koniec fronty, ale ndsledne doii neskor
prideme z tej istej vrstvy aj hranou diiky 0. Vtedy mu jednoducho znizime vzdialenost na d a zaradime ho aj
na zaciatok fronty. Nic¢ zlé sa nestane, ked ho neskor postupne spracujeme dvakrat — druhé spracovanie uz nic¢
nové neobjavi a asymptotickil ¢asovii zlozitost ndm to nepokazi. (Druhou moznostou je pamétat si explicitne o
kazdom vrchole, ¢i uz bol spracovany, a kazdy vrchol explicitne spracovat len raz.)

Toto rieSenie m4 optimalnu ¢asovii zlozitost O(n?), resp. O(rs) pre obdlznikové vstupy.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

typedef vector<int> poleld;
typedef vector<poleld> pole2d;
typedef vector<pole2d> pole3d;
struct stav { int r, s, d; };

// smer 0 oznacuje ze stojime, smery 1-4 su svetove strany
const int DR[] = {0, -1, 0, 1, 0};
const int DS[] {0, 0, 1, 0, -1};

pole3d vzdialenost;
deque<stav> fronta;

void zarad_do_fronty (int stara_vzd, int hrana, int nr, int ns, int nd) {

int nova_vzd = stara_vzd + hrana;
if (vzdialenost[nr][ns][nd] <= nova_vzd) return; // nic nove sme nenasli
vzdialenost [nr] [ns] [nd] = nova_vzd;
if (hrana == 0) fronta.push_front( {nr,ns,nd} ); else fronta.push_back( {nr,ns,nd} );
}
int main() {
int R, S;

cin >> R >> S;
vector<string> plan(R);
for (int r=0; r<R; ++r) cin >> plan|r];

vzdialenost.resize (R, pole2d(S, poleld(5, 987654321)));
vzdialenost [0] [0] [0] = O;
fronta.push_back( {0,0,0} );
while (!fronta.empty()) {
stav akt = fronta.front();
fronta.pop_front ();
int akt_vzd = vzdialenost|[ akt.r ][ akt.s ][ akt.d ];
if (akt.d == 0) {
// sme na zemi, mozeme spravit krok alebo zacat skok do lubovolnej svetovej strany
for (int nd=1; nd<=4; ++nd) {
int nr = akt.r + DR[nd], ns = akt.s + DS[nd];
if (!(0 <= nr && nr < R && 0 <= ns && ns < S)) continue; // vysli sme mimo mapy
if (plan[nr][ns] == ’.’) zarad_do_fronty(akt_vzd, 1, nr, ns, 0); // ak je volno, mozeme krok
zarad_do_fronty (akt_vzd, 1, nr, ns, nd); // vzdy mozeme zacat skok
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} else {
// sme vo vzduchu, mozeme letiet dalej alebo pristavat
int nr = akt.r + DR[akt.d], ns = akt.s + DS[akt.d];
if (0 <= nr && nr < R & 0 <= ns && ns < S) { // ak nejdeme vyletiet mimo mapy
zarad_do_fronty (akt_vzd, 0, nr, ns, akt.d); // vzdy mozeme letiet dalej
// a ak je pod aj pred nami volno, mozeme aj pristat
if (plan[akt.r][akt.s] == .’ && plan[nr][ns] == ’.’) zarad_do_fronty(akt_vzd, 1, nr, ns, 0);

}
}
int odpoved = vzdialenost[R-1][S-1]1[0];
cout << (odpoved == 987654321 ? -1 : odpoved) << endl;

A-11-4 O Vekslakbotovi a Pokladnicke

Podiloha A (2 body): prefarbi na maximum

Prva instrukcia zoberie tri Zetény navzajom roznych farieb (Cerveny, zeleny a modry) a nahradi ich troma
bielymi. Ked sa uz tato instrukcia nedd pouzit, vieme, Ze ndm ostali prave dve farby (lebo pocty Zeténov na
zaciatku boli rozne).

Dalej si teda priddme instrukcie ,prefarbujtce® Iubovolné dva rézne Zetény na biele. V kazdej situacii sa bude
dat opakovane pouzit prave jedna z tychto instrukcii.

Ked sa uz to nevieme spravit, vieme, ze nam ostala prave jedna farba: té, ktorej bolo na zaciatku najviac. Na
ta prefarbime vsetky biele zetény.

Listing programu
cervena, zelena, modra -> 3 biela

cervena, zelena -> 2 biela
cervena, modra —-> 2 biela
zelena, modra —-> 2 biela

cervena, biela -> 2 cervena

zelena, biela —-> 2 zelena

modra, biela -> 2 modra

Dodame este, Ze je zjavné, ze v situacii, kde su vSetky Zetény tej istej farby, uz ziadnu instrukciu tohto programu
nevieme pouzif, a teda program zastane.

Podiloha B (3 body): prefarbi na minimum

Rovnako ako v podilohe A za¢neme tym, ze kym mame vsetky tri farby, zoberieme po jednom zZeténe z kazdej
a nahradime ich troma bielymi.

Akondhle ndm ostani len dve farby, vieme, ktorej bolo najmenej — tej, ktorti uz nemame. Ak ndm napr. este
ostali Cervené a zelené zetény, vieme, ze na konci chceme mat vsSetko modré. Pridame si preto pre modri
instrukciu ,,cervend, zelend — 2 tmavomodré“ a analogické dve pre ostatné farby.

Akonéhle mame nejaké tmavé zetony, mozeme vsetko ostatné prefarbit na prislusnd tmava farbu. A akondhle
mame vsetky Zetény jednej tmavej farby, mézeme ju prefarbit na pévodnu svetla a skoncit.

Listing programu
cervena, zelena, modra -> 3 biela

zelena, modra -> 2 tmavocervena
cervena, modra -> 2 tmavozelena
cervena, zelena -> 2 tmavomodra

tmavocervena, zelena -> 2 tmavocervena
tmavocervena, modra —-> 2 tmavocervena
tmavocervena, biela -> 2 tmavocervena

tmavozelena, modra -> 2 tmavozelena
tmavozelena, cervena -> 2 tmavozelena
tmavozelena, biela -> 2 tmavozelena
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tmavomodra, zelena -> 2 tmavomodra
tmavomodra, cervena —-> 2 tmavomodra
tmavomodra, biela -> 2 tmavomodra

tmavocervena -> cervena
tmavozelena —-> zelena
tmavomodra —-> modra

Podiloha C (5 bodov): mocnina troch

Vyrobime si jeden modry Zetén, éize 3° modrych Zeténov. Potom postupne c-krat strojndsobime pocéet modrych
zetonov. Presnejsie, v kazdej iterdcii tohto cyklu odstranime jeden cerveny zetén, potom zmenime kazdy modry
na tri fialové a potom kazdy fialovy naspéat na modry.

Ked sa ndm Cervené zetény mind, vieme, ze mame 3¢ modrych zetéonov. Na zaver uz len tie premenime na
cervené a skoncime.

Ako vieme ale zabezpedit, aby sa ndm nepomiesalo, ktoré instrukcie kedy pouzit? Obzvlast nie vtedy, ked na
konci opéat vzniknil cervené zetony?

Na to pouzijeme Zetény réznych dalsich farieb, ktoré budu predstavovat rozne fazy, v ktorych sa prave nas
program nachadza. Do programu priddme obmedzenie hovoriace, ze zo vsetkych tychto farieb dokopy nikdy
nesmie naraz existovat viac ako jeden zeton.

Listing programu
OBMEDZENIE: kontroluj + nasob + upratuj + skonci <= 1
-> kontroluj, modra

kontroluj, cervena -> nasob
kontroluj -> skonci

nasob, modra -> nasob, 3 fialova
nasob -> upratuj

upratuj, fialova -> upratuj, modra
upratuj -> kontroluj

skonci, modra -> skonci, cervena
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