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A-1-1 Potrubna posta

Zacnime tym, Ze sa najskor zamyslime nad okrajovymi pripadmi.

Ak k = 0, nemame Ziadne koncovky a teda nevieme ni¢ prepojit. Uloha teda nema4 riesenie. Jedinou vymnimkou
je situacia, kedy n = 1: jedina existujica kancelaria je sama so sebou prepojend aj bez potrubi.

Podobne sme na tom pre k = 1. Pre n = 1 netreba robif ni¢. Pre n = 2 mame dve kancelarie a v kazdej jednu
koncovku. Ak sme na vstupe dostali potrubie medzi nimi, uz sme hotovi, ak nie, toto potrubie postavime. Pre
n > 2 riesenie opéat neexistuje: akondhle si Tubovolné dve kancelarie prepojené potrubim, k ani jednej z nich uz
nevieme pripojit ziadnu inu.

Tym sme s okrajovymi pripadmi skoncili. Ukdzeme si totiz, ze pre k > 2 rieSenie vzdy existuje a pre vsetky
tieto vstupy ho vieme zostrojit tym istym postupom.

Komponenty suvislosti

Na vstupe mame neorientovany graf: kancelarie st jeho vrcholy, uz existujice potrubia si hrany. Tento graf si
mozeme rozdelit na komponenty suvislosti — teda skupiny kancelarii, ktoré uz spolu vedia komunikovat.

V zadani sme dostali zaruku, Ze ziadne z potrubi na vstupe nie je zbyto¢né. Z tejto podmienky si vieme odvodit,
7e v nasom grafe nemoézu byt ziadne cykly. Totiz ak by sme vedeli nejakou postupnostou réznych potrubi poslat
spravu tak, aby skoncila tam, kde zacinala, znamenalo by to, Ze hociktoré jedno z tychto potrubi mézeme
odstranit. (Nech wv je jedno z tychto potrubi. Ak uv odstranime, nezmeni sa nijak, ktoré kanceldrie vedia
komunikovat, lebo medzi u a v este stéle vieme posielat spravy cez zvysok cyklu.)

Komponenty suvislosti nasho grafu su teda stromy — suvislé acyklické grafy.

Kazdy strom s x vrcholmi m4 presne x — 1 hran. Totiz ked postupne mazeme hrany stromu, zmazanie kazdej
rozpoji jednu cast na dve, a teda o jedno zvysi pocet komponentov. Aby sme dostali zo stuvislého stromu x
izolovanych vrcholov, musime teda postupne zmazat x — 1 hran.

Kazd4 hrana m4 dva konce, preto plati, Ze kazdy strom s 2 vrcholmi m4 sicet stuptiov vrcholov presne 2(x—1) =
2z — 2. Z toho vidime, Ze v strome nem6zu mat vsetky vrcholy velky stupen. Presnejsie, vieme dokazat, ze kazdy
strom s « > 1 vrcholmi ma aspon dva listy — vrcholy stupna 1.

Dékaz: V strome s viac ako jednym vrcholom mé kazdy vrchol stuper asponi 1 (lebo Ziaden vrchol nie je
izolovany). Ak by sme mali nanajvys jeden vrchol stupna 1 a teda aspon z — 1 vrcholov, ktoré maja vsetky
stupen aspon 2, mali by sme sticet stupniov vrcholov aspon 2x — 1, ¢o uz je privela.

Vzorové rieSenie

Uz mame vsetko pripravené na to, aby sme vyriesili nasu tlohu pre k > 2 terminaly v kazdej miestnosti.

Graf zo vstupu rozdelime na komponenty stvislosti a tieto oc¢islujeme od 1 po s. Toto vieme spravif v linedrnom
¢ase! napr. prehladdvanim do hibky alebo do &irky, alebo v skoro linedrnom ¢ase algoritmom union-find.

V kazdom komponente si vyberieme dva konkrétne vrcholy stupna 1, tie nazveme termindl A a terminal B.
Specidlnym pripadom budi komponenty tvorené jedinym izolovanym vrcholom. Ten bude aj termindlom A aj
terminalom B svojho komponentu.

Nové potrubia teraz priddme nasledovne: pre kazdé i (od 1 po s — 1) spojime potrubim termindl B komponentu
i s termindlom A komponentu ¢ + 1.

Je zjavné, ze takto spojime vSetky komponenty do jednej ,retaze®, a teda na konci dostaneme suvisli siet
potrubi obsahujicu vsetky kancelarie. Tiez je zjavné, Ze nikdy neprekro¢ime limit na pocet koncoviek — z kazdej
miestnosti, ktora dostala nejaké nové potrubie, na konci vedd nanajvys dve potrubia, ¢o je urcite v limite, kedze
riesime pripad s k > 2.

Listing programu (Python)

IKedze graf na vstupe m4 zarucene menej hran ako vrcholov, ¢as linedrny od velkosti celého grafu je to isté, ako ¢as linedrny
od poctu jeho vrcholov, teda O(n).
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from random import randint

N, K, M= [ int(_) for _ in input().split() 1]
G = [ [] for n in range (N)
stupen = [ 0 for n in range(N) ]
for m in range (M) :
x, v = [ int(_) for _ in input().split() ]

G[x] .append (y)
Gyl .append (x)
stupen([x] += 1
stupen(y] += 1

if K == 0:
if N ==
print (0)
else:
print (-1)
exit ()

if K == 1:
if N ==
print (0)
elif N == 2:
if M == 0:
print (1)
print (0, 1)
else:
print (0)
else:
print (-1)
exit ()

F=0
farba = [ None for n in range(N) ]
for n in range (N):
if farba[n] is None:
farbaln] = F
todo = [n]
while len(todo) >
x = todo.pop ()
for y in G[x]
if farbal[y] is None:
farbaly] = F
todo.append (y)

0:

Fo+= 1
komponenty = [ [] for f in range(F) ]
for n in range(N):

komponenty[ farbal[n] ].append(n)
print (F-1)

for £ in range(F-1):
for x in komponenty[f]:
if stupen([x] <= 1: break
for y in komponenty[f+1]:
if stupenly] <= 1: break
print (x, y)
stupen(y] += 1

A-1-2  Farebny plot

Najdime si farbu, ktord ma momentédlne na plote najviac vyskytov, a spocitajme, kolko ich je. Ak ich je v,
znamena to, ze mame w = n — v blokov inej farby. Ak d < n — v, mame primdlo dni na to, aby sme natreli cely
plot jednou farbou, a teda budeme chciet vyrobit ¢o najdlhsi jednofarebny tisek niekde na plote. Ak d > n — v,
budeme chcief mat cely plot jednej farby (a skoro vzdy to aj budeme vediet dosiahnut).

Ak mame dost Casu

Jediny zly pripad je situdcia kedy n > 1 (mdme aspon dva bloky), v = n (cely plot uz je jednej farby) a d =1
(je presne jeden den, kedy musime nieco prefarbit).

V tejto situdcii si musime plot pokazit. Optimélne je samozrejme pokazit ho ¢o najmenej: prefarbime blok na
jednom z koncov, ¢im este stale dostaneme suvisly jednofarebny tsek tvoreny zvySnymi n — 1 blokmi.

(Vo vyssie uvedenom rozbore je dolezité nezabudnit na n > 1. Ak totiz mame len jeden blok, tak po jeho
prefarbeni nebude mat najdlhsi jednofarebny tsek dizku n — 1 = 0. Prefarbeny blok totiz bude novym tsekom
dizky 1, len v inej farbe.)
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Vo vsetkych ostatnych pripadoch s d > n — v vieme dosiahnut, aby bol cely plot jednej farby.

Ak mame jednofarebny plot a d > 1, vyberieme si jeden blok a ten postupne d-kréat prefarbime — napr. zakazdym
na novu farbu, len v posledny den spat na povodna.

Ak mame w > 0 blokov zlej farby, pozrieme sa, kolko dni méme.

Ak d = w, tak je to jednoduché: postupne prefarbime vsetky zlé bloky na dobré.

Ak je d vacsie, tak predtym budeme d — w dni robit zbytoénu précu, ktora nam ale nepokazi riesenie. Vyberieme
si jeden konkrétny blok zlej farby a ten v kazdy z prvych d — w dni prefarbime — zakazdym na novi zla farbu.

Ak mame malo casu

Tu si v prvom rade treba rozmysliet, Ze farba, ktorej je momentalne na plote najviac, nemusi byt farbou,
ktoru bude na konci mat najdlhsi suvisly tsek. Jednoduchy protipriklad pre d = 0 je plot 1,1,2,2,2,1,1. Vo
vSeobecnosti plati, Ze menej vyskytov, ktoré si ale blizsie pri sebe, ndm moze daf lepsie riesenie.

Ak mame maélo Casu (t.j., nemdme ho dost na nafarbenie celého plota), je pomerne zjavné, Ze v optimdlnom
rieSeni budeme vo vSetky dni pouzivat ta ista farbu: t1d, ktortt bude mat na konci sivisly tsek, ktory vyrabame.
(Ak by sme mali Iubovolny postup, v ktorom niektoré dni pouzivame aj ind farbu, tak by sme vedeli dostat
lepsie riesenie tak, ze vsetky tie dni vynechame, ostatné vykoname a nasledne este prediiime asek, ktory sme
po nich dostali.)

O danom suvislom tseku tvorenom ¢ blokmi plota budeme hovorit, ze ho stithame prefarbit, ak plati, ze niektorej
farby je na nom aspon £ — d.

Optimalne riesenie zjavne dostaneme tak, ze najdeme a nasledne prefarbime najdlhsi dsek, ktory stihame pre-
farbit.

Vlastnost, ¢i stthame nejaky tsek plota prefarbit, je monoténna: ak ju ma nejaky tsek, maji ju zjavne aj vsetky
jeho podiseky. Toto pozorovanie nam pomoze efektivne najst najdlhsi takyto usek.

Pomalsie riesenie

Ak by sme poznali farbu f, ktori ma mat vysledny tsek, vedeli by sme nasu tlohu vyriesit v linedrnom case.
Predstavme si namiesto pévodného plota nové pole, v ktorom mame 1 pre tseky nespravnej farby a 0 pre useky
spravnej farby. V takomto poli plati, ze stcet kazdého tseku zodpoveda poctu dni, ktoré potrebujeme na jeho
prefarbenie na spravnu farbu. Hladdme teda najdlhsi tsek so st¢tom (nanajvys) d.

Spravime to tak, ze postupne pre kazdy mozny zaciatok tiseku, ktory stthame prefarbit, ndjdeme jeho najvzdia-
lenejsi mozny koniec.

Toto vieme spravit napriklad tak, ze si k tomuto novému polu predpocitame jeho prefixové siicty. Pomocou nich
potom vieme urcif sicet Tubovolného tseku v konstantnom case a pomocou toho vieme pre kazdy konkrétny
zaciatok néjst jeho najvzdialenej$i mozny koniec bindrnym vyhladdvanim v case O(logn). KedZe moznych
zaciatkov je m, tento algoritmus ndjde najlepsie rieSenie pre konkrétnu farbu v ¢ase O(nlogn).

Existuje aj eSte lepSie riesenie pomocou techniky dvoch pointrov. Klicové je uvedomit si, ze ak pre nejaky
zaciatok z pozname jeho optimalny koniec k, tak pre zaciatok z + 1 musi byt optimalny koniec aspon k — totiz
usek od z + 1 po k urcite ofarbif vieme, ked sme vedeli ofarbif cely tsek od z po k. Mo6zeme teda postupovat
tak, ze v cykle postupne vyskusame vSetky z od 1 po n a pre kazdé z nich postupne zviacsujeme k, az kym
nendjdeme to optimélne. Toto rieSenie mé casovi zlozitost O(n), kedze dokopy za cely jeho beh premennt k
Samozrejme, toto rieSenie este nie je kompletné, lebo optimalnu farbu nepozname. M6zeme ale postupne vysku-
sat kazda z O(n) farieb, ktoré sa na zafiatku vyskytuji na plote, a vybrat najlepsie spomedzi vSetkych tychto
rieSeni. Takto dostavame korektné riesenie s ¢asovou zlozitostou O(n?) alebo O(n?logn), podla toho, ktorou
technikou riesime jednotlivé farby.

V/zorové rieSenie

Vyssie popisané riesenie vieme zefektivnit. Stale budeme pouzivat techniku dvoch pointrov, tentokrat to ale
spravime pre vsetky farby naraz.
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Aby sme to vedeli robit, budeme si musiet pamétat trochu viac informéacii o prave spracivanom tuseku pola.
Menovite si budeme pamétat nasledovné udaje:

o Pre kazdu farbu f si budeme pamitat jej podet vyskytov v[f] v aktudlnom tseku.

o Aby sme vedeli, ¢i aktudlny tsek este vieme ofarbit, potrebujeme poznat okrem jeho diiky este aj maximum
z hodnét v[f]. Toto si budeme preto udrziavat v pomocnej premennej. (Jemu zodpovedajiica farba f je
td, ktord ma v aktudlnom udseku najviac vyskytov, a teda ta, na ktort by sme ho za najmenej dni vedeli
prefarbit.)

e Aby sme vedeli premennt z predchadzajiceho bodu efektivne prepocitavat, budeme potrebovat vediet,
kedy sa zmenila. Toto zistime tak, Ze si budeme pamétat histogram hodnot v[f]: pre kazdi hodnotu x vo
v si budeme pamétat h|x] = kolkokrat sa tdto hodnota nachddza v aktudlnom wv.

Napriklad h[7] = 3 znamend, Ze existuju préve tri rozne farby fi1, fa2, f3 ktoré maji v aktudlnom tdseku
po sedem vyskytov.

Ked aktudlny tsek o policko predizime, spravime nasledovné operacie:
e Zvysime o 1 pocet vyskytov farby f, ktord prave pribudla.
o Upravime histogram: napr. ak mala farba f doteraz 6 vyskytov a uz mé 7, zmensime h[6] a zviacsime h[7].
o Ak pocet vyskytov aktualnej farby prave prekrocil aktudlne maximum poctu vyskytov, upravime aj to.

Skratenie tseku o policko vyzera skoro rovnako, s jedinym rozdielom: ak sme zmensili pocet vyskytov farby,
ktora mala aktualne maximum poctu vyskytov, pozrieme sa na histogram, aby sme vedeli, ¢i zmensit aktualne
maximum, alebo ostéva rovnaké (kedZe este existuji iné farby s tym poc¢tom vyskytov).

Podobne ako pri rieseni s jednou farbou, aj tu celé rieSenie dokopy bezi v linedrnom ¢ase — operacie, ktoré sme
pridali navySe, robime len O(n)-krét a kazdu vieme vykonat v konStantnom case.

(S jednou drobnou vynimkou: v poslednej sade mézu byt ¢isla farieb velké, takze nemézeme na v pouzit obyéajné
pole ale nejakt implementaciu asociativneho pola — napr. vyvazovanym bindrnym stromom alebo hesovacou
tabulkou. Casova zlozitost potom bude o chlp horsia od lineérnej, jej presna podoba bude zavisiet od zvoleného
rieSenia implementécie v.)

Listing programu (Python)

from collections import defaultdict

def nova_farba (farba, zakazana = None) :
# vrati farbu inu od tej povodnej a pripadnej zakazanej
# bezi v konstantnom case, cyklus spravi max 2 iteracie
while True:
farba = (farba + 1) % 10%%x9
if farba != zakazana: return farba

# nacitame vstup

typ = int ( input () )
N, dni = [ int(_) for _ in input().split() ]
plot = [ int(_) for in input () .split () ]

# osetrime pripad N = 1: len dokola prefarbujeme

if N == 1:
print( 1)
for d in range(dni):
plot[0] = nova_farba( plot[0] )
print ( 0, plot[0] )
exit ()

# zistime najvacsi pocet usekov jednej farby

pocet = defaultdict (int)

for farba in plot: pocet[farba] += 1

najviac = max( pocet.values() )

najcastejsia = next ( farba for farba in pocet if pocet[farba] == najviac )
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# osetrime pripad, kedy si treba pokazit jednofarebny plot

if najviac == N and dni ==
print ( N-1 )
print ( 0, nova_farba( plot[0] ) )
exit ()

# osetrime pripad, kedy si pokazime a opravime jednofarebny plot

if najviac == N:

print ( N )

for 1 in range(dni-1):
plot[0] = nova_farba( plot[0], najcastejsia
print ( 0, plot([0] )

if dni > 0:
print ( 0, najcastejsia

exit ()

# osetrime vsetky ostatne pripady, kedy mame dost dni na ofarbenie celeho plota

if dni >= N - najviac:
print ( N )
ina = next( i for i in range(N) if plot[i] != najcastejsia
# ak treba, nadbytocne dni minieme zbytocnou pracou
while dni > N - najviac:
dni -= 1
plot[ina] = nova_farba( plot[inal, najcastejsia )
print ( ina, plot[ina] )
# a teraz vsetko natrieme spravne
for 1 in range(N):
if plot[i] != najcastejsia:
print ( i, najcastejsia
exit ()

# a teraz nam uz ostava len pripad, ze nemame dost dni na cely plot
# a teda sa snazime najst najdlhsi usek ktory este vieme zmenit na jednofarebny

max_od, max_do = 0, 0

# pre kazdu farbu si pamatame, kolkokrat je v aktualnom useku
histogram = defaultdict (int)
for farba in plot: histogram[farba] = 0

# pre kazdy pocet si pamatame, kolko farieb ho momentalne ma
aggregate = defaultdict (int)
aggregate[0] = len(histogram)

od, do, max_pocet = 0, 0, O

while True:
if do - od - max_pocet <= dni:
# aktualny usek je dobry
# pozrieme, ci nemame rekord
if do - od > max_do - max_od: max_od, max_do = od, do
# skusime ho predlzit o prvok plot[do]
if do == N: break

aggregate[ histogram[ plot[do] ] ] -=1
histogram[ plot[do] ] += 1
aggregate[ histogram[ plot[do] ] ] += 1
max_pocet = max( max_pocet, histogram[ plot[do] ] )
do += 1

else:
# aktualny usek je zly, skratime ho o plot[od]
aggregate[ histogram[ plot[od] ] ] -=1
histogram[ plot[od] ] -=1
aggregate[ histogram[ plot[od] ] ] +=1
if aggregate[max_pocet] == 0: max_pocet -=1
od += 1

# uz vieme, ktory je najlepsi usek, a treba ho len prefarbit
print ( max_do - max_od )

pocet = defaultdict (int)

for farba in plot[max_od:max_do]: pocet[farba] += 1

najviac = max( pocet.values() )

najcastejsia = next ( farba for farba in pocet if pocet[farba] == najviac )

for 1 in range (max_od, max_do) :
if plot[i] != najcastejsia:
print ( i, najcastejsia
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A-1-3 Policajti a zlodej

Ukazeme si najskor pomalé riesenie, ktoré je ale vSeobecnejsie a da sa pouzit pre vela roznych hier, a potom
efektivne rieSenie fungujice len pre tito konkrétnu hru.

Vseobecnejsia technika rieSenia takychto hier

Predstavme si teraz, Ze na zaciatku maja vSetky pozicie hry bielu farbu. (Pozicia zahfnia polohy vSetkych figirok
a informédciu, kto je prave na tahu.)

Pozicie teraz budeme chciet vSetky ofarbit: tie, v ktorych mé vyhravajicu stratégiu Peter, by mali skon¢it modré
a tie ostatné, v ktorych mé vyhravajicu stratégiu Zuzka, Cervené.

Na zaciatku vieme modrou ofarbit pozicie, kde Peter prave vyhral — teda na tahu je Zuzka a niektory policajt
je na tom istom policku ako zlodej.

Nésledne si mézeme vybrat Iubovolnii bielu poziciu a spravit pre nu nasledujicu tvahu. Pozrime sa, kto je
na tahu. Ak je to Peter, vyskasajme vSetky moznosti, ako méze spravit prvy tah. Ak hociktord z nich vedie
do porzicie, ktord je uz modra (t.j. vieme, Ze z nej vie Peter vyhrat), aj tito poziciu mozeme ofarbit modrou.
Navyse si vieme zapaméatat aj ti moznost prvého tahu, ktord nas doviedla do modrej pozicie — toto je zaciatok
optimalnej stratégie pre Petra v tejto pozicii.

Ak je na tahu Zuzka, tiez vyskasame vSetky moznosti, ako vie spravit ona svoj prvy tah. Tentokrat vsak bude
nasa uvaha trochu ina: ak wsetky mozné Zuzkine tahy vedi do modrych pozicii, aj aktualnu poziciu moézeme
ofarbit na modro. Slovne: bez ohladu na to, ktory tah si Zuzka vyberie, musi vyrobit poziciu, o ktorej uz vieme,
ze v nej ma Peter vyhravajicu stratégiu. V takejto situdcii Zuzka teda nevie zabranit Petrovej vyhre.

Vyssie popisané iivahy nam davaju induktivnu definiciu modrych pozicii. Implementovat ju vieme velmi pria-
mociarou hrubou silou. Ofarbovanie budeme robit v koladch. V kazdom kole prejdeme v cykle cez vSetky mozné
pozicie a pre kazdu, ktord je este biela, pouZijeme vysSie popisané pravidla a zistime, ¢i ju uz neofarbit na
modro.

Tento proces zjavne musi ¢asom skonvergovat — skor alebo neskér nastane kolo, v ktorom uz ziadnu nova poziciu
neofarbime. Vtedy pochopitelne cely proces skonc¢ime.

Zvysok ofarbovania uz bude priamociary: vsetky pozicie, ktoré ostali biele, ofarbime na cerveno.

Tvrdime teda, ze vo vSetkych tychto pozicidch uz mé vyhravajicu stratégiu Zuzka. Preco toto mézeme urobit?
Ak je v takejto pozicii na tahu Peter, ziadny jeho tah nevedie do modrej pozicie (lebo by sme tuto ofarbili), a
teda vsetky jeho mozné tahy teraz veda do ¢ervenych pozicii. A ak je v takejto pozicii na tahu Zuzka, existuje
aspon jeden tah, ktory nevedie do modrej, a teda vedie do Cervenej pozicie — a toto je tah, ktory ma v danej
situacii zahrat. Zuzka takto vie zabezpecit, ze ak je zaciatocna pozicia ¢ervend, tak vsetky pozicie pocas celej
hry budt cervené, a teda policajti nikdy nechytia zlodeja.

Toto riesenie ma polynomialnu ¢asovi zlozitost. Ak ma hraci pldn oba rozmery nanajvys rovné n, tak existuje
O(n?) moznosti, ako umiestnit jednu figirku, a teda O(n®) pozicii v nasej hre. Pri ofarbovani vieme kazdi
poziciu skontrolovat v konstantnom ¢ase (moznosti pre prvy tah kazdého hraca je len konstantne vela), jedno
kolo ofarbovania teda prebehne v O(n®).

No a kedze v kazdom kole okrem posledného aspon jednu poziciu prefarbime z bielej na modri, kol je nanajvys
rddovo tolko ako pozicii. Dokopy teda dostdvame volny horny odhad ¢asovej zloZitosti O(n'?).

(Tento odhad je volny preto, Ze v skutoc¢nosti kol ofarbovania bude rddovo menej a vo vicésine z nich ofarbime vela
novych pozicii na modro. Tesnejsi odhad by vSak bol vyrazne komplikovanejsi a na ni¢ ho vlastne nepotrebujeme,
takze si ho odpustime.)

Vzorové rieSenie

Ukazeme si teraz, ze v tejto konkrétnej hre Peter dokonca vzdy vie vyhrat: iplne vsetky pozicie skonc¢ia modré.
Néjdeme pre neho navyse jednoduchi vyhravajicu stratégiu, pre ktorti nebudeme ani len potrebovat prechidzat
cez vSetky pozicie.

Petrova stratégia bude pozostavat z dvoch faz. Prva fazu za¢neme tym, Ze policatom v duchu ddme dve rézne
¢iapky s pismenami R a S: bude z nich teda riadkovy a stlpcovy policajt.
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V tejto faze bude nasim ciefom spravit tah, po ktorom bude riadkovy policajt v tom istom riadku ako zlodej a
stfpcovy policajt v tom istom stipci ako zlodej.

Stratégia, ako toto dosiahnut, je priamociara: V kazdom fahu sa pozrieme, ¢i je riadkovy policajt v spravnom
riadku, a ak nie, posunieme ho do riadku blizsicho k zlodejovi. Nésledne spravime to isté pre stipce.

Na hracom pldane ktorého ani jeden rozmer neprekracuje n tato faza skonci do n krokov. Dokaz: Bez ujmy na
vSeobecnosti nech riadkovy policajt za¢ina vo vySsom riadku ako zlodej. Potom kym tento policajt prvykrat
nedosiahne zlodejov riadok, bude sa v kazdom kole hybat len dodola. Po menej ako n takychto krokoch by
dosiahol spodny okraj a v najhorsom pripade prave vtedy prisiel do zlodejovho riadku.

(Akondhle uz jeden policajt dosiahol svoj ciel a druhy este nie, prvy policajt bude v kazdom kole kopirovat
pohyb zlodeja, takze aj po kazdom dalSom tahu bude tento policajt na tej istej jednej stiradnici ako zlodej.)

Akonéhle sme spravili tah, v ktorom riadkovy aj stipcovy policajt obsadili svoj riadok a stipec, za¢ina druh4
faza. V tejto sa riadkovy policajt chce hybat po svojom riadku smerom k zlodejovi a zaroveti stipcovy policajt
chce spravit to isté vo svojom stipci.

Presnejsie budeme v druhej faze postupovat nasledovne: Ak zlodej ostane stat na mieste, obaja policajti sa
posuni smerom k nemu. Ak sa zlodej pohne do iného riadku, riadkovy policajt sa tiez pohne do toho istého

riadku (v ktorom ostdva rovnako daleko od zlodeja), zatial ¢o Stlpcovy policajt sa pohne vo svojom stlpm smerom
ku zlodejovi. Pohyb zlodeja do iného stlpca vyriesime analogicky.

Tato druhd faza zarucene vzdy skond¢i (tym, Ze policajt chyt{ zlodeja) a bude trvat menej ako 2n tahov.
Argument je v podstate rovnaky ako v prvej faze. Opat mame vlastne dve samostatné jednorozmerné situicie —
v prvej faze sa policajt R snazil dostat do zlodejovho riadku a policajt S do jeho stfpca, v druhej faze sa policajt
R snazi dostat do zlodejovho stipca a policajt S do jeho riadku. Rozdiel je este v tom, Ze v prvej faze sme vedeli
vzdy pohniuf oboma policajtmi zelanym smerom, v druhej faze sa ndAm moze stat, ze jeden policajt ,ostane na
mieste® (ked sa pozerdme len na ti jeho siradnicu, ktord nds teraz zaujima) a iba druhy sa pohne.
Formaélnejsie by sa tento dokaz dal sformulovat napr. nasledovne: Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme,
Ze na zaciatku fazy je riadkovy policajt nalavo a Stfpcovy policajt hore od zlodeja. Potom po kazdom fahu
Petra toto bude opéat platit (az kym zlodeja nechyti) — zlodej nevie prejst okolo policajta a dostat sa na jeho
druht stranu. A navySe si v§imnime sti¢et dvoch hodnot: vzdialenost prvého policajta od pravého okraja plus
vzdialenost druhého policajta od dolného okraja. V kazdom tahu sa tento sti¢et zmensi (aspori o 1, moZno o 2).
A kedZe tento stucet nemdze byt nikdy zaporny, hra musi ¢asom skoncit — to sa ale stane len chytenim zlodeja.

RieSenie, ktoré sme si prave popisali, mé Casovi zlozitost (na odohranie celej hry) linedrnu od dlhsieho roz-
meru hracieho planu — radovo tolko tahov v najhorSom pripade odohrame, pricom kazdy tah vieme spravit v
konstantnom case. Toto je zjavne optimélne.

A-1-4 O Vekslakbotovi a Pokladnic¢ke

Poddiloha A: porovnaj a prefarbi

V nasom rieseni nebudeme mat ziadne obmedzenia. Pokyny budi vyzerat nasledovne:

Cervena, modra — 2 tyrkysové
modra —  tyrkysova
cervena —  ruzova

= =

ruzova, tyrkysovda — 2 ruzové

Kym mame aj cervené aj modré zetény, instrukciou 1 odstranime po jednom a pridame dva tyrkysové. Ak ndm uz
neostalo ni¢, mame, ¢o sme chceli. Ak ndm ostali eSte navySe modré, instrukciou 2 ich postupne ,prefarbime* na
tyrkysové a opét dostaneme situdciu so samymi tyrkysovymi zetonmi. Naopak, ak nam po pouzivani instrukcie
1 ostali navySe nejaké cervené zetény (a teda ich bolo viac ako modrych), tieto inStrukciou 3 vymenime za
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ruzové. Nésledne pride k slovu instrukcia 4. Tou postupne vsetky tyrkysové (ktoré vznikli skor§im pouzivanim
instrukcie 1) vymenime za ruzové. VSimnite si, Ze inStrukeia 4 sa dé pouzit len ak uz médme aspori jeden ruzovy
zeton — v situdcii so samymi tyrkysovymi sa teda pouzit neda.

Podiloha B: scitanie bez pomocnej farby

Zadanie tejto sutaznej ilohy sa velmi podoba na priklad 2 zo Studijného textu. Hlavny rozdiel je v tom, ze sme
na zaciatku nedostali zeleny zetén, ktory by ndm pomohol rozlisit, ktory krok riesenia prave robime.

Ak sa pozerame len na pocty zeténov v Pokladnicke, tak si mézeme vsimnut, ze hocijakd instrukciu, ktora by
sa dalo pouzit v zaciatoénej situdcii (kedy méme len Cervené a modré Zetény), sa bude dat pouzit aj v Zelanej
koncovej situdcii (kedy mdme mat tie isté pocty cervenych a modrych Zeténov) — to by ale znamenalo, Ze vipocet
este neskoncil.

Ak tomu chceme zabranit, musime nejako Sikovne vyuzit obmedzenia.

Nase riesenie spravi oproti prikladu 2 niekolko tprav:

e Zrusime instrukciu, ktora vedela zahodit zlty Zeton. Ten si na konci rieSenia ponechame.

o Priddme na koniec zoznamu instrukcii novi ,) — zelend“. Tato inStrukcia sa pouZije tiplne v prvom
kroku vypoctu, kedze ziadna iné sa este pouzit neda.

e Priddme obmedzenie ,zelenda + zlta < 1“. Vdaka tomuto obmedzeniu sa uz na konci vypoc¢tu nebude
moct znova pouzit instrukeia, ktord nam z nicoho vyrobi zeleny zetén.

Cela postupnost instrukcii vyzera teda nasledovne:

cervend, zelend —  tmavocervend, zelend
modra, zelend —  tmavomodra, zelena
zelenda —  zlta

tmavocervend, zItd —  Cervend, fialova, zlta
tmavomodra, zltd —  modra, fialovd, zlta
6. 0 — zelend

CU LN

Podiiloha C: nasobenie

Zékladna myslienka riesenia tejto podilohy je, Ze ndsobenie je len opakované sc¢itanie. Ak budeme dokola
opakovat operaciu ,odober jeden Cerveny zetén a potom za kazdy modry pridaj jeden fialovy“, dostaneme na
konci zjavne prave c-krat m fialovych zeténov.

V druhom priklade v studijnom texte sme videli techniku, ktorou vieme pridat m fialovych zeténov a zaroven
neprist o modré: najskor zmenime vsetky modré na tmavomodré, a potom kazdy tmavomodry zetén vymenime
za jeden modry a jeden fialovy.

Na kontrolu toho, ktorym smerom prave menime zetény, pouzijeme jeden zetén inej farby: Ak mame zeleny
zeton, menime modré. Ked sa modré mint, vymenime zeleny zetén za zlty. Odkedy mame zlty Zetén, menime
tmavomodré zetony naspét. Ked sa tmavomodré zetéony mint, zahodime aj z1ty.

Tu je zodpovedajtca postupnost instrukeii:

1.  modra, zelend —  tmavomodra, zelena

2 zelenda —  zlta

3. tmavomodra, zItd —  modra, fialova, z1ta

4. ztd — 0
Ak sa nam odniekial zjavi zeleny Zetén, vyssie uvedeny program pridé tolko fialovych Zeténov, kolko mé na
zaciatku modrych. Teraz este potrebujeme doriesit spiistanie tohto cyklu. Na to ndm staci jedna nova instrukcia:

5. Cervend —  zelend

Tato instrukcia je neskoér v poradi, a teda sa vykona len vtedy, ked nevieme pouzit zZiadnu z predchadzajtcich —
teda len ak prave nemédme ani zeleny, ani zlty zetén. Zakazdym, ked této situdcia nastane (pri¢om prvykrat je
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to tplne na zadiatku vypoc¢tu), zmenime jeden Cerveny Zetoén za zeleny a tym spustime jedno kolo kopirovania
modrych na fialové.

Teraz uz mame korektny program na nasobenie. Ked sa ndm mind cervené zetény a dobehne posledné kolo
kopirovania, tento program skonci a budeme maft ¢ - m fialovych Zeténov — teda presne to, ¢o sme chceli — ale
este aj m modrych zeténov. Tu uz je ale lahka pomoc:

6. modrda — 0

Ak uz nevieme pouzif ziadnu z vyssSie uvedenych instrukcii, pride na instrukciu 6, ktorou na konci vypoctu
postupne zahodime vsetky modré Zetony.
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