
48. RO€N‹K

MATEMATICKEJ

OLYMPI•DY

NA STREDN•CH ›KOL•CH

Spr va o rie¨en¡ £loh zo s£Ÿa‘e konanej v ¨kolskom roku 1998/1999

40. MEDZIN•RODN• MATEMATICK• OLYMPI•DA

11. MEDZIN•RODN• OLYMPI•DA V INFORMATIKE

IUVENTA



S p omo cou sp olupracovn¡kov spracovali

RNDr. Karel Hor k, CSc.,

Jana Vi¨¤ovsk , Eugen Kov ‡, Jura j F”ldes, J n ›pakula

Tom ¨ Vina©, Vladim¡r Koutn˜, Martin P l a ‡lenovia —lohovej komisie MO.

ZostavovateŒ: Eugen Kov ‡, 1999

Typ eset by A

M

S -T

E

X.

ISBN ???????



O prieb ehu 48. ro ‡n¡ka matematickej olympi dy

Matematick  olympi da (MO) je s£Ÿa‘ou ‘iakov z kladn˜ch a stredn˜ch ¨k“l. Jej

vyhlasovateŒom je Ministerstvo ¨kolstva Slovenskej republiky v sp olupr ci s Jednotou

slovensk˜ch matematikov a fyzikov. Tento ro ‡n¡k MO na Slovensku riadila Slovensk 

komisia matematickej olympi dy (SK MO). Jednotliv‚ kol  o db orne a organiza‡ne

zab ezp e‡ovali okresn‚ a kra jsk‚ komisie MO (KK MO). CieŒom s£Ÿa‘e je vyhŒad -

vanie ‘iakov talentovan˜ch v matematike, preb£dzanie a p o dp ora ich z ujmu o ¤u,

rozv¡janie ich matematick˜ch schopnost¡ a ich usmer¤ovanie a vedenie k samostatnej

tvorivej ‡innosti. Vyvrcholen¡m s£Ÿa‘e je pr¡prava na £sp e¨n£ reprezent ciu Slovenskej

republiky a £‡asŸ na medzin ro dn˜ch s£Ÿa‘iach, na jm„ na Medzin ro dnej matema-

tickej olympi de (MMO) a Medzin ro dnej informatickej olympi de (MIO). V ¨kol-

skom roku 1998/1999 sa uskuto ‡nil u‘ 48. ro ‡n¡k MO, preto‘e matematick  olympi da

na Slovensku je p okra‡ovateŒom rovnakej s£Ÿa‘e z b˜val‚ho €eskoslovenska. Aj v tomto

ro ‡n¡ku b oli £lohy vo v¨etk˜ch kol ch MO v €eskej republike a na Slovensku rovnak‚.

S p ote¨en¡m mo‘no kon¨tatovaŸ, ‘e MO a j tentokr t preb ehla vo v¨etk˜ch 79 okre-

so ch, a tie‘ vo v¨etk˜ch 8 kra jo ch Slovenskej republiky. Person lne obsadenie SK MO

v 48. ro ‡n¡ku s£Ÿa‘e b olo nasledovn‚.

Predsedn¡ctvo SK MO tvorili:

doc. RNDr. Vladislav Rosa, CSc. z MFF UK Bratislava, predseda SK MO.

doc. RNDr. Vojtech B lint, CSc. , FDS ’U ’ilina, p o dpredseda SK MO,

RNDr. Pavol €ernek, CSc. , MFF UK Bratislava, ta jomn¡k pre o db orn‚ ot zky,

RNDr. Monika Kr l lov  , MFF UK Bratislava, ta jomn¡k pre organiza‡n‚ ot zky,

PhDr. Oto Klostermann , z stup ca M› SR,

Ivan Luk ‡ , z stup ca IUVENTY,

RNDr. Andrej Blaho, CSc. , MFF UK Bratislava,

RNDr. Jozef Fulier, CSc. , FPV UKF Nitra,

doc. RNDr. Tom ¨ Hecht, CSc. , MFF UK Bratislava,

Mgr. Jana Vi¨¤ovsk  , MFF UK Bratislava,

prof. RNDr. Jozef Morav‡¡k, CSc. , SF ’U ’ilina.

€lenmi predsedn¡ctva s£ ƒalej predsedovia kra jsk˜ch komisi¡:

doc. RNDr. Vojtech B lint, CSc. , FDS ’U ’ilina,

RNDr. Jaroslava Brinckov , CSc. , FHPV UMB Bansk  Bystrica,

Mgr. Milan Demko , PedF PU Pre¨ov,

RNDr. So¤a Pavl¡kov , CSc. , TU Tren‡¡n,

doc. RNDr. Pavol H¡c, CSc. , PF TU Trnava,

RNDr. Vladim¡r Jodas , MCMB Bratislava,

RNDr. Bo‘ena Mih likov , CSc. , PF UPJ› Ko¨ice,

prof. RNDr. Ondrej ›ediv˜, CSc. , FPV UKF Nitra.
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SK MO ƒalej tvorili:

Bronislava Brejov  , MFF UK Bratislava,

RNDr. Milan Cirjak , MC Pre¨ov,

RNDr. Milota Hilkov  , Z› Jilemnick‚ho, Rev£ca,

RNDr. Anton Hn t , Gymn zium Michalovce,

Mgr. Jozef M‚sz ros , Gymn zium s vyu‡. jaz. maƒ. Galanta,

RNDr. Dagmar Mikul ¨ov  , Gymn zium Tren‡¡n,

RNDr. Dana Smutn  , FPHV UMB Bansk  Bystrica,

Tom ¨ Vina© , MFF UK Bratislava,

Mgr. Dagmar Vongrejov  , Z› Moskovsk  ’ilina.

V prieb ehu 48. ro ‡n¡ka MO sa uskuto ‡nilo jedno plen rne zasadnutie SK MO a tri

zasadnutia predsedn¡ctva SK MO. Zamerali sa na obsahov‚ a organiza‡n‚ zab ezp e‡enie

MO, �nan‡n‚ p okrytie s£Ÿa‘e, ƒal¨ie aktivity (kore¨p onden‡n‚ semin re, s£stredenia

a p o d.), ako a j na p okra‡ovanie v partnerskej sp olupr ci s ‡eskou —st©edn¡ komis¡ MO

pri pr¡prave s£Ÿa‘n˜ch £loh a term¡novom zab ezp e‡ovan¡ prebieha j£ceho i bud£ceho

ro ‡n¡ka MO. HostiteŒom pri ob o ch zasadnutiach £lohov˜ch komisi¡ b ola v tomto ro ‡n¡ku

‡esk  strana. —lohy MO s£ preva‘ne p “vo dn‚, za zadan¡m ka‘dej s£Ÿa‘nej £lohy preto

v ƒal¨om texte v z tvorke uv dzame meno autora (resp. navrhovateŒa) £lohy.

Organiz cia s£Ÿa‘e zostala v 48. ro ‡n¡ku MO zachovan : pre ‘iakov z kladn˜ch ¨k“l

b ola rozdelen  do piatich kateg¢ri¡ Z4 { Z9 ur‡en˜ch ‘iakom 4. a‘ 9. ro ‡n¡ka Z›

a o dp oveda j£cich ro ‡n¡kov osemro ‡n˜ch gymn zi¡. Pre ‘iakov stredn˜ch ¨k“l a im

zo dp oveda j£cich ro ‡n¡kov viacro ‡n˜ch gymn zi¡ b ola s£Ÿa‘ organizovan  v ¨tyro ch

kateg¢ri ch: C, B, A a P. Kateg¢ria C b ola ur‡en  pre ¨tudentov prv˜ch ro ‡n¡kov,

kateg¢ria B pre ¨tudentov druh˜ch ro ‡n¡kov a kateg¢ria A pre ¨tudentov tret¡ch

a ¨tvrt˜ch ro ‡n¡kov stredn˜ch ¨k“l. Kateg¢ria P, zameran  na £lohy z programovania

a matematickej informatiky, b ola ur‡en  ‘iakom v¨etk˜ch ro ‡n¡kov stredn˜ch ¨k“l. Ta-

lentovan¡ ‘iaci mohli p o s£hlase svo jho u‡iteŒa matematiky s£Ÿa‘iŸ a j vo vy¨¨ej vekovej

kateg¢rii. T˜kalo sa to a j ‘iakov Z›, ktor¡ tie‘ mohli s£Ÿa‘iŸ v niektorej z kateg¢ri¡ A,

B ,C a P.

S£Ÿa‘ v ka‘dej z kateg¢ri¡ p ozost va z niekoŒk˜ch p ostup ov˜ch k“l, pri‡om v kateg¢rii

Z4 je na jvy¨¨¡m kolom ¨kolsk‚ kolo, v kateg¢ri ch Z5 { Z7 je to okresn‚ kolo,

v kateg¢ri ch Z9, C a B sa s£Ÿa‘ kon‡¡ kra jsk˜m kolom a v kateg¢ri ch A a P olympi da

vyvrcholila celo¨t tnym kolom.

Do celo¨t tneho kola b olo p ozvan˜ch 36 na jlep¨¡ch rie¨iteŒov kra jsk˜ch k“l v kateg¢-

rii A a 25 na jlep¨¡ch rie¨iteŒov kra jsk˜ch k“l v kateg¢rii P, pri‡om sa p ostup ovalo p o dŒa

p oradia zostaven‚ho p o ko ordin cii b o dov˜ch ho dnoten¡ z jednotliv˜ch kra jov. V tomto

kole je s£Ÿa‘ rozdelen  do dvo ch dn¡. V kateg¢rii A rie¨ia s£Ÿa‘iaci ka‘d˜ de¤ tri £lohy

v ‡asovom limite 4 ho diny, v kateg¢rii P v rovnakom limite prv˜ de¤ tri teoretick‚

a druh˜ de¤ dve praktick‚ £lohy na p o ‡¡ta‡i.

Celo¨t tne kolo 48. ro ‡n¡ka MO kateg¢rie A sa uskuto ‡nilo v d¤o ch 12.{13.4.1999

v Modre a celo¨t tne kolo 48. ro ‡n¡ka MO kateg¢rie P v d¤o ch 14.{17.4.1999 v Modre .

Na £sp e¨nom prieb ehu celo¨t tneho kola m  mimoriadnu z sluhu predseda KK MO

do c. RNDr. Vladislav Rosa, CSc., taktie‘ ob etav¡ ¨tudenti MFF UK Bratislava a riaditeŒ
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SOU OV v Mo dre.

DesaŸ na j£sp e¨nej¨¡ch rie¨iteŒov tretieho kola MO kateg¢rie A prijalo p ozvanie

na v˜b erov‚ s£stredenie pred 40. Medzin ro dnou matematickou olympi dou, ktor‚

sa konalo v d¤o ch 26.4.{30.4.1999 na MFF UK v Bratislave. Na z klade v˜sledkov

tohoto s£stredenia, v˜sledkov predch dza j£cich k“l MO a s prihliadnut¡m na £sp e¨nosŸ

v kore¨p onden‡nom semin ri SK MO b olo na konci s£stredenia vybran‚ ¨esŸ‡lenn‚

dru‘stvo na reprezent ciu SR na MMO v Bukure¨ti v d¤o ch 10.{22.7.1999. Tento

v˜b er absolvoval e¨te jedno (pr¡pravn‚) s£stredenie v d¤o ch 20.{25.6.1999 na Zochovej

chate a z rove¤ n s reprezentoval na piatom ro ‡n¡ku medzi¨t tneho stretnutia s €eskou

republikou, ktor‚ sa konalo v d¤o ch 8.{11.6.1999 v B¡lovci . Medzi¨t tnemu stretnutiu

ako a j MMO s£ v tejto ro ‡enke venovan‚ samostatn‚ kapitoly.

V˜b erov‚ s£stredenie pre 11 na jlep¨¡ch rie¨iteŒov v kateg¢rii P sa uskuto ‡nilo v d¤o ch

6.6.{11.6.1999 na MFF UK v Bratislave. V r mci n ro ‡n‚ho s£stredenia, ktor‚ pribli‘o-

valo p o dmienky medzin ro dnej s£Ÿa‘e, £‡astn¡ci ka‘d˜ de¤ dop oludnia tvorili programy,

ktor‚ v ten ist˜ de¤ ve‡er a j sp olo ‡ne vyho dno covali. Na z klade dosiahnut˜ch v˜sledkov

schv lila SK MO zlo‘enie ¨tvor‡lenn‚ho dru‘stva, ktor‚ v d¤o ch 9.{16.10.1999 reprezen-

tovalo SR na MIO v Turecku. Toto dru‘stvo pred MIO absolvovalo e¨te jedno pr¡pravn‚

s£stredenie v d¤o ch 28.8.{3.9.1999 na MFF UK v Bratislave. Rovnako b olo na z klade

v˜sledkov v˜b erov‚ho s£stredenia schv len‚ ¨tvor‡lenn‚ reprezenta‡n‚ dru‘stvo, ktor‚

sa v d¤o ch 2.{9.9.1999 z£‡astnilo na Stredo eur¢pskej informatickej olympi de v Brne.

Ob om s£Ÿa‘iam s£ venovan‚ samostatn‚ kapitoly.

Ako u‘ b olo sp omenut‚, s£‡asŸou celoro ‡nej pr¡pravy na MO s£ a j r“zne kore¨p on-

den‡n‚ semin re (KS) a s£stredenia na okresnej a kra jskej £rovni. Aj v tomto ro ‡n¡ku

prebiehalo niekoŒko KS s celoslovenskou p “sobnosŸou a to:

Bratislavsk˜ kore¨ponden‡n˜ matematick˜ semin r (BKMS),

Stredoslovensk˜ kore¨ponden‡n˜ semin r (SSS),

Ko¨ick˜ kore¨ponden‡n˜ semin r (STROM),

Kore¨ponden‡n˜ semin r z programovania (KSP).

Stru‡n  inform cia o t˜chto aktivit ch, sp olu s kontaktn˜mi adresami, mo‘no n  jsŸ

v samostatnej kapitole.



V˜sledky celo¨t tneho kola, kateg¢ria A

V¡Ÿazi

1. Peter NOVOTN• 4 G V.Okru‘n  ’ilina 7 7 7 4 7 3 35

2. Michal FORI›EK 4 G Popr. n br. Poprad 7 1 6 6 0 7 27

3. Bal zs KESZEGH 3 G Fazekas Budap est 7 7 3 2 0 7 26

Katar¡na QUITTNEROV• 1 G Bil¡kov  Bratislava 7 5 1 0 6 7 26

5. Marian ERTL 3 G Prievidza 7 7 0 2 5 3 24

Martin HRI¥•K 4 G Alejov  Ko¨ice 7 7 3 1 0 6 24

Miroslava SOT•KOV• 3 G Po¨tov  Ko¨ice 6 7 7 1 0 3 24

8. Krist¡na €ERNEKOV• 4 G kpt. Jaro¨e Brno 7 7 3 1 0 5 23

Josef ›EV€‹K 3 G Gr”ss. Bratislava 7 4 7 2 0 3 23

…al¨¡ £sp e¨n¡ rie¨itelia

10. Peter HUSZ•R 4 G Selyeho Kom rno 4 7 5 2 0 4 22

Martin POTO€N• 4 G J.Hronca Bratislava 7 7 1 2 4 1 22

12. Alena KOV•ROV• 4 G Gr”ss. Bratislava 7 3 1 1 4 5 21

Peter PRAVDA 3 G Prievidza 7 7 1 2 2 2 21

14. Vladim¡r ZAJAC 3 G Gr”ss. Bratislava 7 7 4 0 0 2 20

15. Tom ¨ KULICH 2 G Prievidza 3 0 4 0 5 7 19

16. Marian KR•TKY 4 G JGT Bansk  Bystrica 3 0 7 0 5 1 16

Jakub ›ALAMON 4 G Gr”ss. Bratislava 7 5 2 2 0 0 16

18. Istv n GYšRKI 3 G ’eliezovce 7 1 2 1 0 3 14

Anna KORDULIAKOV• 3 G Alejov  Ko¨ice 7 1 1 1 1 3 14

Ostatn¡ rie¨itelia

20. Tom ¨ GALBAV• 3 G Gr”ss. Bratislava 7 0 3 3 0 0 13

Jozef ›KORUPA 4 G Liptovsk˜ Mikul ¨ 0 7 1 0 1 4 13

Martin TROJ•K 3 G V.Okru‘n  ’ilina 3 7 1 0 0 2 13

23. Tom ¨ JUR‹K 3 G Po¨tov  Ko¨ice 6 4 1 0 0 1 12

24. Peter MOLN•R 3 G Po¨tov  Ko¨ice 3 0 4 1 0 3 11

25. Radoslav FULEK 3 G V.Okru‘n  ’ilina 2 0 1 0 3 4 10

Peter M•JEK 3 G J.Hronca Bratislava 5 1 1 1 0 2 10

Michal POKORN• 2 G Gr”ss. Bratislava 7 0 0 3 0 0 10

28. Peter €ENDULA 2 G Liptovsk˜ Mikul ¨ 3 0 3 0 0 3 9
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Keve KURUCZ 3 G Selyeho Kom rno 6 0 1 2 0 0 9

Peter VAVR•K 3 G J.Hronca Bratislava 6 0 1 2 0 0 9

31. R¢b ert BURSA 3 G Alejov  Ko¨ice 2 0 2 0 2 1 7

Petra FENC‹KOV• 4 G Alejov  Ko¨ice 2 0 2 2 0 1 7

œub or LADICK• 4 G Nov‚ Mesto n. V hom 4 0 1 0 0 2 7

Roman NEDELA 3 G JGT Bansk  Bystrica 0 7 0 0 0 0 7

Filip V‹TEK 3 G J.Hronca Bratislava 2 0 1 1 0 3 7

36. M rio TRUBA€IK 4 G Dubnica 0 0 1 0 0 3 4

—sp e¨nosŸ jednotliv˜ch £loh je zaznamenan  v tabuŒke.

Po ‡et Sp olu €¡slo £lohy

b o dov 1 : 2 : 3 : 4 : 5 : 6 :

7 b o dov 39 17 13 4 0 1 4

6 b o dov 8 4 0 1 1 1 1

5 b o dov 9 1 2 1 0 3 2

4 b o dy 13 2 2 3 1 2 3

3 b o dy 24 5 1 5 2 1 10

2 b o dy 25 4 0 4 10 2 5

1 b o d 35 0 4 15 9 2 5

0 b o dov 63 3 14 3 13 24 6

Priemer 2 ; 66 4 ; 97 3 ; 22 2 ; 47 1 ; 25 1 ; 25 2 ; 81



V˜sledky celo¨t tneho kola, kateg¢ria P

V¡Ÿazi

1. Richard KR•œOVI€ 4 G J. Hronca Bratislava 10 8 6 6 9 39

2. Michal FORI›EK 4 G Popradsk‚ n br. Poprad 10 7 10 3 3 33

3. J n SENKO 4 SP›E Komensk‚ho Ko¨ice 8 5 10 3 5 31

4. Michal BREZNICK• 4 G Kon¨tant¡nova Pre¨ov 8 4 10 0 7 29

5. J n LUNTER 5 G J.G.Ta jovsk‚ho B.Bystrica 9 3 10 6 0 28

6. D vid P•L 4 G J. Hronca Bratislava 9 5 8 0 3 25

…al¨¡ £sp e¨n¡ rie¨itelia

7. Vladim¡r KOUTN• 4 G J. Hronca Bratislava 9 5 2 3 5 24

8. J n ORAVEC 2 G J.G.Ta jovsk‚ho B.Bystrica 5 4 9 1 1 20

Tom ¨ KEZES 4 G Nov‚ Z mky 8 2 5 - 5 20

10. Jozef ›I›KA 4 Ev. gym. B.Bystrica 4 5 7 0 2 18

11. Peter KO›IN•R 3 G J. Hronca Bratislava 8 3 3 3 0 17

12. Martin POTO€N• 4 G J. Hronca Bratislava - 6 10 - 0 16

Branislav KATRENIAK 4 SP› Laskomersk‚ho Brezno 6 5 5 0 0 16

Ostatn¡ rie¨itelia

14. Matej SAP•K 3 G J. Hronca Bratislava 9 2 3 0 1 15

Ivan PILI› 4 G VeŒk  Okru‘n  ’ilina 2 3 5 - 5 15

œub om¡r €ECH 3 G Seneck  Pezinok 6 2 2 0 5 15

17. Peter BELLA 1 G J. Hronca Bratislava 4 0 8 0 0 12

Miroslav BAJTO› 3 G J. Hronca Bratislava 6 3 0 3 - 12

19. Josef ›EV€‹K 3 G Gr”sslingov  Bratislava 2 2 7 0 - 11

›tefan VARGA 3 G J. Hronca Bratislava 3 4 4 0 0 11

21. Miroslav RUDI›IN 2 G ›rob rova Ko¨ice 0 4 6 0 0 10

Vladim¡r WIEDERMANN 4 G Nedo‘ersk‚ho Prievidza 2 - 8 - 0 10

23. J£lius WEISSENSTEINER 4 G N m. SNP 9 Pie¨Ÿany 0 4 4 1 0 9

24. Slavom¡r KATU›€•K 3 G Kon¨tant¡nova Pre¨ov 4 3 0 0 0 7

Jana GAJDO›‹KOV• 4 G J. Hronca Bratislava 2 5 0 0 0 7

Mari n POTO€N• 3 G J. Hronca Bratislava 0 7 - 0 0 7



V˜sledky krajsk˜ch k“l

Z ka‘d‚ho kra ja a z ka‘dej z kateg¢rii A, B, C, P a Z8 s£ uveden¡ v¨etci, resp. asp o¤

prv˜ch 10 £sp e¨n˜ch rie¨iteŒov. V kateg¢ri ch B, C, Z8, ak nie je uveden‚ inak, s£ v¨etci

‘iaci ¨tudentmi 2., resp. 1., resp. 8. ro ‡n¡ka. Gymn zia so zameran¡m na matematiku,

¨tudijn˜ o db or 01 s£ tieto:

Gymn zium Gr”sslingov , Bratislava,

Gymn zium P rovsk , Nitra,

Gymn zium VeŒk  Okru‘n , ’ilina,

Gymn zium J.G.Ta jovsk‚ho, Bansk  Bystrica,

Gymn zium Alejov , Ko¨ice,

Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice.

Kra j Bratislava

Kateg¢ria A

1. Josef ›EV€‹K 3, Gymn zium Gr”sslingov 

2. Peter M•JEK 3, Gymn zium J.Hronca

3. Vladim¡r ZAJAC 3, Gymn zium Gr”sslingov 

4. Krist¡na €ERNEKOV• 4,Gymn zium kpt. Jaro¨e Brno

5.{9. Alena KOV•ROV• 4, Gymn zium Gr”sslingov 

Michal POKORN• 2, Gymn zium Gr”sslingov 

Katar¡na QUITTNEROV• 1, Gymn zium Bil¡kova

Jakub ›ALAMON 4, Gymn zium Gr”sslingov 

Peter VAVR•K 3, Gymn zium J.Hronca

10. Martin POTO€N• 4, Gymn zium J.Hronca

Kateg¢ria B

1. Jana SZOLGAYOV• Gymn zium Gr”sslingov 

2. Tom ¨ FARKA› Gymn zium Gr”sslingov 

3.{4. Daniel BOBOVSK• Gymn zium Gr”sslingov 

Branislav NOVOTN• Gymn zium Gr”sslingov 

5. Michal POKORN• Gymn zium Gr”sslingov 

6. Gejza WIMMER Gymn zium Gr”sslingov 
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7.{9. Jura j FIELHAUER Gymn zium Gr”sslingov 

Tom ¨ HAJAS Gymn zium J.Hronca

Rob ert MATUS Gymn zium Duna jsk 

10.{11. Andrej DUD‹K Gymn zium Gr”sslingov 

Miroslav POM›•R Gymn zium J.Hronca

Kateg¢ria C

1.{4. Peter BELLA Gymn zium J.Hronca

Michal MIKU› Gymn zium J.Hronca

Andrej OSUSK• Gymn zium J.Hronca

Katar¡na QUITTNEROV• Gymn zium Bil¡kova

5.{6. Peter DZURIANIN Gymn zium Gr”sslingov 

Jozef TVARO’EK Gymn zium J.Hronca

7. ›tefan ›URINA Gymn zium J.Hronca

8. Tom ¨ VOROBJOV Gymn zium J.Hronca

9.{10. Mat£¨ HAVRAN Gymn zium J.Hronca

Martin SVETL‹K Gymn zium Gr”sslingov 

Kateg¢ria Z9

1.{2. Kristi n DANEV Z› a G Ko¨ick 

Edita ROLLOV• G Gr”sslingov 

3. Jakub Z•VODN• G Gr”sslingov 

4.{6. Janiga PETER Z› a G Ko¨ick 

œuba KRIV• G Gr”sslingov 

Tom ¨ MIKU› Z› a G Ko¨ick 

7. Barb ora ›KAND‹KOV• G Gr”sslingov 

8.{10. Veronika BREZOV• G Gr”sslingov 

Branislav ›TEPITA Evan. L˜ceum Palis dy

Jura j ’I’•K G Sv. ro diny

Kateg¢ria P

1. Richard KR•œOVI€ 4, Gymn zium J.Hronca

2. D vid P•L 4, Gymn zium J.Hronca

3.{4. Peter KO›IN•R 3, Gymn zium J.Hronca

Matej SAP•K 3, Gymn zium J.Hronca

5.{7. Jana GAJDO›‹KOV• 4, Gymn zium J.Hronca

Vladim¡r KOUTN• 4, Gymn zium J.Hronca

Josef ›EV€‹K 3, Gymn zium Gr”sslingov 
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8.{9. Miroslav BAJTO› 3, Gymn zium Gr”sslingov 

Martin POTO€N• 4, Gymn zium J.Hronca

10. ›tefan VARGA 3, Gymn zium J.Hronca

Kra j Nitra

Kateg¢ria A

1. Bal zs KESZEGH 3, Gymn zium maƒ., Kom rno

2. Peter HUSZ•R 4, Gymn zium maƒ., Kom rno

3. Keve KURUCZ 3, Gymn zium maƒ., Kom rno

4. Istv n GYšRKI 3, Gymn zium maƒ., ’eliezovce

5. Daniel HET•NYI 4, Gymn zium P rovsk , Nitra

Kateg¢ria B

1. Milo¨ MEDž‹K Gymn zium P rovsk , Nitra

2. Gergely JAKAB Gymn zium maƒ., ›ahy

3. Zolt n •D•M Gymn zium maƒ., Kom rno

4. Zolt n MICS Gymn zium maƒ., ›ahy

5. Peter KR€AH Gymn zium P rovsk , Nitra

6. Slavka …URI›OV• Gymn zium P rovsk , Nitra

7.{9. Endre KURUCZ Gymn zium maƒ., Kom rno

M ria LACKOV• Gymn zium Levice

Tom ¨ LAKATOS Gymn zium Nov‚ Z mky

10.{12. Monika BABIAKOV• Gymn zium P rovsk , Nitra

œudov¡t HAL•S Gymn zium P rovsk , Nitra

G b or MIN•RIK SP›E Kom rno

Kateg¢ria C

1. Pavol CVIK 9,Gymn zium Levice

2.{3. Viktor BACHRAT• Gymn zium Nov‚ Z mky

D‚nes KUCSERA Gymn zium maƒ., Kom rno

4. Igor KRUK Gymn zium ›ahy

5. Ladislav HATYINA Gymn zium maƒ., Kom rno

6.{10. J nos KLACSO Gymn zium maƒ., ›ahy

R¢b ert KOM•ROMY Gymn zium Nov‚ Z mky

L¡via KOM•ROV• Gymn zium maƒ., Kom rno

Vladim¡r MOLN•R Gymn zium P rovsk , Nitra

Daniel ’ATKO Gymn zium J.Kr Œa, Zlat‚ Moravce
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Kateg¢ria Z9

1. Imre KUKEL Gymn zium maƒ., Kom rno

2. Peter KOLTAI Gymn zium maƒ., Kom rno

3. Pavol CVIK Gymn zium Levice

4. Eva STREDOV• Gymn zium ›t£rovo

5.{8. Marek BO€•NEK Gymn zium œ.J. ›ul‚ka, Kom rno

Martin MOLN•R Z› Jesensk‚ho, Levice

Stanislav HAVRAN Gymn zium J.Kr Œa, Zlat‚ Moravce

Jura j …URECH Gymn zium Golianova, Nitra

Kateg¢ria P

1. Tom ¨ KEZES 4, Gymn zium Nov‚ Z mky

Kra j Trnava

Kateg¢ria A

1. Katar¡na SEK•€OV• 3, Gymn zium Pie¨Ÿany

Kateg¢ria B

1. Filip VALA›EK Gymn zium J.Bottu, Trnava

2. Kamil CHOVANEC Gymn zium Sereƒ

3.{6. Katar¡na BARCALOV• Gymn zium maƒ . ›amor¡n

Roman JUR•› Gymn zium Skalica

Laco M•RTA Gymn zium maƒ . ›amor¡n

Alexander PAK•C Gymn zium maƒ . ›amor¡n

7. Jura j NE€AS Gymn zium Skalica

8. Lenka N•METHOV• Gymn zium Duna jsk  Streda

9.{11. Ga l BENEDEK Gymn zium maƒ . Galnanta

Bal zs HEGI Gymn zium maƒ . ›amor¡n
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Kateg¢ria C

1. Mat£¨ ONDREJI€KA Gymn zium Senica

2. Jana FIALOV• Gymn zium J.Holl‚ho, Trnava

3. Ladislav SZAB• Gymn zium maƒ . Duna jsk  Streda

4. Ter‚zia MILLOV• Gymn zium Senica

5.{10. Gyoncyi B—SS Gymn zium ›amor¡n

Monika NAGYOV• Gymn zium maƒ . Duna jsk  Streda

Peter NIKODEM Gymn zium Skalica

Ondrej BE¥A€KA Gymn zium Pie¨Ÿany

Tom ¨ JAN‹K Gymn zium Pie¨Ÿany

Marek €EL‹N SP›E Pie¨Ÿany

Kateg¢ria Z9

1. M ria DANADOV• Gymn zium Senica

2. ›tefan BARTO› Gymn zium maƒ . Galanta

3. Tom ¨ VARGA Gymn zium maƒ . Galanta

4.{7. Zuzana MASTENOV• Gymn zium M.R. ›tef nika, Trnava

Milan MAJERN‹K Gymn zium Skalica

Ingrid MALATINSK• Gymn zium Senica

Peter ZUB€•K Z› Kop ern¡kova, Trnava

8. Peter ’ITN• Z› Holubyho ul., Pie¨Ÿany

9. Andrej …URI› IV. Z› Nerudova ul., Trnava

Kateg¢ria P

1. J£lius WEISSENSTEINER 4, Gymn zium Pie¨Ÿany

Kra j Tren‡¡n

Kateg¢ria A

1. Tom ¨ KULICH 2, Gymn zium Prievidza

2.{3. M rio TRUBA€EK 4, Gymn zium Dubnica nad V hom

Mari n ERTL 3, Gymn zium Prievidza

4. Peter PRAVDA 3, Gymn zium Prievidza
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Kateg¢ria B

1. Tom ¨ KULICH Gymn zium Prievidza

2. Martin STRAPKO Gymn zium P£chov

3. Slavom¡r P›EN•K Gymn zium P£chov

4.{6 Tom ¨ TR—CHLY Gymn zium Dubnica nad V hom

Rudolf ’IV€IC Gymn zium Dubnica nad V hom

M ria BENDOV• Gymn zium Prievidza

7.{8. Viktor ISKRA Gymn zium Dubnica nad V hom

Tom ¨ KOTR‹K Gymn zium Dubnica nad V hom

9. Michal ZACHAR Gymn zium Prievidza

10. Pavol FšL™P PGJB Tren‡¡n

Kateg¢ria C

1.{3. Jura j LADICK• Gymn zium Partiz nske

Roman MIRC Gymn zium MR›., Nov‚ Mesto nad V hom

Miroslav KA€ENA PGJB Tren‡¡n

4. Ivan PR•›EK Gymn zium B novce nad Bebravou

5.{6. Lucia TIEREROV• Gymn zium Partiz nske

Michal PEC—CH Gymn zium œ. ›t£ra, Tren‡¡n

7. Rob ert ZVON•R Gymn zium Dubnica nad V hom

8.{9. Michal LICHV•R Gymn zium œ. ›t£ra, Tren‡¡n

œub o¨ GERGEL SP›E Myjava

Kateg¢ria Z9

1. Michal STA¥O Z› H.Galovi‡a, Prusk‚

2. Tom ¨ BAL•’ I. Z› Hviezdoslavova, Nov  Dubnica

3. Zuzana RYCHT•RECHOV• Z› Duklianska, B novce nad Bebravou

4. Milan HUL‹K Z› Slovansk , Pova‘sk  Bystrica

5. Mariana MARU›INCOV• Gymn zium œ. ›t£ra, Tren‡¡n

6.{7. Tom ¨ MIKULA Gymn zium Nov ky

Jana MARTI›KOV• Z› Horn‚ Sªnie

8.{12. Katar¡na STEHL‹KOV• Z› sv. J. Kl‡ov‚, Nov‚ Mesto nad V hom

Martin €EPELA Z› Komensk‚ho, Star  Tur 

Jozef HRIC Gymn zium L. Novomesk‚ho, Star  Tur 

Jura j TOM•›IK Gymn zium Handlov 

L˜dia G•BIKOV• Z› Horn‚ Sªnie
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Kateg¢ria P

1. Vladim¡r WIEDERMANN 4, Gymn zium Prievidza

2. Mari n ›I›MI› 4, Gymn zium B novce nad Bebravou

3. Ondrej G•LIK 4, Gymn zium Prievidza

Kra j ’ilina

Kateg¢ria A

1. Peter NOVOTN• 4, Gymn zium VeŒk  Okru‘n , ’ilina

2. Martin TROJ•K 3, Gymn zium VeŒk  Okru‘n , ’ilina

3.{4. Peter €ENDULA 2, Gymn zium Liptovsk˜ Mikul ¨

Jozef ›KORUPA 4, Gymn zium Liptovsk˜ Mikul ¨

5.{6. Radoslav FULEK 3, Gymn zium VeŒk  Okru‘n , ’ilina

Michal PE›TA 2, Gymn zium Liptovsk˜ Mikul ¨

Kateg¢ria B

1. Branislav MIKUL•› Gymn zium V. Paulinyho T¢tha, Martin

2. Jozef JUR‹€EK Gymn zium VeŒk  Okru‘n , ’ilina

3.{4. Martin DUBEC Gymn zium Hlinsk , ’ilina

Jura j LA››UTH Gymn zium VeŒk  Okru‘n , ’ilina

5. Ema BIELIKOV• Gymn zium V. Paulinyho T¢tha, Martin

6.{7. Michal KOPERA Gymn zium VeŒk  Okru‘n , ’ilina

Jaroslav ›EV€‹K Gymn zium VeŒk  Okru‘n , ’ilina

Kateg¢ria C

1. Peter PETROVSK• Gymn zium VeŒk  Okru‘n , ’ilina

2.{3. Jakub DAUBNER Gymn zium VeŒk  Okru‘n , ’ilina

Erika TROJ•KOV• Gymn zium VeŒk  Okru‘n , ’ilina

4.{5. Jarmila KECEROV• Gymn zium Doln˜ Kub¡n

Peter POLJAK Gymn zium Hlinsk  ’ilina

6.{8. Roman BOHOVIC Gymn zium VeŒk  Okru‘n , ’ilina

Miroslav URBANEK Gymn zium VeŒk  Okru‘n , ’ilina

Tom ¨ ›KERE¥ Gymn zium VeŒk  Okru‘n , ’ilina

9. Michal CIGANI€ Gymn zium sv.Franti¨ka ’ilina

10. Gabriela ROTHOV• Gymn zium Doln˜ Kub¡n
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11. Michal HUDEK Gymn zium VeŒk  Okru‘n , ’ilina

Kateg¢ria Z9

1. ›tefan POL•€EK Z› Behy, N mestovo

2. Marek MORAV€‹K Z› Moskovsk , ’ilina

3. Peter KO’•R Gymn zium Letricha, Martin

4.{5. Martin LUCK• Gymn zium Var¨avsk , ’ilina

Lenka €IERNIKOV• Gymn zium N mestovo

6. Miroslav MAK•› Gymn zium V. Paulinyho T¢tha, Martin

7.{10. Martina BLAHUTOV• Z› €s. brig dy, Martin

Martin KLAUDINY Gymn zium Var¨avsk , ’ilina

Ivana ›UT• Z› Kysuck˜ Lieskovec

Mirko Z‹BOLEN Gymn zium V. Paulinyho T¢tha, Martin

Kateg¢ria P

1. Ivan PILI› 4, Gymn zium VeŒk  Okru‘n , ’ilina

2. D vid IGNI€ 4, Gymn zium Liptovsk˜ Hr dok

3. Rastislav ›IMON‹K 4, Gymn zium V. Paulinyho T¢tha, Martin

4. Peter NOVOTN• 4, Gymn zium VeŒk  Okru‘n , ’ilina

Kra j Bansk  Bystrica

Kateg¢ria A

1.{2. Zuzana KAS•ROV• 2, Gymn zium J.G.Ta jovsk‚ho, Bansk  Bystrica

Du¨an LACIKA 3, Gymn zium J.G.Ta jovsk‚ho, Bansk  Bystrica

3. Roman NEDELA 3, Gymn zium J.G.Ta jovsk‚ho, Bansk  Bystrica

4.{5. J n ORAVEC 4, Gymn zium J.G.Ta jovsk‚ho, Bansk  Bystrica

Peter VALENT‹NY 4, Gymn zium J.G.Ta jovsk‚ho, Bansk  Bystrica

Kateg¢ria B

1. J n ORAVEC Gymn zium J.G.Ta jovsk‚ho, Bansk  Bystrica

2. R¢b ert LUKO†KA Gymn zium J.G.Ta jovsk‚ho, Bansk  Bystrica

3. D vid HAGARA Gymn zium J.G.Ta jovsk‚ho, Bansk  Bystrica

4. Stanislav MIKL‹K Gymn zium J.G.Ta jovsk‚ho, Bansk  Bystrica

5. Martin KRUP•R Gymn zium J.G.Ta jovsk‚ho, Bansk  Bystrica
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6.{7. J n GREGOR Gymn zium J.G.Ta jovsk‚ho, Bansk  Bystrica

Katka HLAVCSEKOV• Gymn zium TornaŒa

8. Peter MIKLIAN Gymn zium Hali‡sk  cesta, Lu‡enec

9. Tom ¨ LIPT•K Gymn zium Daxnera, Rimavsk  Sob ota

Kateg¢ria C

1. Michal ’ILKA Gymn zium J.G.Ta jovsk‚ho, Bansk  Bystrica

2. Miroslav BUKVAJ Gymn zium J.G.Ta jovsk‚ho, Bansk  Bystrica

3. Michal VALKOVI€ O›G, Bansk  Bystrica

4. Mari n BO…A Gymn zium J.G.Ta jovsk‚ho, Bansk  Bystrica

5. Peter NOCIAR SP› J.Murga¨a, Bansk  Bystrica

6.{7. Stanislava LEITMANOV• Gymn zium J.G.Ta jovsk‚ho, Bansk  Bystrica

Mari n SALAJ SP› J.Murga¨a, Bansk  Bystrica

8. Branislav BO›ANSK• Gymn zium J.G.Ta jovsk‚ho, Bansk  Bystrica

9.{12. Mat£¨ DIRB•K Gymn zium Rimavsk  Sob ota

Erik HORNI€•K Gymn zium J.G.Ta jovsk‚ho, Bansk  Bystrica

Luk ¨ KALINA Gymn zium J.G.Ta jovsk‚ho, Bansk  Bystrica

œudmila KODY›OV• Gymn zium J.G.Ta jovsk‚ho, Bansk  Bystrica

Kateg¢ria Z9

1. Hana BUD•€OV• Z› Hali‡sk , Lu‡enec

2.{5. Tom ¨ BABIAK Z› Bakossova, Bansk  Bystrica

Tom ¨ DU›A Z› Bakossova, Bansk  Bystrica

Marek KAS•R Z› Mazorn¡kovo, Brezno

Radovan RAGA€ I. Z› Hri¤ov 

Kateg¢ria P

1. Jozef ›I›KA 4, Ev. gymn zium, Bansk  Bystrica

2. J n LUNTER 5L, Gymn zium J.G.Ta jovsk‚ho, Bansk  Bystrica

3. J n ORAVEC 2F, Gymn zium J.G.Ta jovsk‚ho, Bansk  Bystrica

4. Branislav KATRENIAK 4, SP›E Brezno
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Kra j Ko¨ice

Kateg¢ria A

1. Martin HRI¥•K 4, Gymn zium Alejov , Ko¨ice

2. Tom ¨ JUR‹K 3, Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice

3. Petra FENC‹KOV• 4, Gymn zium Alejov , Ko¨ice

4.{5. Miroslava SOT•KOV• 3, Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice

Anna KORDULIAKOV• 3, Gymn zium Alejov , Ko¨ice

6. Rob ert BURSA 3, Gymn zium Alejov , Ko¨ice

7. Peter MOLN•R 3, Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice

Kateg¢ria B

1. Zuzana VL€KOV• Gymn zium Alejov , Ko¨ice

2. Veronika SKžIV•NKOV• Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice

3. Zuzana SOPKOV• Gymn zium Alejov , Ko¨ice

4.{6. Daniela KUBEJOV• Gymn zium Alejov , Ko¨ice

Miroslav BLA›KO Gymn zium Alejov , Ko¨ice

Draslav HRE¥O Gymn zium P.Horova, Michalovce

7.{10. Stanislav SURGENT Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice

Boris Z•POTOCK• Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice

Tom ¨ TOPERCER Gymn zium ›kolsk , Spi¨sk  Nov  Ves

J£lius JUHASZ Gymn zium P.Horova, Michalovce

Kateg¢ria C

1. Radovan BAUER Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice

2. Stanislav KOVAL€IN Gymn zium Alejov , Ko¨ice

3. Lenka BABIAKOV• Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice

4. Martina VI›¥OVSK• Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice

5.{6. Margar‚ta HIEKELOV• Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice

Tom ¨ MA›KUL‹K Gymn zium P.Horova, Michalovce

7. Michal KNAP Gymn zium Sobrance

8.{9. Peter BEZD‰K Gymn zium ›rob rov , Ko¨ice

Ivan MURKO Gymn zium Javorov , Spi¨sk  Nov  Ves

10.{11. Peter SAS•K Gymn zium Alejov , Ko¨ice

J n BORS‹K Z› Starozagorsk , Ko¨ice
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Kateg¢ria Z9

1.{2 ›tefan DAN€O Z› P.O. Hviezdoslava VeŒk‚ Kapu¨any

Miroslava CINKAISOV• Z› Janigova, Ko¨ice

3.{4. Darina POLOVKOV• Z› Ko‘uchov , Spi¨sk  Nov  Ves

Anna SLEBODN‹KOV• Gymn zium Javorov , Spi¨sk  Nov  Ves

5.{10. Mat£¨ BENKOVI€ Gymn zium Javorov , Spi¨sk  Nov  Ves

Franti¨ka ›EV€‹KOV• Z› Marku¨ovce

Gabriel KAR•DY Gymn zium Kr Œovsk˜ Chlmec

Rudolf KOLN‹K Z› Park Angelinum, Ko¨ice

Vladislav POKORN• Z› Hroncova, Ko¨ice

Michal KOH—T Z› Petzvalova, Ko¨ice

Kateg¢ria P

1. J n SENKO 4, SP›E Ko¨ice

2. Miroslav RUDI›IN 2, Gymn zium ›rob rova, Ko¨ice

3.{5. Marianna POœACK• 4, Gymn zium Trebi¨ov

Miroslav JAHODA 3, Gymn zium ›kolsk , Spi¨sk  Nov  Ves

Mari n HROMIAK 4, SP›E Partiz nska, Michalovce

Kra j Pre¨ov

Kateg¢ria A

1. Michal FORI›EK 4, Gymn zium Popradsk‚ n bre‘ie, Poprad

Kateg¢ria B

1. Peter BANDA Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ov

2. Igor GOMBO› Gymn zium P.O. Hviezdoslava, Ke‘marok

3.{5. Jana ONDKOV• Gymn zium L.St” ckela, Bardejov

Martin SEDLACK• Gymn zium Mudro¤ova, Pre¨ov

Peter ZAREMBA Gymn zium Komensk‚ho, Humenn‚

6.{8. Daniel JO›€•K Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ov

Du¨an MARU›€•K Gymn zium Stropkov

Jura j REVIœ•K Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ov
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9. œudmila HOSTOV• Gymn zium L.St” ckela, Bardejov

Kateg¢ria C

1. Eva SKOPALOV• Gymn zium Popr. n bre‘ie, Poprad

2. D vid DEREN‹K Gymn zium Snina

3. Daniela FORI›EKOV• Gymn zium D. Tatarku, Poprad

4. Jana KATU›€•KOV• Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ov

5.{8. Lenka B•TORYOV• Gymn zium P.O. Hviezdoslava, Ke‘marok

Eduard HYBLER Gymn zium P.O. Hviezdoslava, Ke‘marok

Jana M—DRA Gymn zium sv. Mikul ¨a, Pre¨ov

Martin VOJTEK Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ov

9.{10. Vladim¡r LIPT•K Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ov

Jura j SLOV‹K Gymn zium D. Tatarku, Poprad

Kateg¢ria Z9

1.{2. Katar¡na KVA›¥•KOV• Z› ›meralova, Pre¨ov

Michal RJA›KO Gymn zium Vranov nad TopŒou

3.{5. Lenka €A€KOV• Gymn zium Vranov nad TopŒou

Peter MARINI€ Z› ›meralova, Pre¨ov

Vladim¡r ’•K I. Z› Komensk‚ho, Bardejov

6.{8. Rastislav PJONTEK Z› Dr. Fischera, Ke‘marok

Lucia TOM•›OV• Z› Dr. Fischera, Ke‘marok

Jozef TOMKO VI. Z› Bardejov

9. Martin OROL‹N Z› ›v b ovce

10.{13. Zuzana BAJTO›OV• CZ› a Gymn zium sv. Mikul ¨a, Pre¨ov

Tom ¨ MALATIN Gymn zium Popr. n bre‘ie, Poprad

Monika PATLEVI€OV• IV. Z› Karpatsk , Svidn¡k

Miroslava VARGOV• Gymn zium Ke‘marok

Kateg¢ria P

1. Michal FORI›EK 4, Gymn zium Popradsk‚ n bre‘ie, Poprad

2. Slavom¡r KATU›€•K 3, Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ov

3. Michal BREZNICK• 4, Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ov

4. Peter BANDA 4, Gymn zium Kon¨tant¡nova, Pre¨ov



Zadania s£Ÿa‘n˜ch £loh

Kateg¢ria C

C { I { 1

Dan‚ je ¨tvormiestne ‡¡slo (v desiatkovej s£stave). Zmenou p oradia jeho ‡¡slic mo‘no

zostaviŸ pr ve osem ƒal¨¡ch ¨tvormiestnych ‡¡sel. S£‡et na jmen¨¡ch tro ch zo v¨etk˜ch

t˜chto deviatich ‡¡sel je 12 528. Ur‡te ‡¡slice dan‚ho ‡¡sla.

(P. €ernek)

C { I { 2

V ob d•‘niku AB CD plat¡ j AB j > j B C j . Obl£k AC kru‘nice, ktorej stred le‘¡ na strane

AB , pret¡na stranu CD v b o de M . Dok ‘te, ‘e priamky AM a B D s£ navz  jom kolm‚.

(L. Bo ‡ek, J. ›vr‡ek)

C { I { 3

Zistite, ‡i je ‡¡slo 19

1998

+ 98

1999

deliteŒn‚ deviatimi.

(P. Leischner)

C { I { 4

Adam a Bra¤o sa z£‡astnili na turna ji hranom syst‚mom ka‘d˜ s ka‘d˜m jeden z pas,

na ktorom mal ka‘d˜ hr ‡ o dohraŸ denne pr ve jeden z pas. Adam a Bra¤o v¨ak

o choreli a ako jedin¡ nedokon‡ili turna j. Bra¤o o dst£pil o p„Ÿ dn¡ prv ako Adam. Sp olu

sa o dohralo 350 z pasov. KoŒko z pasov o dohral Adam? Hral s Bra¤om?

(P. €ernek)

C { I { 5

Dan˜ je tro juholn¡k AB C , v ktorom j ] B AC j = 150

�

, j AB j = 4 cm a j AC j = 6 cm.

Zostro jte tro juholn¡k s dvo jn sobn˜m obsahom, ktor‚ho dve strany s£ zho dn‚ s niek-

tor˜mi dvomi stranami tro juholn¡ka AB C . N  jdite v¨etky rie¨enia.

(P. €ernek)

C { I { 6

Pre Œub ovoŒn£ dvo jicu re lnych ‡¡sel a; b sp•¤a j£cu vzŸah a + b = 1 plat¡

p

a

2

+ a + 1 +

p

b

2

+ b + 1 > 2 :
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Ak s£ naviac ‡¡sla a; b nez p orn‚, plat¡ tie‘

p

a

2

+ a + 1 +

p

b

2

+ b + 1 < 3 :

Obidve tvrdenia dok ‘te.

(P. Leischner, J. ›vr‡ek)

C { S { 1

N  jdite v¨etky dvo jice a , b nez p orn˜ch re lnych ‡¡sel, pre ktor‚ plat¡

p

a

2

+ b +

p

b

2

+ a =

p

a

2

+ b

2

+

p

a + b:

(J. ›im¨a)

C { S { 2

Ur‡te na jv„‡¨ie ¨tvorcifern‚ ‡¡slo n , pre ktor‚ je s£‡et n

19

+ 99

n

deliteŒn˜ desiatimi.

(J. ›vr‡ek)

C { S { 3

V rovine je dan˜ ob d•‘nik AB CD , nad ktor‚ho stranami AB a B C (ako nad priemermi)

s£ zvonku ob d•‘nika zostro jen‚ p o rade p olkru‘nice k a l . N  jdite £se‡ku X Y ‡o

na jv„‡¨ej d•‘ky d tak, aby platilo X 2 k a Y 2 l . D•‘ku d p otom vyjadrite p omo cou

d•‘ok a = j AB j a b = j B C j .

(J. ›vr‡ek)

C { I I { 1

Zistite, ktor‚ dvo jice pravideln˜ch mnohouholn¡kov ma j£ veŒkosti vn£torn˜ch uhlov

v p omere 2 : 3.

(S. Bedn ©ov )

C { I I { 2

N  jdite na jv„‡¨ie tro jcifern‚ ‡¡slo n , pre ktor‚ je s£‡et

1

2

+ 2

3

+ 3

4

+ 4

5

+ : : : + n

n +1

deliteŒn˜ tromi.

(J. ›im¨a)
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C { I I { 3

Zostro jte lichob e‘n¡k AB CD , pre ktor˜ plat¡:

j AC j = 8 cm ; j B D j = 6 cm ; j AB j + j CD j = 10 cm

a stred kru‘nice op¡sanej tro juholn¡ku ACD le‘¡ na z kladni AB .

(P. Leischner)

C { I I { 4

Dok ‘te, ‘e pre ka‘d‚ tri re lne ‡¡sla x , y , z , ktor‚ sp•¤a j£ nerovnosti

0 < x < y < z < 1 ;

plat¡ tie‘ nerovnosŸ

x

2

+ y

2

+ z

2

< xy + y z + z x + z � x:

(J. B b eŒa)

Kateg¢ria B

B { I { 1

Na l£ke s£ deti a j dosp el¡. Po ‡et p ercent chlap cov zo v¨etk˜ch det¡ je rovn˜ p o ‡tu

p ercent diev‡at zo v¨etk˜ch pr¡tomn˜ch os“b a tie‘ p o ‡tu v¨etk˜ch dosp el˜ch. KoŒko

chlap cov, diev‡at a dosp el˜ch je na l£ke?

(œ. Fab¨o, P. €ernek)

B { I { 2

Uva‘ujme zho dn‚ p olkru‘nice, ktor‚ le‘ia v danom pravom uhle a ktor˜ch koncov‚

b o dy le‘ia ka‘d˜ na inom ramene prav‚ho uhla. Ur‡te mno‘inu, ktor£ vyplnia b o dy

v¨etk˜ch t˜chto p olkru‘n¡c.

(J. Zhouf )

B { I { 3

N  jdite v¨etky tro jmiestne ‡¡sla v desiatkovej s£stave, ktor‚ s£ rovn‚ tretine ‡¡sla s t˜m

ist˜m z pisom v inej ‡¡selnej s£stave.

(P. €ernek)
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B { I { 4

Dan˜ je rovnostrann˜ tro juholn¡k AB C . Na strane B C n  jdite b o d P tak, aby kru‘nica

vp¡san  tro juholn¡ku AB P a kru‘nica prip¡san  k strane P C tro juholn¡ka AP C b oli

zho dn‚.

(J. ›vr‡ek)

B { I { 5

Z gule s p olomerom R je o ddelen˜ guŒov˜ o dsek s v˜¨kou v ( v < R ). Do tohto o dseku je

vp¡san  guŒa K s p olomerom

v

2

. …alej je do o dseku vp¡san˜ch osem zho dn˜ch men¨¡ch

gul¡, z ktor˜ch ka‘d  sa dot˜ka gule K . ’iadne dve z nich nema j£ sp olo ‡n˜ vn£torn˜

b o d a ka‘d  z nich sa dot˜ka pr ve dvo ch ostatn˜ch. Ur‡te p omer v : R .

(J. Zhouf )

B { I { 6

N  jdite v¨etky mo‘n‚ ho dnoty s£‡tu x + y , kde re lne ‡¡sla x; y sp•¤a j£ rovnosŸ x

3

+

+ y

3

= 3 xy .

(J. ›im¨a)

B { S { 1

Na ihrisku je menej ako 500 det¡. Pritom p o ‡et p ercent chlap cov zo v¨etk˜ch det¡ sa

rovn  p o ‡tu v¨etk˜ch diev‡at. KoŒko chlap cov a koŒko diev‡at je na ihrisku? N  jdite

v¨etky mo‘nosti.

(P. €ernek)

B { S { 2

V trojuholn¡ku AB C p ozn me a = j B C j , p olomer % kru‘nice vp¡sanej a p olomer %

a

kru‘nice prip¡sanej k strane B C . Dok ‘te, ‘e vzdialenosŸ stredov ob o ch kru‘n¡c sa rovn 

p

a

2

+ ( %

a

� % )

2

.

(P. Leischner)

B { S { 3

Kvadratick  rovnica x

2

� 35 x + 334 = 0, ktorej ko e�cienty s£ zap¡san‚ v ‡¡selnej s£stave

so z kladom z ( z = 6), m  dva r“zne re lne korene. Ur‡te z a obidva korene.

(J. ›im¨a)
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B { I I { 1

N  jdite v¨etky ¨tvorice priro dzen˜ch ‡¡sel a , b , c , d , pre ktor‚ plat¡

ab + cd = 1 999 ;

ac + bd = 1 999 ;

ad + bc = 1 999 :

(J. B b eŒa)

B { I I { 2

Dan˜ je pravouhl˜ trojuholn¡k AB C , nad ktor‚ho o dvesnami AB a B C (ako nad

priemermi) s£ zvonku tro juholn¡ka zostro jen‚ p o rade p olkru‘nice k a l . Vrcholom B

veƒte priamku p , ktor  pret¡na p olkru‘nice k a l p o rade v b o do ch X a Y tak, aby

¨tvoruholn¡k AX Y C mal ‡o na jv„‡¨¡ obvo d.

(J. ›im¨a, J. ›vr‡ek)

B { I I { 3

N  jdite v¨etky mo‘n‚ ho dnoty v˜razu

x + y

x

2

+ y

2

;

kde x a y s£ Œub ovoŒn‚ re lne ‡¡sla sp•¤a j£ce p o dmienku x + y = 1.

(J. ›im¨a)

B { I I { 4

Nech A a B s£ r“zne b o dy roviny. …alej je dan˜ orientovan˜ uhol ! (0

�

< ! < 90

�

).

Pre Œub ovoŒn˜ b o d X ozna‡me p o rade X

A

, X

B

obrazy b o du X v oto ‡eniach okolo

stredov A a B o uhol ! . N  jdite v¨etky tak‚ b o dy X , pre ktor‚ je trojuholn¡k X X

A

X

B

rovnostrann˜.

(E. Kov ‡)

Kateg¢ria A

A { I { 1

N  jdite na jmen¨ie priro dzen‚ ‡¡slo, ktor‚ mo‘no dostaŸ doplnen¡m z tvoriek do v˜razu

15 : 14 : 13 : 12 : 11 : 10 : 9 : 8 : 7 : 6 : 5 : 4 : 3 : 2 :
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(P. €ernek)

A { I { 2

N  jdite v¨etky kladn‚ ‡¡sla k , pre ktor‚ plat¡: zo v¨etk˜ch tro juholn¡kov AB C , v ktor˜ch

j AB j = 5 cm a j AC j : j B C j = k , m  na jv„‡¨¡ obsah rovnoramenn˜ tro juholn¡k.

(P. €ernek)

A { I { 3

Pre ktor‚ cel‚ ‡¡sla a je maximum a j minimum funkcie

y =

12 x

2

� 12 ax

x

2

+ 36

cel‚ ‡¡slo?

(P. €ernek)

A { I { 4

Ozna‡me � ( k ) p o ‡et v¨etk˜ch kladn˜ch deliteŒov priro dzen‚ho ‡¡sla k a nech ‡¡slo n je

rie¨en¡m rovnice � (1 ; 6 n ) = 1 ; 6 � ( n ). Ur‡te ho dnotu p o dielu � (0 ; 16 n ) : � ( n ).

(P. €ernek)

A { I { 5

Dok ‘te, ‘e existuje tro juholn¡k AB C , v ktorom pri zvy‡a jnom ozna‡en¡ platia obidve

pytagorejsk‚ rovnosti t

2

a

+ t

2

b

= t

2

c

a v

2

a

+ v

2

b

= v

2

c

. …alej uk ‘te, ‘e pre vn£torn‚ uhly

tak‚ho tro juholn¡ka plat¡ j � � � j = 90

�

a cos 
 =

2

5

p

5.

(J. ›im¨a)

A { I { 6

Z papiera b ol zlep en˜ mo del ¨tvorstena, ktor‚ho ka‘d‚ dve protiŒahl‚ hrany s£ zho dn‚.

Rozho dnite, ‡i m“‘eme mo del rozrezaŸ p ozd•‘ tro ch £se‡iek tak, aby ho p otom b olo

mo‘n‚ rozvin£Ÿ do roviny a vznikol pritom ob d•‘nik. Existuj£ pre pravideln˜ ¨tvorsten

dva tak‚to sp “soby rozrezania, pri ktor˜ch vznikn£ nezho dn‚ ob d•‘niky?

(M. Hejn˜, P. Leischner)

A { S { 1

Dok ‘te, ‘e existuje ostrouhl˜ trojuholn¡k AB C , ktor‚ho Ÿa‘nice z vrcholov A a B s£

p o rade zho dn‚ so stranami AC a AB .

(J. ›im¨a)
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A { S { 2

V rovine s£ dan‚ dva r“zne b o dy A a B . N  jdite v¨etky re lne ‡¡sla k > 1, pre ktor‚

plat¡: Zo v¨etk˜ch trojuholn¡kov AB C , v ktor˜ch j AC j : j B C j = k , m  na jv„‡¨¡ mo‘n˜

vn£torn˜ uhol pri vrchole A rovnoramenn˜ trojuholn¡k.

(J. ›im¨a, L. Bo ‡ek)

A { S { 3

Uk ‘te, ‘e pre ka‘d‚ priro dzen‚ ‡¡slo n je s£‡in

�

4 �

2

1

��

4 �

2

2

� �

4 �

2

3

�

: : :

�

4 �

2

n

�

cel‚ ‡¡slo.

(R. Horensk˜)

A { I I { 1

Aritmetick˜ priemer niekoŒk˜ch navz  jom r“znych prvo ‡¡sel sa rovn  27. Ur‡te, ak‚

na jv„‡¨ie prvo ‡¡slo medzi nimi m“‘e byŸ.

(S. Bedn ©ov , P. €ernek)

A { I I { 2

Dan˜ je ¨tvorec AB CD . Dok ‘te, ‘e pre v¨etky b o dy P toho obl£ka AB kru‘nice ¨tvorcu

op¡sanej, ktor˜ neobsahuje b o dy C , D , m  v˜raz

j AP j + j B P j

j C P j + j D P j

rovnak£ ho dnotu. Ur‡te ju.

(J. ›vr‡ek)

A { I I { 3

V Œub ovoŒnom trojuholn¡ku AB C ozna‡me M a N p o rade stredy str n B C a AC .

Dok ‘te, ‘e Ÿa‘isko trojuholn¡ka AB C le‘¡ na kru‘nici op¡sanej trojuholn¡ku C M N

pr ve vtedy, keƒ plat¡ rovnosŸ

4 � j AM j � j B N j = 3 � j AC j � j B C j :

(J. ›im¨a)
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A { I I { 4

N  jdite re lne ‡¡sla a , b , c , d , pre ktor‚ v¨etky rie¨enia x nerovnice

ax

2

+ bx + c

a + dx � x

2

5 2 x

tvoria mno‘inu f 0 g [ (4 ; + 1 ).

(P. €ernek)

A { I I I { 1

Do ‡itateŒa a j menovateŒa zlomku

29 : 28 : 27 : 26 : 25 : 24 : 23 : 22 : 21 : 20 : 19 : 18 : 17 : 16

15 : 14 : 13 : 12 : 11 : 10 : 9 : 8 : 7 : 6 : 5 : 4 : 3 : 2

smieme opakovane vpisovaŸ z tvorky, a to v‘dy na rovnak‚ miesta p o d seba.

a) Ur‡te na jmen¨iu mo‘n£ celo ‡¡seln£ ho dnotu v˜sledn‚ho v˜razu.

b) N  jdite v¨etky mo‘n‚ celo ‡¡seln‚ ho dnoty v˜sledn‚ho v˜razu.

(J. ›im¨a)

A { I I I { 2

Vo v¨eob ecnom ¨tvorstene AB CD ozna‡me E a F stredy Ÿa‘n¡c z vrcholov A a D .

Ur‡te p omer ob jemov ¨tvorstenov B C E F a AB CD . (†a‘nicou v ¨tvorstene je sp o jnica

vrcholu s Ÿa‘iskom protiŒahlej steny.)

(P. Leischner)

A { I I I { 3

Uk ‘te, ‘e existuje trojuholn¡k AB C , v ktorom pri obvyklom ozna‡en¡ str n a Ÿa‘n¡c

plat¡ a 6= b a z rove¤ a + t

a

= b + t

b

. …alej dok ‘te existenciu tak‚ho ‡¡sla k , ‘e pre

ka‘d˜ sp om¡nan˜ trojuholn¡k plat¡ a + t

a

= b + t

b

= k ( a + b ). Nakoniec n  jdite v¨etky

p omery a : b str n a , b tak˜ch trojuholn¡kov.

(J. ›im¨a)

A { I I I { 4

V istom jazyku s£ len dve p¡smena A a B . Pre slov  tohto jazyka plat¡:

1) Jednop¡smenov‚ slov  neexistuj£, dvo jp¡smenov‚ slov  s£ len AB a B B .

2) PostupnosŸ p¡smen d•‘ky n > 2 je slovo pr ve vtedy, keƒ vznikne z nejak‚ho slova

tohto jazyka s p o ‡tom p¡smen men¨¡m ako n , a to tak, ‘e v tomto slove p¡smen  A

p onech me na mieste a ka‘d‚ p¡smeno B s£‡asne nahrad¡me nejak˜m (nie nutne

rovnak˜m) slovom tohto jazyka.
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Dok ‘te, ‘e p o ‡et n -p¡smenov˜ch slov tohto jazyka je pre ka‘d‚ n rovn˜ ‡¡slu

2

n

+ 2 � ( � 1)

n

3

:

(P. Hlinˆn˜, P. Ka¤ovsk˜)

A { I I I { 5

V rovine je dan˜ ostr˜ uhol AP X . Zostro jte ¨tvorec AB CD tak, aby b o d P le‘al

na strane B C a aby p olpriamka P X preŸala stranu CD v takom b o de Q , ‘e b o d P le‘¡

na osi uhla B AQ .

(J. ›im¨a)

A { I I I { 6

N  jdite v¨etky dvo jice re lnych ‡¡sel a a b , pre ktor‚ m  s£stava rovn¡c

x + y

x

2

+ y

2

= a;

x

3

+ y

3

x

2

+ y

2

= b

s nezn mymi x a y rie¨enie v ob ore re lnych ‡¡sel.

(J. ›im¨a)



Rie¨enia s£Ÿa‘n˜ch £loh

Kateg¢ria C

C { I { 1

Na jprv zist¡me, koŒko ¨tvorcifern˜ch ‡¡sel je mo‘n‚ zostaviŸ z p evne zvolenej ¨tvorice

‡¡slic. V ƒal¨¡ch £vah ch budeme nenulov‚ cifry ozna‡ovaŸ mal˜mi p¡smenami. R“zne

p¡smen  nikdy neozna‡uj£ rovnak£ ‡¡slicu, symb ol 0 ozna‡uje nulu.

›tvorice ‡¡slic ( a; a; a; a ) a ( a; 0 ; 0 ; 0) ur‡uj£ ka‘d  len jedno ¨tvorcifern‚ ‡¡slo, cifry

a , a , a , 0 tri: a aa 0, a a 0 a , a 0 aa . Z ‡¡slic a , a , a , b ( a 6= b ) je mo‘n‚ zostaviŸ len ¨tyri

¨tvorcifern‚ ‡¡sla: a aab , a aba , a baa , b aaa .

Z ci�er a , a , 0, 0 zostav¡me len tri ‡¡sla a a 00, a 0 a 0, a 00 a . Pre cifry a , a , b , b ( a 6= b )

m me sp olu ¨esŸ mo‘nost¡: a abb , a bab , a bba , b aab , b aba , b baa . To je st le m lo.

€¡slice a , a , b , 0 ur‡uj£ pr ve dev„Ÿ ‡¡sel: a ab 0, a a 0 b , a ba 0, a b 0 a , a 0 ab , a 0 ba ,

b aa 0, b a 0 a , b 0 aa . Analogick˜m p ostup om zist¡me, ‘e vy¨etrovanie ƒal¨¡ch mo‘nost¡

u‘ k p o ‡tu 9 nevedie. PrehŒad v¨etk˜ch mo‘n˜ch v˜sledkov je uveden˜ v nasleduj£cej

tabuŒke.

Typ a 000 a aaa a aa 0 a aab a a 00 a abb a ab 0 a b 00 a abc a bc 0 a bcd

Po ‡et 1 1 3 4 3 6 9 6 12 18 24

Dan‚ ‡¡slo m  teda cifry a , a , b , 0, kde a , b s£ r“zne nenulov‚ ‡¡slice.

Rozl¡¨me dve situ cie a zap¡¨me v ka‘dej z nich p¡somn‚ s‡¡tanie tro ch na jmen¨¡ch

‡¡sel:

I. a < b I I. a > b

a 0 ab b 0 aa

a 0 ba b a 0 a

a a 0 b b aa 0

12 528 12 528

V pr¡pade I je z Œav˜ch dvo ch st•p cov zrejm‚, ‘e a = 4, a z prav‚ho st•p ca dostaneme

2 b + 4 = 8 aleb o 2 b + 4 = 18. Po dmienke a < b vyhovuje len b = 7. œahko sa presved‡¡me,

‘e cifry a = 4 a b = 7 s£ rie¨en¡m £lohy.

V I I. pr¡pade je z prav˜ch dvo ch st•p cov vidieŸ, ‘e ‡¡slo 2 a m  p osledn£ ‡¡slicu 8

a z rove¤ 2 aleb o 1. To v¨ak nie je mo‘n‚.

In  mo‘nosŸ vy¨etrenia situ cie I: Nazna‡en˜ s£‡et m“‘eme prep¡saŸ v tvare 3 000 a +

+ 100 a + 10( a + b ) + a + 2 b = 12 528. —pravou Œahko zist¡me, ‘e a = 4 +

28 � 4 b

1 037

.

Z p o dmienky, ‘e p osledn˜ zlomok je cel‚ ‡¡slo k , vyjde b = 7 �

1 037 k

4

, a = 4 + k . Je

zrejm‚, ‘e a , b bud£ ‡¡slice len pre k = 0. Analogicky mo‘no p ostup ovaŸ a j v pr¡pade I I.



Rie¨enia s£Ÿa‘n˜ch £loh, kateg¢ria C 31

A B

CD

S

M

�

�

2 � 2 �

�

�

Obr. 1

A

B

CD

S

M

N

E

�

Obr. 2

Z ver : €¡slice hŒadan‚ho ‡¡sla s£ 4, 4, 7 a 0.

C { I { 2

Ozna‡me S stred danej kru‘nice a � veŒkosŸ uhla CAB , � < 45

�

(obr. 1). Potom tie‘

j < ) S AC j = j < ) S C A j = � , leb o tro juholn¡k AS C je rovnoramenn˜. Jeho vonka j¨¡ uhol

B S C m  teda veŒkosŸ 2 � . Tro juholn¡k M S C je tie‘ rovnoramenn˜, a preto s£mern˜

p o dŒa osi z kladne M C . Obrazom uhla B S C v tejto s£mernosti je uhol AS M , ktor‚ho

veŒkosŸ je teda tie‘ 2 � . Z rovnoramenn‚ho tro juholn¡ka AS M p otom m me j < ) B AM j =

= j < ) S AM j =

1

2

(180

�

� 2 � ) = 90

�

� � , a o dtiaŒ je u‘ kolmosŸ priamok AM a B D zrejm ,

leb o j < ) AB D j = j < ) C AB j = � .

In‚ rie¨enie. V s£lade s obr. 2. ozna‡me AE priemer danej kru‘nice a N p„tu

kolmice z b o du M na priamku AB . Z vlastnost¡ ob d•‘nika AN M D a zo symetrie

vzhŒadom na os strany AE vypl˜va j D M j = j AN j = j B E j a naviac s£ £se‡ky D M

a B E rovnob e‘n‚. Preto je B E M D rovnob e‘n¡k. Priamka B D je teda rovnob e‘n 

s priamkou M E , ktor  je kolm  na priamku AM p o dŒa T lesovej vety.

C { I { 3

Polo‘me x = a + b , kde a = 19

1 998

a b = 98

1 999

. Zrejme plat¡

a = 19

1 998

= (18 + 1)

1 998

= (18 + 1)(18 + 1) : : : (18 + 1) :

Keby sme teraz v¨etky z tvorky p osledn‚ho v˜razu b ez ƒal¨¡ch £prav rozn sobili, b oli

by v¨etky ‡leny s£‡tu deliteŒn‚ osemn stimi a‘ na ‡len, ktor˜ je rovn˜ s£‡inu v¨etk˜ch

jednotiek. Preto je a = 18 m + 1, kde m 2 N . Analogicky zist¡me, ‘e

b = 98

1 999

= (99 � 1)

1 999

= (99 � 1)(99 � 1) : : : (99 � 1)

a o dtiaŒ b = 99 n � 1 pre vho dn‚ n 2 N , leb o celkov˜ p o ‡et uz tvorkovan˜ch ‡initeŒov

na pravej strane je nep rny.

€¡slo x = 18 m + 1 + 99 n � 1 = 9(2 m + 11 n ) je deliteŒn‚ deviatimi.

C { I { 4

Ka‘d˜ de¤ b oli hr ‡i rozdelen¡ do dvo j¡c, v ktor˜ch mali zohraŸ svo j z pas. Po ‡et

v¨etk˜ch hr ‡ov b ol teda p rny, ozna‡me ho 2 n . Denne sa malo o dohraŸ n z pasov,
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turna j b ol napl novan˜ na 2 n � 1 dn¡. Predp oklada jme, ‘e Adam o dst£pil d dn¡ pred

koncom turna ja a Bra¤o d + 5 dn¡ pred koncom.

PokiaŒ Adam hral s Bra¤om, o dpadlo kv“li ich chorob e z p “vo dne pl novan˜ch n (2 n �

� 1) z pasov toŒko, koŒko ich oba ja neo dohrali, t.j. sp olu 2 d + 5 z pasov. PokiaŒ sp olu

nehrali, o dpadlo len 2 d + 4 z pasov. Po dŒa toho plat¡ buƒ

n (2 n � 1) = 355 + 2 d; aleb o n (2 n � 1) = 354 + 2 d:

Z rovn¡c vypl˜va jednak o dhad 2 n

2

> 354, ale tie‘ n (2 n � 5) < 344, leb o p o dŒa

v˜znamu ‡¡sla d plat¡ d + 5 5 2 n � 1. Z prvej nerovnosti tak dostaneme n > 13, z druhej

n < 15 (pre n = 15 je n (2 n � 5) = 375). Preto nutne n = 14. Z rove¤ vid¡me, ‘e Œav 

strana ka‘dej z ob o ch predch dza j£cich rovn¡c je pre n = 14 p rna, tak‘e m“‘e platiŸ

len druh  z nich. Z nej vyp o ‡¡tame d = 12. Turna j teda trval 2 n � 1 = 27 dn¡ a Adam

o dst£pil 12 dn¡ pred jeho koncom. Odohral 15 z pasov a s Bra¤om nehral.

C { I { 5

Tro juholn¡k AB C Œahko zostro j¡me, a t˜m kon¨truk‡ne ur‡¡me jeho v˜¨ky a j d•‘ky

v¨etk˜ch str n. HŒadan˜ tro juholn¡k ozna‡me LM N . Pri zho dn˜ch z kladniach ob o ch

tro juholn¡kov s£ v˜¨ky prisluchj£ce t˜mto z kladniam v p omere ich obsahov, t.j. 2 : 1.

Tro juholn¡k LM N je ur‡en˜ d•‘kami m , n str n LN , LM , ktor‚ s£ zho dn‚ s niektor˜mi

dvoma stranami dan‚ho tro juholn¡ka, a v˜¨kou v

m

. PrehŒad v¨etk˜ch mo‘nost¡ ud va

nasleduj£ca tabuŒka (je treba si uvedomiŸ, ‘e ka‘d  zo zvy¨n˜ch situ ci¡ vedie na

tro juholn¡k zho dn˜ s niektor˜m predch dza j£cim):

I I I I I I

m a b c

v

m

2 v

a

2 v

b

2 v

c

n b c a

Kon¨trukciu tro juholn¡ka LM N nazna‡uje obr. 3.

N L

M

k ( L; n )

m

v

m

�

Obr. 3



Rie¨enia s£Ÿa‘n˜ch £loh, kateg¢ria C 33

Na jprv zostro j¡me £se‡ku N L d•‘ky m . Tret¡ vrchol M je b o dom prieniku kru‘nice

k ( L; n ) a priamky p rovnob e‘nej s priamkou N L vo vzdialenosti v

m

. Pritom sta‡¡ uva‘o-

vaŸ rie¨enie len v jednej p olrovine ur‡enej priamkou N L . Po dŒa p o ‡tu b o dov tohoto

prieniku m“‘e maŸ ka‘d  zo situ ci¡ I a‘ I I I v¨eob ecne ‘iadne, 1 aleb o 2 (uva‘ujeme len

nezho dn‚) rie¨enia. To predstavuje a‘ 6 nezho dn˜ch tro juholn¡kov K LM . V skuto ‡nosti

je ich pre dan‚ ‡¡seln‚ zadanie len p„Ÿ. Plat¡ toti‘ 2 v

b

= 2 b � sin 150

�

= c , a preto sa

v pr¡pade I I kru‘nica k priamky p len dotkne.

A

B

C

k

1

( C ; b )

k

2

( A; c )

k

3

( B ; a )

p

1
p

2

p

3

D

E

F

G H

�

Obr. 4

V¨etky rie¨enia s£ prehŒadne zostro jen‚ na obr. 4. S£ to tro juholn¡ky C B D , C B E ,

AC F , B AG a B AH .

C { I { 6

Na jprv je nutn‚ overiŸ, ‡i s£ dan‚ v˜razy de�novan‚ pre v¨etky re lne ‡¡sla a , b . Sta‡¡

dok zaŸ, ‘e pre ka‘d‚ re lne u je v˜raz U = u

2

+ u + 1 nez p orn˜.

1. sp“sob :

U = u

2

+ 2 �

1

2

u +

�

1

2

�

2

�

�

1

2

�

2

+ 1 =

�

u +

1

2

�

2

+

3

4

:

OdtiaŒ vid¡me, ‘e je dokonca

U = u

2

+ u + 1 =

3

4

; (3)

preto‘e druh  mo cnina re lneho v˜razu je v‘dy nez p orn .
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2. sp“sob : Pre u = 0 je zrejme v˜raz U kladn˜. Ak je u < 0, je

U > u

2

+ u + 1 + u = ( u + 1)

2

= 0 :

3. sp“sob : Predstavme si rovnosŸ U = u

2

+ u + 1 ako kvadratick£ rovnicu u

2

+ u +

+ (1 � U ) = 0 s parametrom U . Tento vzŸah je splnen˜ pre nejak‚ re lne u , len keƒ je

pr¡slu¨n˜ diskriminant nez p orn˜, t.j. 1 � 4(1 � U ) = 0, a o dtiaŒ U =

3

4

.

…alej je mo‘n‚ sk£¨aŸ v˜raz

V =

p

a

2

+ a + 1 +

p

b

2

+ b + 1 (4)

upravovaŸ, aby sme ho mohli o dhadn£Ÿ. Ako asi bud£ p ostup ovaŸ? Uvedieme niekoŒko

mo‘nost¡:

I. Dosaden¡m b = 1 � a do (3) dostaneme

V =

p

a

2

+ a + 1 +

p

a

2

� 3 a + 3 : (5)

T˜m sme sa v¨ak k cieŒu veŒmi nepribl¡‘ili. Sk£sme e¨te obidve strany rovnosti (5)

umo cniŸ:

V

2

= a

2

+ a

2

� 2 a + 1 + 3 + 2

p

a

2

+ a + 1

p

a

2

� 3 a + 3 =

= a

2

+ ( a � 1)

2

+ 3 + 2

p

a

4

� 2 a

3

+ a

2

+ 3 :

V˜raz p o d o dmo cninou sa d  e¨te p o vy¤at¡ a z prv˜ch tro ch ‡lenov upraviŸ, tak‘e

dostaneme

V

2

= 3 + a

2

+ ( a � 1)

2

+ 2

p

3 + a

2

( a � 1)

2

(6)

I I. RovnosŸ (4) umo cn¡me priamo a pri ƒal¨¡ch £prav ch opakovane nahr dzame

s£‡ty a + b jednotkami:

V

2

= a

2

+ b

2

+ 3 + 2

p

a

2

b

2

+ ab ( a + b + 1) + a

2

+ b

2

+ a + b + 1 =

= 3 + a

2

+ 2

p

3 + a

2

b

2

+ b

2

: (7)

D“kaz nerovnosti (1).

1. rie¨enie (b ez umo c¤ovania v˜razu V ): Ak s£ a , b nez p orn‚, je V >

p

1 +

p

1 =

= 2. Ak je b < 0, p otom mus¡ byŸ a > 1. Polo‘me teda na pravej strane vzŸahu (4)

a = 1 a druh£ o dmo cninu o dhadneme p omo cou (3). Dostaneme tak silnej¨¡ o dhad, ako

sa p o‘aduje: V >

p

3 +

q

3

4

=

3

2

p

3 >

5

2

.

2. rie¨enie . Keƒ uv ‘ime, ‘e druh  mo cnina ka‘d‚ho re lneho ‡¡sla je nez p orn ,

o dhadneme z (6), ‘e V

2

= 3 + 2

p

3 > 4, a p o o dmo cnen¡ dostaneme V > 2.

3. rie¨enie . Zo vzŸahu (7) vid¡me, ‘e

V

2

> 3 +

�

a

2

+ 2

p

a

2

p

b

2

+ b

2

�

=

= 3 +

�

p

a

2

+

p

b

2

�

2

= 3 + ( j a j + j b j )

2

= 4 ;

a teda V > 2.
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D“kaz nerovnosti (2).

1. rie¨enie . Preto‘e a , b s£ nez p orn‚ a nem“‘e platiŸ a = b = 0, plat¡

V <

p

a

2

+ 2 a + 1 +

p

b

2

+ 2 b + 1 = ( a + 1) + ( b + 1) = 3 :

2. rie¨enie . Z p o dmienky a + b = 1 pre nez p orn‚ ‡¡sla a , b m me 0 5 a 5 1,

0 5 b 5 1 a ho dnotu v˜razu V m“‘eme o dhadn£Ÿ dosaden¡m a = b = 1 do (7):

V

2

< 3 + 1 + 2

p

4 + 1 = 9, tak‘e V < 3.

C { S { 1

Umo cnen¡m rovnice s nez p orn˜mi stranami a ƒal¨¡mi ekvivalentn˜mi £pravami p os-

tupne dostaneme

a

2

+ b + 2

p

( a

2

+ b )( b

2

+ a ) + b

2

+ a = a

2

+ b

2

+ 2

p

( a

2

+ b

2

)( a + b ) + a + b;

p

( a

2

+ b )( b

2

+ a ) =

p

( a

2

+ b

2

)( a + b ) ;

( a

2

+ b )( b

2

+ a ) = ( a

2

+ b

2

)( a + b ) ;

a

2

b

2

+ a

3

+ b

3

+ ab = a

3

+ ab

2

+ ba

2

+ b

3

;

ab ( ab + 1 � a � b ) = 0 ;

ab ( a � 1)( b � 1) = 0 :

HŒadan˜mi s£ preto pr ve tie dvo jice nez p orn˜ch ‡¡sel a , b , ktor‚ sp•¤a j£ asp o¤ jednu

z p o dmienok a = 0, b = 0, a = 1 aleb o b = 1.

C { S { 2

Dan˜ s£‡et je nep rny pre p rne n . Je teda deliteŒn˜ desiatimi, len keƒ je n nep rne.

Pre n = 2 k + 1 d va s‡¡tanec 99

n

= (100 � 1)

2 k +1

= 10 A � 1 pri delen¡ desiatimi

zvy¨ok 9, a preto druh˜ s‡¡tanec n

19

mus¡ daŸ pri delen¡ desiatimi zvy¨ok 1.

Dekadick˜ z pis ‡¡sla 3

19

= 3 � (10 � 1)

9

= 10 B � 3 zrejme kon‡¡ ‡¡slicou 7, a preto

‡¡slo tvaru (10 r � 3)

19

nem“‘e daŸ pri delen¡ desiatimi zvy¨ok 1. Rovnak˜ z ver m“‘eme

urobiŸ a j pre ‡¡sla tvaru (10 r � 1)

19

a (10 r + 5)

19

. OdtiaŒ vypl˜va, ‘e n m“‘e byŸ jedine

tvaru 10 r + 1, a na jv„‡¨ie tak‚ ¨tvorcifern‚ ‡¡slo je 9 991. €¡slo n

19

+ 99

n

je p otom

zrejme deliteŒn‚ desiatimi.

In‚ rie¨enie. Pri ‡¡slach n

19

a 99

n

n s zauj¡ma j£ len ich p osledn‚ ‡¡slice. Preto‘e

p osledn  cifra akejkoŒvek mo cniny n

k

z vis¡ len o d exp onentu k a p oslednej ‡¡slice c



36

z kladu n , zostav¡me tabuŒku p osledn˜ch ‡¡slic mo cn¡n c

k

pre c = 0 ; 1 ; : : : ; 9:

k

c

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

2 0 1 4 9 6 5 6 9 4 1

3 0 1 8 7 4 5 6 3 2 9

4 0 1 6 1 6 5 6 1 6 1

5 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

6 0 1 4 9 6 5 6 9 4 1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Zo st•p ca tabuŒky pre c = 9 vid¡me, ‘e ‡¡slo 99

n

kon‡¡ ‡¡slicou 1 aleb o 9 p o dŒa toho, ‡i

je n p rne ‡i nep rne, tak‘e ‡¡slo n

19

m  p o dŒa toho kon‡iŸ ‡¡slicou 9 aleb o 1. Z tabuŒky

ƒalej vid¡me, ‘e ‡¡sla n

k

a n

k +4

kon‡ia v‘dy rovnakou cifrou. To teda plat¡ a j pre ‡¡sla

n

19

a n

3

. Z tretieho riadku uvedenej tabuŒky ( k = 3) v¨ak vid¡me, ‘e ‡¡slo n

3

nekon‡¡

‡¡slicou 9 pre ‘iadne p rne n (kon‡¡ toti‘ ‡¡slicou 9 len pre nep rne n kon‡iace ‡¡slicou 9),

zato ‡¡slicou 1 kon‡¡ pre pr ve tie nep rne n , ktor‚ sa kon‡ia ‡¡slicou 1. Na jv„‡¨ie tak‚

¨tvorcifern‚ ‡¡slo je n = 9 991, ktor‚ je rie¨en¡m £lohy.

C { S { 3

Stredy E , F p olkru‘n¡c s£ toto‘n‚ so stredmi str n AB , B C (obr. 5). Polomery t˜chto

A

B

CD

E

F

X

Y

X

0

Y

0

k

l

�

Obr. 5

p olkru‘n¡c s£

1

2

a ,

1

2

b a z tro juholn¡ka E B F Œahko p omo cou Pytagorovej vety sp o ‡¡tame

j E F j =

r

1

4

a

2

+

1

4

b

2

=

1

2

p

a

2

+ b

2

:

Po dŒa trojuholn¡kovej nerovnosti (obr. 5) zrejme pre Œub ovoŒn‚ dva b o dy X , Y tak‚,

‘e X le‘¡ na p olkru‘nici k a Y na p olkru‘nici l , plat¡

j X Y j 5 j X E j + j E Y j 5 j X E j + j E F j + j F Y j
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s rovnosŸou pr ve vtedy, keƒ b o dy X , E , F a Y v tomto p orad¡ le‘ia na priamke. —se‡ka

X Y m  teda na jv„‡¨iu d•‘ku pre X = X

0

, Y = Y

0

, kde b o dy X

0

, Y

0

s£ priese‡n¡ky

p olkru‘n¡c k , l s priamkou E F . Pre d•‘ku £se‡ky X

0

Y

0

p otom plat¡

j X

0

Y

0

j =

1

2

a +

1

2

p

a

2

+ b

2

+

1

2

b =

1

2

�

a + b +

p

a

2

+ b

2

�

:

C { I I { 1

Pravideln˜ n -uholn¡k ( n = 3) sa sklad  z n navz  jom zho dn˜ch rovnoramenn˜ch

tro juholn¡kov, ktor‚ ma j£ pri sp olo ‡nom hlavnom vrchole uhol veŒkosti

1

n

360

�

. VeŒkosŸ

jeho vn£torn‚ho uhla je teda �

n

= 180

�

�

1

n

360

�

=

n � 2

n

180

�

.

Zadanie £lohy tak vedie k rovnici

3( n � 2)

n

=

2( m � 2)

m

; (1)

ktor£ uprav¡me na tvar

mn = 6 m � 4 n aleb o n = 6 � 4

m

n

:

OdtiaŒ vypl˜va, ‘e n < 6. Dosaden¡m n 2 f 3 ; 4 ; 5 g n  jdeme nasleduj£ce tri dvo jice

[ n; m ] = [3 ; 4] ; [4 ; 8] ; [5 ; 20], ktor‚ vyhovuj£ rovnici (1).

—lohe vyhovuj£ tri dvo jice pravideln˜ch mnohouholn¡kov: trojuholn¡k a ¨tvorec,

¨tvorec a osemuholn¡k, p„Ÿuholn¡k a dvadsaŸuholn¡k.

C { I I { 2

Na jprv si v¨imneme, ‘e pri delen¡ tromi d va j£ ‡¡sla k a k

3

v‘dy rovnak˜ zvy¨ok (to

sta‡¡ overiŸ pre k 2 f 0 ; 1 ; 2 g ). To znamen , ‘e a j v¨etky ‡¡sla k ; k

3

; k

5

; k

7

; : : : d va j£

rovnak˜ zvy¨ok, ktor˜ z vis¡ len o d toho, ak˜ zvy¨ok pri delen¡ tromi d va ‡¡slo k . Pre

Œub ovoŒn‚ priro dzen‚ ‡¡slo n d va j£ teda ‡¡sla

( n + 6)

n +7

; n

n +7

; n

n +1

pri delen¡ tromi rovnak˜ zvy¨ok. To znamen , ‘e zvy¨ky jednotliv˜ch s‡¡tancov sa

v sk£manom s£‡te

S ( n ) = 1

2

+ 2

3

+ 3

4

+ 4

5

+ : : : + n

n +1

opakuj£ s p eri¢ du 6 (prv˜ch ¨esŸ je 1, 2, 0, 1, 1, 0). Preto‘e 999 = 6 � 166 + 3, je jasn‚,

‘e S (999) d va pri delen¡ tromi rovnak˜ zvy¨ok ako 166 � (1 + 2 + 0 + 1 + 1 + 0) + 1 + 2 +

+ 0 = 833, teda 2. Z uveden‚ho v˜p o ‡tu ale hneƒ vid¡me, ‘e a j S (998) d va zvy¨ok 2,

zatiaŒ‡o S (997) je deliteŒn‚ tromi. HŒadan˜m ‡¡slom je teda ‡¡slo 997.
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In‚ rie¨enie. Vyjdeme z rovnakej £vahy a v¨imneme si, ‘e plat¡

S ( n + 18) � S ( n + 12) + S (6) � S ( n + 6) + 2 S (6) � S ( n ) + 3 S (6) � S ( n ) (mo d 3) ;

tak‘e zvy¨ky ‡¡sel S ( n ) sa opakuj£ s p eri¢ du 18. V˜p o ‡tom zisŸujeme, ‘e zvy¨ky ‡¡sel

S (1), S (2), S (3), S (4), : : : tvoria rad (z tvorkou je vyzna‡en  jedna sp omenut  p eri¢ da)

1 ; 0 ; 0 ; 1 ; 2 ; 2 ; 0 ; 2 ; 2 ; 0 ; 1 ; 1 ; 2 ; 1 ; 1 ; 2 ; 0 ; 0 ;

| {z }

1 ; 0 ; 0 ; 1 ; 2 ; 2 ; : : :

S£‡et S ( n ) je teda deliteŒn˜ tromi, pr ve keƒ ‡¡slo n pri delen¡ osemn stimi d va niektor˜

zo zvy¨kov 2, 3, 7, 10, 17 aleb o 0.

Preto‘e na jv„‡¨ie tro jcifern‚ ‡¡slo je tvaru 999 = 18 � 55 + 9, je hŒadan‚ ‡¡slo 18 � 55 +

+ 7 = 997.

C { I I { 3

Predp oklada jme, ‘e AB CD (obr. 6) je hŒadan˜ lichob e‘n¡k a p osu¤me £se‡ku BD

o vektor

�!

D C ; obraz b o du B ozna‡me E .

A

B

CD

E

O

p

k

l

�

Obr. 6

Preto‘e j B D j = j E C j a j AE j = j AB j + j CD j , m“‘eme trojuholn¡k ACE zostro jiŸ

p o dŒa vety sss . Stred O kru‘nice op¡sanej trojuholn¡ku ACD p otom zostro j¡me ako

priese‡n¡k osi £se‡ky AC s priamkou AE . Nakoniec zostro j¡me vrchol D ako priese‡n¡k

kru‘nice k ( O ; j O A j ) s priamkou p vedenou b o dom C rovnob e‘ne s AE a vrchol B ako

priese‡n¡k kru‘nice l ( D ; j CE j ) s p olpriamkou AE .

—loha m  vo zvolenej p olrovine s hrani‡nou priamkou AE jedin‚ rie¨enie.

Pozn mka. D•‘ky s£ zadan‚ tak, ‘e pre strany tro juholn¡ka AE C plat¡ rovnosŸ

j AE j

2

= j AC j

2

+ j CE j

2

, tak‘e trojuholn¡k AE C je pravouhl˜ a stred O jeho

op¡sanej kru‘nice je stredom £se‡ky AE . T£to skuto ‡nosŸ mo‘no samozrejme vyu‘iŸ

pri kon¨trukcii.

C { I I { 4

Ozna‡me p¡smenami L , P p o rade v˜razy na Œavej a pravej strane dokazovanej

nerovnosti. Potom je

P � L = x ( y � x ) + y ( z � y ) + z ( x � z ) + ( z � x ) =

= x ( y � x ) + y ( z � y ) + ( z � x )(1 � z ) > 0 ;
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leb o v¨etky tri s‡¡tance p osledn‚ho v˜razu s£ p o dŒa zadania kladn‚.

In‚ rie¨enie. Preto‘e 0 < y � x < 1, je ( y � x )

2

< y � x . Po dobne je tie‘ ( z � y )

2

<

< z � y a ( z � x )

2

< z � x . Dost vame tak nerovnosti

x

2

+ y

2

= 2 xy + ( y � x )

2

< 2 xy + y � x;

y

2

+ z

2

= 2 y z + ( z � y )

2

< 2 y z + z � y ;

x

2

+ z

2

= 2 xz + ( z � x )

2

< 2 xz + z � x;

ktor˜ch s‡¡tan¡m

2( x

2

+ y

2

+ z

2

) < 2( xy + y z + xz ) + 2( z � x ) ;

‡o je ekvivalentn‚ s dokazovanou nerovnosŸou.
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Kateg¢ria B

B { I { 1

Ozna‡me p o rade c , d a v p o ‡et chlap cov, diev‡at a dosp el˜ch na l£ke. Plat¡

100 c

c + d

=

100 d

c + d + v

= v :

Z prvej rovnosti vypl˜va d

2

= c

2

+ v c , ‡o dosad¡me do rovnosti medzi prv˜m a tret¡m

v˜razom, ktor£ vopred uprav¡me do tvaru v d = (100 � v ) c a umo cn¡me na druh£. Po

£prave dostaneme

v

3

= 200 c (50 � v ) :

OdtiaŒ vypl˜va, ‘e v je deliteŒn‚ 10 a v < 50. Vysk£¨an¡m v¨etk˜ch ¨tyro ch mo‘nost¡

( v = 10, v = 20, v = 30, v = 40) zist¡me, ‘e cel‚ c dostaneme jedine pre v = 40. Potom

c = 32, d = 48. Na l£ke je 32 chlap cov, 48 diev‡at a 40 dosp el˜ch.

B { I { 2

Ozna‡me p , q ramen  dan‚ho prav‚ho uhla, O jeho vrchol, P , Q pr¡slu¨n‚ koncov‚

b o dy priemeru uva‘ovanej p olkru‘nice a j P Q j = 2 r . ZvoŒme p evne vn£torn˜ b o d R

p olkru‘nice a sk£ma jme, ak˜ £tvar b o dy R vyplnia. Tro juholn¡ky QP R a P QO s£

pravouhl‚, preto b o dy O , P , Q , R le‘ia na jednej kru‘nici (obr. 7). OdtiaŒ p o dŒa vety

o obvo dov˜ch uhlo ch vypl˜va, ‘e

j < ) R QP j = j < ) R O P j :

NakoŒko je j < ) R QP j pre p evn˜ b o d R uva‘ovanej p olkru‘nice kon¨tantn˜, le‘¡ b o d R

na p olpriamke s p o ‡iatkom O , ktor  zviera s p olpriamkou p uhol s veŒkosŸou j < ) R QP j .

O

p

q

P

Q

R

P

0

Q

0

R

0

k

�

Obr. 7

O

p

q

k

1

k

2

k

�

Obr. 8



Rie¨enia s£Ÿa‘n˜ch £loh, kateg¢ria B 41

Pre vzdialenosŸ j O R j zrejme plat¡ j O R j 5 j P Q j , preto‘e O R je tetiva kru‘nice

s priemerom P Q .

VzhŒadom na to, ‘e hŒadan  mno‘ina je zrejme s£mern  p o dŒa osi dan‚ho prav‚ho

uhla, sta‡¡ vy¨etriŸ pr¡pad, kedy j < ) P O R j = 45

�

. V tomto pr¡pade je j < ) R QO j = 90

�

,

tak‘e j O R j = j QR j . Ozna‡me P

0

b o d p olpriamky O P , pre ktor˜ j O P

0

j = j P Q j , R

0

jeho kolm˜ priemet na p olpriamku O R (obr. 7). Preto‘e trojuholn¡ky O P

0

R

0

a QP R

s£ zho dn‚ pravouhl‚ trojuholn¡ky, je j O R

0

j = j QR j . Pre vzdialenosŸ j O R j teda plat¡

j O R

0

j 5 j O R j 5 2 r . Bo d R teda le‘¡ v tej ‡asti p olpriamky O R , ktor  je ohrani‡en 

kru‘nicou k

1

nad priemerom O P

0

a ¨tvrŸkru‘nicou k so stredom O a p olomerom O P

0

.

Analogicky pre j < ) P O R j 5 45

�

dostaneme, ‘e hŒadan‚ b o dy R le‘ia v ‡asti p olpriamky

O R , ktor  je ohrani‡en  kru‘nicou k

2

nad priemerom O Q

0

a ¨tvrŸkru‘nicou k .

Ost va uk zaŸ, ‘e cel  mno‘ina vy¨rafovan  na obr. 8 je hŒadanou mno‘inu b o dov R .

Na to si sta‡¡ uvedomiŸ, ‘e p okiaŒ b o d R le‘¡ vn£tri ¨tvrŸkru‘nice k a mimo asp o¤ jednej

z kru‘n¡c k

1

, k

2

, existuje asp o¤ jedna (pr¡padne dve, ak le‘¡ b o d mimo ob o ch kru‘n¡c

k

1

, k

2

) kru‘nica s dan˜m priemerom 2 r prech dza j£ca b o dmi O a R , ktorej stred

le‘¡ vn£tri £tvaru ohrani‡en‚ho p olpriamkami p , q a ¨tvrŸkru‘nicou k . T to kru‘nica

bude maŸ vn£torn˜ dotyk s kru‘nicou k a pretne ka‘d£ z £se‡iek O P

0

, O Q

0

. Uveden‚

priese‡n¡ky bud£ kra jn˜mi b o dmi hŒadanej p olkru‘nice obsahuj£cej uva‘ovan˜ b o d R .

Z ver : HŒadanou mno‘inou b o dov je £tvar (vr tane hranice) vy¨rafovan˜ na obr. 8,

t.j. ¨tvrŸkruh so stredom O a p olomerom 2 r b ez vn£tra

"

¨o¨ovky\ ohrani‡enej dvomi

¨tvrŸkru‘nicami s p olomerom r .

B { I { 3

HŒadan‚ ‡¡slo v desiatkovej s£stave m  tvar

100 A + 10 B + C ; A; B ; C 2 f 0 ; 1 ; : : : ; 9 g ; A 6= 0 :

Ak je z nezn my z klad inej ‡¡selnej s£stavy, m  p o dŒa p o dmienky £lohy platiŸ

100 A + 10 B + C =

1

3

( Az

2

+ B z + C ) ;

o dkiaŒ dost vame rovnicu

A ( z

2

� 300) = B (30 � z ) + 2 C :

Zrejme je z = 18, leb o 17

2

< 300. Rozob erme jednotliv‚ pr¡pady:

Ak je z = 18, je 12 A = 6 B + C . Rie¨en¡m s£ tieto tro jice ( A; B ; C ): (1 ; 2 ; 0), (1 ; 1 ; 6),

(2 ; 4 ; 0), (2 ; 3 ; 6), (3 ; 6 ; 0), (3 ; 5 ; 6), (4 ; 8 ; 0), (4 ; 7 ; 6), (5 ; 9 ; 6).

Ak je z = 19, je 61 A = 11 B + 2 C . Rie¨en¡m je tro jica ( A; B ; C ) = (1 ; 5 ; 3).

Ak je z = 20, je 50 A = 5 B + C . Rie¨en¡m je tro jica ( A; B ; C ) = (1 ; 9 ; 5).

Pre z = 21 u‘ rovnosŸ nenastane pre ‘iadnu tro jicu ( A; B ; C ), leb o Œav  strana rovnice

je v‘dy v„‡¨ia aleb o rovn  141 a prav  strana je v‘dy men¨ia aleb o rovn  99.

Sp olu vyhovuje 11 ‡¡sel: 116, 120, 153, 195, 236, 240, 356, 360, 476, 480 a 596.
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B { I { 4

Nech a ozna‡uje d•‘ku strany rovnostrann‚ho tro juholn¡ka AB C . …alej ozna‡me d•‘ky

£sekov doty‡n¡c z b o dov A , B , C a P k ob om uva‘ovan˜m kru‘niciam rovnako ako na

obr. 9. Polomery ob o ch zho dn˜ch kru‘n¡c ozna‡me r . Z obr zku je zrejm‚, ‘e plat¡

a + z = a � x + 2 y ; o dkiaŒ x + z = 2 y : (1)

Pri vyjadren¡ d•‘ky a strany B C dostaneme ƒalej

A B

C

P

p

a � x

x

x

y

y

y

y

z

z

a

a � x

�

Obr. 9

x + 2 y + z = a: (2)

Zo vzŸahov (1) a (2) b ezprostredne vypl˜va

x + z = 2 y =

a

2

; teda y =

a

4

: (3)

…alej vid¡me, ‘e plat¡ dvo jica vzŸahov

x = r � cotg 30

�

= r �

p

3 a z = r � cotg 60

�

= r �

p

3

3

;

z ktor˜ch vypl˜va

x = 3 z : (4)

Dosaden¡m (3) a (4) do (2) dostaneme p o jedno duchej £prave

a

2

= x + z = 3 z + z = 4 z ; o dkiaŒ z =

a

8

:

Celkovo teda

j B P j = x + y = 3 z + y =

3

8

a +

1

4

a =

5

8

a; j C P j = a � j B P j =

3

8

a:
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OdtiaŒ u‘ okam‘ite vypl˜va kon¨trukcia b o du P .

B { I { 5

Ozna‡me S stred gule, z ktorej je o drezan˜ o dsek, O stred gule K a Q stred jednej

men¨ej vp¡sanej gule s p olomerom r . P„tu kolmice z b o du Q na priamku S O ozna‡me P .

Obr. 10 predstavuje rez £tvaru rovinou S O Q . Pre vyzna‡en‚ £se‡ky plat¡

j QO j =

v

2

+ r; j P O j =

v

2

� r; j QS j = R � r; j P S j = R + r � v :

Z pravouhl˜ch tro juholn¡kov O QP a QS P vypl˜va j£ rovnosti

�

v

2

+ r

�

2

�

�

v

2

� r

�

2

= j QP j

2

= ( R � r )

2

� ( R + r � v )

2

;

o dkiaŒ

j P Q j

2

= 2 r v ; r =

2 R v � v

2

4 R

: (1)

VzdialenosŸ stredu ka‘dej men¨ej gule o d osi o dseku je j P Q j , vzdialenosŸ stredov Q

1

,

Q

2

dvo ch susedn˜ch men¨¡ch gul¡ je 2 r . Ak p ou‘ijeme kos¡nusov£ vetu na tro juholn¡k

Q

1

Q

2

P , dostaneme (obr. 11)

cos ' =

2 j QP j

2

� 4 r

2

2 j QP j

2

= 1 �

r

v

: (2)

NakoŒko men¨¡ch gul¡ m  byŸ osem, je ' = 45

�

a cos ' =

1

2

p

2. Ak z druhej rovnosti

v (1) vyjadr¡me

r

v

=

2 R � v

4 R

=

1

2

�

1

4

v

R

;

dost vame o dtiaŒ p o dŒa (2)

v

R

= 2

�

1 � 2

r

v

�

= 2

�

2 cos ' � 1

�

= 2

�

p

2 � 1

�

:

O

P

Q

S

r

�

Obr. 10

Q

1

Q

2

P

2 r

'

�

Obr. 11
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HŒad me vlastne v¨etky tie ho dnoty parametra s , pre ktor‚ m  s£stava rovn¡c

x

3

+ y

3

= 3 xy ;

x + y = s

rie¨enie v ob ore re lnych ‡¡sel. Z druhej rovnice vyjadr¡me y = s � x a dosad¡me do

prvej rovnice, ktor£ budeme rie¨iŸ vzhŒadom na nezn mu x :

x

3

+ ( s � x )

3

= 3 x ( s � x ) ;

x

3

+ s

3

� 3 s

2

x + 3 sx

2

� x

3

= 3 sx � 3 x

2

;

3( s + 1) x

2

� 3 s ( s + 1) x + s

3

= 0 :

T to rovnica zrejme nem  rie¨enie pre s = � 1. Pre s 6= � 1 dost vame kvadratick£

rovnicu, ktor  m  v ob ore re lnych ‡¡sel rie¨enie, pr ve keƒ je jej diskriminant D

nez p orn˜. V˜p o ‡tom

D = 9 s

2

( s + 1)

2

� 12( s + 1) s

3

= 3 s

2

( s + 1)(3 � s )

zisŸujeme, ‘e D = 0, pr ve keƒ � 1 5 s 5 3, ‡o sp olu s p o dmienku s 6= � 1 d va hŒadan£

mno‘inu mo‘n˜ch ho dn“t s£‡tov s : je to p olouzavret˜ interval ( � 1 ; 3 i .

Sp„tne je vidieŸ, ‘e pre ka‘d‚ s z intervalu ( � 1 ; 3 i existuje ‡¡slo x , ktor‚ je kore¤om

vy¨¨ie uvedenej kvadratickej rovnice, a ‘e toto ‡¡slo x a zo dp oveda j£ca ho dnota y = s � x

sp•¤a j£ rovnicu x

3

+ y

3

= 3 xy .

Pre £plnosŸ vyp o ‡¡tame tie ‡¡sla x , y , ktor‚ s£ pre Œub ovoŒn‚ s 2 ( � 1 ; 3 i rie¨en¡m

uva‘ovanej s£stavy:

x

1 ; 2

=

3 s ( s + 1) � s

p

3( s + 1)(3 � s )

6( s + 1)

=

s

2

� s

s

3 � s

12( s + 1)

:

Po dosaden¡ do y = s � x zisŸujeme, ‘e dan‚mu s prin le‘ia dve dvo jice

[ x; y ] =

(

s

2

+ s

s

3 � s

12( s + 1)

;

s

2

� s

s

3 � s

12( s + 1)

)

‡i

[ x; y ] =

(

s

2

� s

s

3 � s

12( s + 1)

;

s

2

+ s

s

3 � s

12( s + 1)

)

:

RovnosŸ x

3

+ y

3

= 3 xy mo‘no pre n  jden‚ x a y buƒ overiŸ dosaden¡m a priamym

v˜p o ‡tom, aleb o p omo cou Vi�etov˜ch vzorcov pre korene uvedenej kvadratickej rovnice

x + y = s; xy =

s

3

3( s + 1)

;
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p o dŒa ktor˜ch

x

3

+ y

3

= ( x + y )

3

� 3 xy ( x + y ) = s

3

� 3 s

s

3

3( s + 1)

=

s

3

s + 1

= 3 xy :

B { S { 1

Ozna‡me p o rade c , d p o ‡et chlap cov a diev‡at na ihrisku. Potom plat¡

100 c

c + d

= d:

OdtiaŒ

c =

d

2

100 � d

=

100

2

� (100

2

� d

2

)

100 � d

=

10 000

100 � d

� d � 100 :

Preto‘e c je cel‚ nez p orn‚ ‡¡slo, mus¡ byŸ 100 � d kladn˜m deliteŒom ‡¡sla 10 000,

t.j. v˜raz 100 � d m“‘e nadob£daŸ len ho dnoty: 1, 2, 4, 5, 8, 10, 16, 20, 25, 40, 50, 80.

Naviac ale p o dŒa zadania £lohy mus¡ byŸ splnen  p o dmienka c + d < 500, teda

10 000

100 � d

< 600 ;

o dkiaŒ vypl˜va 100 � d > 16. Pre ho dnoty 100 � d rovn‚ 20, 25, 40, 50, 80 tak dostaneme

p ostupne v¨etky rie¨enia

( c; d ) = (320 ; 80) ; (225 ; 75) ; (90 ; 60) ; (50 ; 50) ; (5 ; 20) :

B { S { 2

Ozna‡me p o dŒa obr. 12 o dp oveda j£ce £seky doty‡n¡c k ob om vp¡san˜m kru‘niciam

A B

C

O

O

a

P

R

S

T U

V

W

x y z

%

%

a

�

Obr. 12
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j AT j = j AR j = x , j B T j = j B S j = y , j B U j = j B V j = z . Naviac e¨te plat¡ j C R j = j C S j ,

j C W j = j C V j , tak‘e

j AW j = j AR j + j R C j + j C W j = j AR j + j R C j + j C S j + j S V j =

= x + 2 j C S j + y � z

a z rove¤

j AW j = j AU j = x + y + z :

Je teda j C S j = z a tie‘

a = j C B j = z + y = j T U j = j O P j :

Z pravouhl‚ho tro juholn¡ka O P O

a

p o dŒa Pytagorovej vety p otom dost vame

j O O

a

j =

p

j O P j

2

+ j P O

a

j

2

=

p

a

2

+ ( %

a

� % )

2

;

‡o b olo treba dok zaŸ.

B { S { 3

Dan  rovnica

x

2

� (3 z + 5) x + (3 z

2

+ 3 z + 4) = 0

m  dva r“zne re lne korene, pr ve keƒ je jej diskriminant D kladn˜,

D = (3 z + 5)

2

� 4(3 z

2

+ 3 z + 4) = � 3 z

2

+ 18 z + 9 =

= � 3( z

2

� 6 z � 3) = � 3

�

( z � 3)

2

� 12

�

> 0 ;

o dkiaŒ z < 3 +

p

12. Po dŒa zadania je v¨ak z = 6, preto vyhovuje jedine z = 6. Dan 

rovnica m  p otom v desiatkovej s£stave tvar

x

2

� 23 x + 130 = 0

s kore¤mi x

1

= 10, x

2

= 13. (V s£stave so z kladom z = 6 bud£ maŸ n  jden‚ korene

z pis x

1

= 14, x

2

= 21.)

B { I I { 1

Po o d‡¡tan¡ druhej rovnice o d prvej a tretej rovnice o d druhej dostaneme dve rovnice,

ktor‚ ma j£ p o jedno duchej £prave tvar

( a � d )( b � c ) = 0 ; ( a � b )( c � d ) = 0 :

OdtiaŒ vypl˜va, ‘e zo ¨tyro ch ‡¡sel a , b , c , d s£ asp o¤ tri rovnak‚. Nech je napr. a = b = c .

Po dosaden¡ do prvej rovnice p “vo dnej s£stavy dostaneme

a

2

+ ad = a ( a + d ) = 1 999 :
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NakoŒko 1 999 je prvo ‡¡slo, vyhovuje jedine a = 1 a a + d = 1 999. OdtiaŒ vypl˜va, ‘e

a = b = c = 1 ; d = 1 998 :

Z menou dostaneme ƒal¨ie tri rie¨enia

a = b = d = 1 ; c = 1 998; a = c = d = 1 ; b = 1 998; b = c = d = 1 ; a = 1 998 :

Dosaden¡m sa Œahko presved‡¡me, ‘e v¨etky ¨tyri ¨tvorice vyhovuj£ zadaniu.

B { I I { 2

Ozna‡me j AB j = a , j B C j = b a ' veŒkosŸ uhla X AB (0 < ' < 90

�

, obr. 13). Zrejme je

tie‘ j < ) C B Y j = 90

�

� j < ) AB X j = j < ) X AB j = ' . Preto‘e d•‘ka strany AC ¨tvoruholn¡ka

AX Y C o d p olohy b o dov X , Y nez vis¡, sta‡¡ vy¨etrovaŸ d•‘ku d lomenej ‡iary AX Y C ,

pre ktor£ plat¡

d = j AX j + j X B j + j B Y j + j Y C j =

= a cos ' + a sin ' + b cos ' + b sin ' =

= ( a + b )(sin ' + cos ' ) =

=

p

2( a + b )

�

p

2

2

sin ' +

p

2

2

cos '

�

=

=

p

2( a + b ) sin( ' + 45

�

) 5

p

2( a + b ) :

Pritom v p oslednej nerovnosti nastane rovnosŸ pr ve vtedy, keƒ ' + 45

�

= 90

�

, t.j. pr ve

vtedy, keƒ ' = 45

�

.

OdtiaŒ jedno ducho vypl˜va kon¨trukcia priamky p .

A B

CD

X

Y

a

b

p

'

'

k

l

�

Obr. 13

Pozn mka . Ho dnota d je maxim lna pr ve vtedy, keƒ je maxim lna ho dnota d

2

, preto

m“‘eme miesto d vy¨etrovaŸ ho dnotu d

2

:

d

2

= ( a + b )

2

(sin

2

' + 2 sin ' cos ' + cos

2

' ) = ( a + b )

2

(1 + sin 2 ' ) 5 2( a + b )

2

:
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OdtiaŒ vych dza, ‘e d 5

p

2( a + b ), pri‡om maxim lnu ho dnotu d dosahuje pr ve vtedy,

keƒ sin 2 ' = 1, tj. ' = 45

�

.

In‚ rie¨enie. Ako sme u‘ zistili vy¨¨ie, je j < ) C B Y j = j < ) X AB j , tak‘e oba pravouhl‚

tro juholn¡ky B C Y a AB X s£ p o dobn‚ s ko e�cientom p o dobnosti � = j B C j : j AB j =

= b : a . Pre d•‘ku d lomenej ‡iary AX Y C teda plat¡, ‘e d = (1 + � )( j AX j + j X B j )

bude maxim lna, pr ve keƒ bude maxim lny s£‡et j AX j + j X B j . Z rovnosti ( j AX j +

+ j X B j )

2

= a

2

+2 j AX jj X B j vypl˜va, ‘e uveden˜ s£‡et bude maxim lny pr ve vtedy, keƒ

bude maxim lny obsah

1

2

j AX jj X B j tro juholn¡ka AB X , teda pr ve keƒ bude trojuholn¡k

AB X rovnoramenn˜, t.j. j AX j = j X B j a ' = 45

�

.

B { I I { 3

Aby sme ur‡ili ob or ho dn“t dan‚ho v˜razu za p o dmienky x + y = 1, n  jdeme pre ka‘d‚

s = 1 v¨etky tie ‡¡sla p , pre ktor‚ m  s£stava rovn¡c

x + y = s;

x + y

x

2

+ y

2

= p

v ob ore re lnych ‡¡sel rie¨enie (z predp okladu s = 1 zrejme vypl˜va, ‘e je p > 0).

Z prvej rovnice vyjadr¡me y = s � x a dosad¡me do druhej rovnice. Po £prave

dostaneme pre nezn mu x kvadratick£ rovnicu

2 px

2

� 2 psx + s ( ps � 1) = 0 :

T  m  re lne rie¨enie pr ve vtedy, keƒ je jej diskriminant D = 4 ps (2 � ps ) nez p orn˜.

Preto‘e s£ ob e ‡¡sla s a p kladn‚, nerovnosŸ D = 0 plat¡ pr ve vtedy, keƒ ps 5 2.

To znamen , ‘e uva‘ovan  s£stava rovn¡c m  re lne rie¨enie pre ka‘d‚ p 5

2

s

5 2

a ¨p eci lne pre s = 1 pre ka‘d‚ kladn‚ p 5 2.

Sk£man˜ v˜raz teda nadob£da v¨etky ho dnoty z intervalu (0 ; 2 i .

In‚ rie¨enie. Z Cauchyho nerovnosti ( x + y )

2

5 2( x

2

+ y

2

), ktor  plat¡ pre Œub ovoŒn‚

re lne ‡¡sla x a y , vypl˜va za predp okladu x + y = 1 o dhad

0 <

x + y

x

2

+ y

2

5

x + y

1

2

( x + y )

2

=

2

x + y

5 2 :

Naopak pre ka‘d‚ p 2 (0 ; 2 i sta‡¡ p olo‘iŸ napr. x = y =

1

p

. Potom

x + y

x

2

+ y

2

= p a x + y =

2

p

= 1 :

HŒadan£ mno‘inu ho dn“t teda tvor¡ p olouzavret˜ interval (0 ; 2 i .
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B { I I { 4

Predp oklada jme, ‘e b o d X m  p o‘adovan£ vlastnosŸ, t.j. ‘e trojuholn¡k X X

A

X

B

je

rovnostrann˜. Potom s£ tro juholn¡ky AX X

A

a B X X

B

zho dn‚, leb o s£ rovnoramenn‚

so zho dn˜m vrcholov˜m uhlom a zho dnou z klad¤ou (obr. 14). Preto j AX j = j B X j .

A preto‘e j < ) X

A

X X

B

j = 60

�

, je trojuholn¡k B X X

B

obrazom trojuholn¡ka AX X

A

v oto ‡en¡ okolo vrcholu X o uhol 60

�

. V tomto oto ‡en¡ je obrazom b o du A b o d B ,

preto j < ) AX B j = 60

�

. To znamen , ‘e trojuholn¡k AB X je rovnostrann˜. Tak‚ b o dy X

existuj£ v rovine pr ve dva a obidva ma j£ vlastnosŸ z textu £lohy: Ak je X Œub ovoŒn˜

z nich, p otom tro juholn¡ky AX X

A

a B X X

B

s£ priamo zho dn‚ p o dŒa vety sus , preto

prv˜ z nich je obrazom druh‚ho v tom oto ‡en¡ okolo stredu X , v ktorom b o d B prejde

do b o du A , ‡o je oto ‡enie o 60 stup¤ov. V ¤om je b o d X

A

obrazom b o du X

B

, tak‘e

tro juholn¡k X X

A

X

B

je skuto ‡ne rovnostrann˜.

A

B

X

X

A

X

B

!

!

�

Obr. 14
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Kateg¢ria A

A { I { 1

Uva‘ujme na jprv len tak‚ £pravy dan‚ho v˜razu (doplnen‚ho o pr¡padn‚ z tvorky),

ktor˜mi prevedieme nazna‡en‚ delenia na n sob enia b ez toho, aby sme konkr‚tne ‡¡sla

medzi seb ou kr tili. Po tak˜ch £prav ch dostaneme nakoniec zlomok

15 � a

1

a

2

: : : a

k

14 � a

k +1

a

k +2

: : : a

12

; (1)

kde ka‘d‚ z dvan stich ‡¡sel 2 ; 3 ; : : : ; 13 le‘¡ pr ve v jednej z dvo ch skup¡n ‡initeŒov

P = f a

1

; a

2

; : : : ; a

k

g , Q = f a

k +1

; a

k +2

; : : : ; a

12

g . PokiaŒ ‘iadnu z tvorku nedopln¡me,

dostaneme

15

14 � 13 � 12 � : : : � 2

, teda P = ; ; naopak pr¡pad Q = ; nastane napr¡klad

doplnen¡m jednej dvo jice z tvoriek:

15 : (14 : 13 : 12 : : : : : 2) =

15 � 13 � 12 � : : : � 2

14

:

Preto‘e 15! = 2

11

� 3

6

� 5

3

� 7

2

� 11 � 13, m“‘eme ka‘d˜ p o diel, ktor˜ mo‘no p op¡san˜m

sp “sob om dostaŸ, vyjadriŸ v tvare

2

�

2

� 3

�

3

� : : : � 13

�

13

2

�

2

� 3

�

3

� : : : � 13

�

13

; (2)

kde �

2

+ �

2

= 11, �

3

+ �

3

= 6, : : : Na jmen¨ie priro dzen‚ ‡¡slo, ktor‚ sa tak‚mu

zlomku (2) rovn , je 2 � 5 � 11 � 13, preto‘e pr ve vyp¡san‚ prvo ‡initele vystupuj£ v rozklade

‡¡sla 15! s nep rnymi mo cninami. A preto‘e

2 � 5 � 11 � 13 =

15 � 13 � 12 � 11 � 10 � 8 � 7 � 3

14 � 9 � 6 � 5 � 4 � 2

=

=

15

14

13 � 12 � 11 � 10

�

9

8 � 7

� 6 � 5 �

4

3

� 2

=

= 15 : (14 : 13 : 12 : 11 : 10) : (9 : 8 : 7) : 6 : 5 : (4 : 3) : 2 ;

je ‡¡slo 1 430 = 2 � 5 � 11 � 13 rie¨en¡m £lohy.

A { I { 2

Pre k = 1 uvedenej charakteriz cii vyhovuje Œub ovoŒn˜ rovnoramenn˜ trojuholn¡k

s danou z klad¤ou AB a Œub ovoŒne veŒkou v˜¨kou z vrcholu C . Medzi nimi zrejme
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neexistuje trojuholn¡k s na jv„‡¨¡m obsahom. Zrejme k 6= 1 (pre k = 1 maximum

neexistuje). Ob e ‡¡sla k a

1

k

sk£man£ vlastnosŸ z rove¤ buƒ ma j£, aleb o nie.

A B

C

SC

1

C

2

�

Obr. 15

Predp oklada jme teda (b ez ujmy na v¨eob ecnosti), ‘e k > 1. Na priamke AB existuj£

dva r“zne b o dy C

1

, C

2

, pre ktor‚ plat¡

j AC

1

j

j B C

1

j

=

j AC

2

j

j B C

2

j

= k . V¨etky b o dy C v rovine,

pre ktor‚ j AC j : j B C j = k , le‘ia na Ap oll¢niovej kru‘nici so stredom S zostro jenej

nad priemerom C

1

C

2

(obr. 15). OdtiaŒ je zrejm‚, ‘e trojuholn¡k AB C bude maŸ na-

jv„‡¨¡ obsah pre vrchol C v strede obl£ka C

1

C

2

(v Œub ovoŒnej z p olrov¡n ur‡en˜ch

priamkou AB ). Za predp okladu k > 1 pre takto zvolen˜ b o d C plat¡ j AC j > j B C j

a tie‘ j AC j > j AS j > j AB j , tak‘e trojuholn¡k AB C bude rovnoramenn˜ pr ve vtedy,

keƒ bude j AB j = j B C j . OdtiaŒ zostav¡me rovnicu pre o dp oveda j£cu ho dnotu k .

Pre b o d C

1

predov¨etk˜m plat¡

j B C

1

j =

1

k + 1

j AB j ; j B C

2

j =

1

k � 1

j AB j ;

tak‘e z rovnosti j C

1

C

2

j = j B C

1

j + j B C

2

j vych dza

j S C

1

j =

1

2

j C

1

C

2

j =

k

k

2

� 1

j AB j :

E¨te vyp o ‡¡tame

j B S j = j S C

1

j � j B C

1

j =

�

k

k

2

� 1

�

1

k + 1

�

j AB j =

1

k

2

� 1

j AB j

a

j B C j

2

= j B S j

2

+ j S C j

2

= j B S j

2

+ j S C

1

j

2

=

1 + k

2

�

k

2

� 1

�

2

j AB j

2

:

Preto z p o dmienky j AB j = j B C j vych dza rovnica

1 + k

2

= k

4

� 2 k

2

+ 1 ; aleb o k

2

�

k

2

� 3

�

= 0 ;

ktor  m  jedin‚ kladn‚ rie¨enie k =

p

3.

—lohe vyhovuj£ dve kladn‚ ‡¡sla k , k =

p

3 a k = 1 =

p

3.
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In‚ rie¨enie (b ez Ap oll¢niovej kru‘nice). Predp oklada jme op„Ÿ (b ez ujmy na

v¨eob ecnosti), ‘e k > 1 je p evn‚. Ozna‡me C

0

p„tu v˜¨ky z vrcholu C a x = j AC

0

j

(obr. 16). Pre dan‚ x sp o ‡¡tame z vislosŸ v = v ( x ), n  jdeme maximum tejto funkcie

a nakoniec sa p ozrieme, pre ktor‚ k > 1 tomuto extr‚mu zo dp oved  rovnoramenn˜

trojuholn¡k.

Zrejme je

j AC j

2

= x

2

+ v

2

; j B C j

2

= ( x � c )

2

+ v

2

; (1)

kde c = j AB j a v = j C C

0

j , tak‘e p o dmienka j AC j = k j B C j je ekvivalentn  rovnosti

x

2

+ v

2

= k

2

�

( x � c )

2

+ v

2

�

;

aleb o

v

2

= � x

2

+

2 k

2

c

k

2

� 1

x �

k

2

c

2

k

2

� 1

:

A B

C

C

0

x

v

�

Obr. 16

Ako vieme, nadob£da n  jden  kvadratick  funkcia maximum pre

x =

k

2

c

k

2

� 1

> c

a tomu zo dp oved  maxim lna ho dnota

v

max

=

k c

k

2

� 1

:

Preto‘e sme dostali x > c , znamen  to, ‘e j AC j > c ,

tak‘e trojuholn¡k AB C m“‘e byŸ rovnoramenn˜, jedine

keƒ j B C j = j B A j = c . Dosaden¡m do druhej rovnosti

v (1) dostaneme p o dmienku

c

2

=

�

k

2

c

k

2

� 1

� c

�

2

+

k

2

c

2

( k

2

� 1)

2

=

c

2

�

k

2

+ 1

�

( k

2

� 1)

2

;

o dkiaŒ pre t = k

2

vych dza kvadratick  rovnica

t + 1 = ( t � 1)

2

;

ktor  m  jedin˜ kladn˜ kore¤ t = 3, tak‘e k =

p

3. Z ver je rovnak˜ ako v predch dza-

j£com rie¨en¡.

A { I { 3

Budeme na jprv zisŸovaŸ ob or ho dn“t uvedenej funkcie, t.j. pre ktor‚ re lne s existuje

asp o¤ jedno re lne x tak‚, ‘e

y =

12 x

2

� 12 ax

x

2

+ 36

= s:
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Jedno duchou £pravou dostaneme rovnicu

( s � 12) x

2

+ 12 ax + 36 s = 0 ; (1)

ktor  je kvadratick , p okiaŒ s 6= 12. Z rovnice vypl˜va, ‘e s = 12 patr¡ do ob oru ho dn“t,

len keƒ ax = � 36, teda len keƒ a 6= 0. Pre a = 0 dostaneme pre x rovnicu x

2

=

� 36 s

s � 12

,

z ktorej vych dza pre s nerovnosŸ 0 5 s < 12, tak‘e ob or ho dn“t uva‘ovanej funkcie

nem  pre a = 0 maximum.

Predp oklada jme preto, ‘e a 6= 0 a s 6= 12. V tomto pr¡pade je rovnica (1) kvadratick 

a bude maŸ v re lnom ob ore rie¨enie pr ve vtedy, keƒ jej diskriminant

D = 12

2

a

2

� 4 � 36 s ( s � 12) = 12

2

( a

2

� s

2

+ 12 s )

bude nez p orn˜, t.j. pr ve vtedy, keƒ

6 �

p

36 + a

2

5 s 5 6 +

p

36 + a

2

:

Kra jn‚ b o dy n  jden‚ho intervalu (ktor˜ zrejme obsahuje a j sk“r n  jden˜ prvok ob oru

ho dn“t s = 12) s£ minimum a maximum danej funkcie. PokiaŒ to ma j£ byŸ cel‚ ‡¡sla,

mus¡ pre vho dn‚ priro dzen‚ ‡¡slo b platiŸ 36 + a

2

= b

2

, teda ( b � a )( b + a ) = 36.

Z ka‘d‚ho rozkladu ‡¡sla 36 na s£‡in dvo ch priro dzen˜ch ‡initeŒov 36 = mn dostaneme

a =

1

2

( m � n ), b =

1

2

( m + n ), ‡o s£ cel‚ ‡¡sla, len ak ma j£ m a n rovnak£ paritu ( m � n

(mo d 2)). A preto‘e a 6= 0, vyhovuje jedine rozklad 36 = 2 � 18, o dkiaŒ b = 10, a = � 8.

Odpoveƒ : Po‘adovan£ vlastnosŸ ma j£ pr ve dve cel‚ ‡¡sla a , a to a = 8 a a = � 8.

A { I { 4

Ak rozklad ‡¡sla n na prvo ‡initele je n =

k

Q

i =1

p

s

i

i

, kde p

1

; : : : ; p

k

s£ r“zne prvo ‡¡sla

a s

1

; : : : ; s

k

nez p orn‚ cel‚ ‡¡sla, plat¡ pre p o ‡et jeho kladn˜ch deliteŒov vzorec � ( n ) =

=

k

Q

i =1

( s

i

+ 1).

Aby dan  rovnica mala v“b ec zmysel, mus¡ byŸ jej rie¨enie n tak‚ priro dzen‚ ‡¡slo,

pre ktor‚ je a j 1 ; 6 n =

8

5

n priro dzen‚, tak‘e n = 2

�

5

�

n

0

, kde � = 1 a n

0

je nes£deliteŒn‚

s 2 � 5. Dan£ rovnicu p otom m“‘eme prep¡saŸ ako

( � + 4) � � ( n

0

) =

8

5

( � + 1)( � + 1) � ( n

0

) ;

‡o p o kr ten¡ kladn˜m ‡¡slom � ( n

0

) a ƒal¨ej £prave d  rovnicu

(3 � + 8)(4 � � ) = 40 :

VzhŒadom k tomu, ‘e 3 � + 8 = 11 a ‡¡slo 3 � + 8 d va pri delen¡ tromi zvy¨ok 2, vyhovuje

zo v¨etk˜ch rozkladov ‡¡sla 40 na s£‡in jedine

3 � + 8 = 20 ; 4 � � = 2 ;
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teda � = 2, � = 4, n = 2

2

� 5

4

n

0

.

Pre p o diel � (0 ; 16 n ) : � ( n ) tak vych dza

�

�

4

25

n

�

� ( n )

=

� (2

4

� 5

2

) � ( n

0

)

� (2

2

� 5

4

) � ( n

0

)

=

5 � 3

3 � 5

= 1 :

A { I { 5

Pre veŒkosti Ÿa‘n¡c t

a

, t

b

, t

c

trojuholn¡ka AB C plat¡ rovnosŸ

t

2

a

=

1

4

(2 b

2

+ 2 c

2

� a

2

) (1)

a ƒal¨ie dve, ktor‚ dostaneme cyklickou z menou. S ich p omo cou zist¡me, ‘e prv 

z dan˜ch rovnost¡ je ekvivalentn  rovnosti

a

2

+ b

2

= 5 c

2

: (2)

Po dobne zo vzorcov 2 S = av

a

= bv

b

= cv

c

pre obsah S trojuholn¡ka AB C dostaneme,

‘e druh  rovnosŸ je ekvivalentn  rovnosti

1

a

2

+

1

b

2

=

1

c

2

; aleb o c

2

( a

2

+ b

2

) = a

2

b

2

: (3)

Pre c = 1 tak dost vame s£stavu rovn¡c a

2

+ b

2

= 5, a

2

b

2

= 5. €¡sla a

2

, b

2

s£ teda

korene kvadratickej rovnice t

2

� 5 t + 5 = 0. T  m  dva r“zne kladn‚ korene, preto

f a

2

; b

2

g =

�

1

2

�

5 +

p

5

�

;

1

2

�

5 �

p

5

�	

: (4)

Uk ‘eme, ‘e pre o dp oveda j£ce ho dnoty a , b a c = 1 platia trojuholn¡kov‚ nerovnosti.

Preto‘e ab =

p

5, je

( a + b )

2

= ( a

2

+ b

2

) + 2 ab = 5 + 2

p

5 > 1 = c

2

;

( a � b )

2

= ( a

2

+ b

2

) � 2 ab = 5 � 2

p

5 < 1 = c

2

;

t.j. j a � b j < c < j a + b j .

T˜m je existencia trojuholn¡ka AB C dok zan  (je jedin˜ a‘ na p o dobnosŸ a symetriu

A $ B ).

Pre jedno duchosŸ ƒal¨¡ch v˜p o ‡tov p olo‘me a j naƒalej c = 1. Z kos¡nusovej vety a zo

vzorca (2) vyp o ‡¡tame

cos 
 =

a

2

+ b

2

� 1

2 ab

=

4

2

p

5

=

2

5

p

5 :
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Po dobne m“‘eme vyp o ‡¡taŸ a j ho dnoty cos � a cos � . S vyu‘it¡m rovnost¡ (2) a (3)

dostaneme

cos � =

1 + b

2

� a

2

2 b

=

1 + 2 b

2

� ( a

2

+ b

2

)

2 b

= b �

2

b

;

cos � =

1 + a

2

� b

2

2 a

=

1 + 2 a

2

� ( a

2

+ b

2

)

2 a

= a �

2

a

;

a preto‘e j a

2

� b

2

j =

p

5, je jasn‚, ‘e pr ve jedno z ‡¡sel cos � , cos � je z p orn‚ (jeden

z uhlov � , � je tup˜). Pritom

cos

2

� =

4

b

2

+ b

2

� 4 =

4

5

a

2

+ b

2

� 4 = 1 �

1

5

a

2

;

cos

2

� =

4

a

2

+ a

2

� 4 =

4

5

b

2

+ a

2

� 4 = 1 �

1

5

b

2

;

tak‘e cos

2

� + cos

2

� = 1, o dkiaŒ vypl˜va sin � = j cos � j a sin � = j cos � j . VzhŒadom

k nerovnosti cos � cos � < 0 to znamen , ‘e

cos ( � � � ) = cos � cos � + sin � sin � = 0 ;

teda j � � � j = 90

�

.

PokiaŒ sa rozho dneme hneƒ vyu‘iŸ vyp o ‡¡tan‚ ho dnoty (4) (keƒ budeme predp ok-

ladaŸ, ‘e a > b , bude cos � < 0), dostaneme p o chv¡Œke p o ‡¡tania

cos

2

� =

5 �

p

5

10

; cos

2

� =

5 +

p

5

10

;

o dkiaŒ u‘ je op„Ÿ vidieŸ, ‘e cos

2

� + cos

2

� = 1. Z ver je rovnak˜ ako prv.

A { I { 6

Na jprv si uvedom¡me, ‘e ¨tvorsten nemo‘no rozvin£Ÿ do roviny, ak nebude niektor˜

z vrcholov kra jn˜m b o dom jednej z tro ch sp omenut˜ch £se‡iek. Preto‘e ¨tvorsten m 

sp olu ¨tyri vrcholy, mus¡ jedna z tro ch £se‡iek obsahovaŸ dva z vrcholov, teda ¨tvorsten

mus¡me rozrezaŸ p o dŒa jednej z jeho hr n.

A

B

C

B

1

D

1

�

Obr. 17
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Rozob erieme p ostupne niekoŒko mo‘nost¡, ako zvoliŸ ƒal¨ie dve £se‡ky. Ale e¨te

predt˜m si uvedom¡me, ‘e ¨tvorsten AB CD , ktor‚ho protiŒahl‚ hrany s£ zho dn‚, m 

steny tvoren‚ navz  jom zho dn˜mi ostrouhl˜mi trojuholn¡kmi. To je zrejm‚ z toho,

‘e Œub ovoŒn‚ dve steny tak‚ho ¨tvorstena (napr. tie so sp olo ‡nou hranou AC ) s£

zho dn‚ trojuholn¡ky, pri‡om protiŒahl‚ vrcholy B a D le‘ia v rovnakej vzdialenosti

o d priamky AC v dvo ch rovnob e‘n˜ch rovin ch s£merne zdru‘en˜ch p o dŒa roviny

s£mernosti £se‡ky AC . OdtiaŒ vypl˜va, ‘e vzdialenosŸ vrcholov B , D nie je men¨ia

ako vzdialenosŸ ob o ch rov¡n, t.j. vzdialenosŸ kolm˜ch priemetov B

1

, D

1

vrcholov B ,

D na priamku AC (obr. 17). A preto‘e hrany B D a AC s£ mimob e‘n‚, je dokonca

j AC j = j B D j > j B

1

D

1

j . To znamen , ‘e oba priemety B

1

, D

1

le‘ia vn£tri hrany AC ,

tak‘e uhly B AC , B C A pri zvolenej hrane AC s£ ostr‚. Po dobne zist¡me, ‘e a j tret¡

uhol AB C je ostr˜.

Predp oklada jme, ‘e sme ¨tvorsten AB CD rozrezali p ozd•‘ hrany AB .

A

B

C

D

�

B

1

B

2

D

2

D

1

A

C

�

Obr. 18

1. Rozre‘eme ¨tvorsten AB CD p ozd•‘ susednej hrany B C . Preto‘e uhol pri vrchole B

v trojuholn¡ku AB C je ostr˜, nem“‘eme p o ƒal¨om reze a pr¡padnom rozvinut¡ do roviny

nikdy dostaŸ pravouholn¡k.

2. Rozre‘eme ¨tvorsten AB CD p ozd•‘ protiŒahlej hrany CD . Je jasn‚, ‘e tretia £se‡ka

rezu mus¡ vych dzaŸ z jedn‚ho z vrcholov, preto‘e inak sa n m nep o dar¡ okolie ‘iadneho

z vrcholov rozvin£Ÿ do roviny. PokiaŒ teraz ¨tvorsten rozre‘eme p ozd•‘ tretej hrany,

dostaneme s¡ce jeho sieŸ, ktor£ tvor¡ rovnob e‘n¡k (obr. 18), ale preto‘e dve z tro ch hr n,

p ozd•‘ ktor˜ch sme rezali, s£ susedn‚, nem“‘e to byŸ pravouholn¡k (p ozri obr. 18). Ak

ale vedieme rez p ovedzme z vrcholu D na hranu AB (inak tro jhrany pri vrcholo ch A a B

neuvoŒn¡me, obr. 19), a ak bude z rove¤ £se‡ka D X rezu v˜¨kou steny AB D , dostaneme

p o rozvinut¡ do roviny ob d•‘nik, ako je zrejm‚, ak zakresl¡me rez do u‘ raz uva‘ovanej

rovnob e‘n¡kovej siete (obr. 20).

3. PokiaŒ z hr n ¨tvorstena AB CD rozre‘eme jedine hranu AB , mus¡ z ka‘d‚ho

zo zvy¨n˜ch vrcholov C , D vych dzaŸ jedna z £se‡iek rezu. Ak preb erieme jednotliv‚

mo‘nosti, Œahko zist¡me, ‘e sa n m p o dar¡ uva‘ovan˜ ¨tvorsten rozvin£Ÿ jedine vtedy, ak
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A

B

C

D

X

�

Obr. 19

B

1

B

2

D

2

D

1

A

C

X

1

X

2

�

Obr. 20

bud£ kon‡iŸ obidva rezy C X a D Y na hrane AB . A preto‘e chceme p o rozvinut¡ dostaŸ

ob d•‘nik, neost va in‚ ako predp okladaŸ, ‘e C X a j D Y s£ stenov‚ v˜¨ky (obr. 21).

Potom j B X j = j AY j a j B Y j = j AX j a p o rozvinut¡ p otom skuto ‡ne dostaneme

ob d•‘nik (obr. 22) zlo‘en˜ z dvo ch zho dn˜ch stien CD A , D C B so sp olo ‡nou hranou CD

a pravouhl˜ch trojuholn¡kov AD Y , AC X , B C X , B D Y , pre ktor˜ch o dvesny plat¡

j C X j = j D Y j .

A

B

C

D

Y

X

�

Obr. 21

X

1

X

2

Y

2

Y

1

A

B

C

D

	

Obr. 22

Z¡skali sme dva r“zne p ostupy, ako dan˜ ¨tvorsten rozrezaŸ tak, ‘e p o rozvinut¡ do

roviny vznikne ob d•‘nik. Ka‘d˜ z uveden˜ch p ostup ov sa d  realizovaŸ troma sp “sobmi

(p o dŒa toho, ktorou hranou za‡neme), tie v¨ak v pr¡pade pravideln‚ho ¨tvorstena d va j£

ten ist˜ ob d•‘nik. Pre nepravideln˜ ¨tvorsten v¨ak m“‘eme dostaŸ a‘ ¨esŸ r“znych

ob d•‘nikov.

…alej je zrejm‚, ‘e obidva p op¡san‚ p ostupy da j£ pre zvolen£ hranu AB zho dn‚

ob d•‘niky pr ve vtedy, keƒ pre v˜¨ku C X trojuholn¡ka AB C plat¡ j C X j = j AB j . Preto‘e
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v pr¡pade rovnostrann‚ho trojuholn¡ka je j C X j < j AB j , dostaneme pre pravideln˜

¨tvorsten dva nezho dn‚ ob d•‘niky. (Pre pravideln˜ ¨tvorsten naviac zrejme dostaneme

X = Y .)

A { S { 1

Z rovnost¡ t

a

= b , t

b

= c p o dŒa zn mych vzorcov pre d•‘ky Ÿa‘n¡c

t

a

=

r

b

2

+ c

2

2

�

a

2

4

a t

b

=

r

a

2

+ c

2

2

�

b

2

4

dostaneme p o umo cnen¡ a jedno duchej £prave

2 c

2

� 2 b

2

� a

2

= 0 ;

� 2 c

2

� b

2

+ 2 a

2

= 0 :

S‡¡tan¡m dostaneme a

2

= 3 b

2

a dosaden¡m do jednej z rovn¡c 2 c

2

= 5 b

2

. Ob e rovnosti

t

a

= b , t

b

= c teda platia s£‡asne, pr ve keƒ a

2

: b

2

: c

2

= 6 : 2 : 5. Tro juholn¡k

so stranami

p

6,

p

2,

p

5 zrejme existuje a je ostrouhl˜, leb o 6 < 2 + 5, tak‘e p o dŒa

kos¡nusovej vety m  tento trojuholn¡k oproti na jdlh¨ej strane ostr˜ vn£torn˜ uhol.

A { S { 2

Zo s¡nusovej vety sin � : sin � = a : b za p o dmienky b = k a , k > 1, vypl˜va o dhad

sin � =

sin �

k

5

1

k

;

pritom rovnosŸ nastane, pr ve keƒ sin � = 1, teda � = 90

�

. Preto na jv„‡¨¡ uhol �

m  ten z uva‘ovan˜ch tro juholn¡kov AB C , ktor˜ m  prav˜ uhol pri vrchole B a jeho

(ostr˜) uhol pri vrchole A je ur‡en˜ rovnosŸou sin � =

1

k

. Tento pravouhl˜ tro juholn¡k

je zrejme rovnoramenn˜, pr ve keƒ � = 45

�

, teda keƒ

1

k

= sin 45

�

=

p

2

2

, ‡o nastane len

pre ho dnotu k =

p

2.

A B

C

SU V

!




Obr. 23

In‚ rie¨enie. Predp oklada jme, ‘e ‡¡slo k > 1 je p evn‚. Ak zvol¡me v rovine

£se‡ku AB , vrcholy C v¨etk˜ch uva‘ovan˜ch trojuholn¡kov AB C vyplnia mno‘inu
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v¨etk˜ch b o dov X s vlastnosŸou j AX j : j B X j = k , teda Ap oll¢niovu kru‘nicu ! . Uhol

B AC bude maxim lny, pr ve keƒ priamka AC bude doty‡nicou kru‘nice ! (a b o d C

bude jej b o d dotyku, obr. 23).

Pop¡¨me p olohu kra jn˜ch b o dov U , V toho priemeru kru‘nice ! , ktor˜ le‘¡ na

priamke AB . Bo d U je vn£torn˜m b o dom £se‡ky AB , b o d V vn£torn˜m b o dom

p olpriamky opa‡nej k p olpriamke B A , pri‡om p o chopiteŒne plat¡

j AU j : j B U j = j AV j : j B V j = k :

OdtiaŒ Œahko p omo cou d•‘ky c = j AB j ur‡¡me, ‘e

j AU j =

k c

k + 1

a j AV j =

k c

k � 1

:

Bo d C na kru‘nici ! je b o dom dotyku doty‡nice vedenej b o dom A k tejto kru‘nici,

pr ve keƒ plat¡ (mo cnosŸ b o du ku kru‘nici) rovnosŸ j AC j

2

= j AU j � j AV j , z ktorej p o

dosaden¡ za j AU j a j AV j dostaneme

j AC j =

k c

p

k

2

� 1

; tak‘e j B C j =

j AC j

k

=

c

p

k

2

� 1

:

œahko sa zist¡, ‘e tro juholn¡k so stranami

c

p

k

2

� 1

;

k c

p

k

2

� 1

; c

(ktor˜ je pravouhl˜ pre ka‘d‚ k > 1) je rovnoramenn˜ jedine pre k =

p

2.

In‚ rie¨enie. Do kos¡nusovej vety a

2

= b

2

+ c

2

� 2 bc cos � dosad¡me b = k a

a vyjadr¡me z nej cos � :

cos � =

( k

2

� 1) a

2

+ c

2

2 k ac

=

( k

2

� 1) a

2 k c

+

c

2 k a

:

Po dŒa nerovnosti medzi aritmetick˜m a geometrick˜m priemerom dvo ch ‡¡sel plat¡

( k

2

� 1) a

2 k c

+

c

2 k a

= 2

r

( k

2

� 1) a

2 k c

�

c

2 k a

=

p

k

2

� 1

k

;

tak‘e cos � = cos �

0

, aleb o � 5 �

0

, kde �

0

je ostr˜ uhol ur‡en˜ rovnosŸou

cos �

0

=

p

k

2

� 1

k

:

Maxim lna ho dnota � = �

0

sa dosiahne, keƒ sa ob e priemerovan‚ ‡¡sla rovna j£, teda

keƒ

( k

2

� 1) a

2 k c

=

c

2 k a

; ‡i‘e c = a

p

k

2

� 1 :
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Preto‘e naviac b = k a > a , zisŸujeme, ‘e na jv„‡¨¡ mo‘n˜ uhol � m  rovnoramenn˜

trojuholn¡k jedine v pr¡pade c = a ; z rovnosti a

p

k

2

� 1 = a tak nach dzame (jedin£)

hŒadan£ ho dnotu k =

p

2.

A { S { 3

€initeŒ 4 �

2

k

m“‘eme pre Œub ovoŒn‚ k , 1 5 k 5 n , upraviŸ na tvar

4 �

2

k

=

2(2 k � 1)

k

=

2 k (2 k � 1)

k

2

;

tak‘e pre uva‘ovan˜ s£‡in plat¡

n

Y

k =1

�

4 �

2

k

�

=

n

Y

k =1

2 k (2 k � 1)

k � k

=

(2 n )!

n ! n !

=

�

2 n

n

�

;

‡o je cel‚ ‡¡slo.

A { I I { 1

Ozna‡me P sk£man£ mno‘inu prvo ‡¡sel a uk ‘me na jprv, ‘e 2 =2 P . €¡slo 2 je jedin‚

prvo ‡¡slo, ktor‚ nie je nep rne. Keby teda platilo 2 2 P , b ol by s£‡et nep rneho

p o ‡tu prvo ‡¡sel z P p rny , a s£‡et p rneho p o ‡tu naopak nep rny , tak‘e uva‘ovan˜

aritmetick˜ priemer by nemohol byŸ rovn˜ nep rnemu ‡¡slu 27. Preto 2 =2 P .

Preto‘e ‡¡slo 27 nie je prvo ‡¡slo, plat¡ pre na jv„‡¨¡ prvok p

�

mno‘iny P o dhad p

�

>

> 27. Teraz vyu‘ijeme tento zrejm˜ p oznatok: Aritmetick˜ priemer A skupiny re lnych

‡¡sel sa zmen¨¡, kedykoŒvek k tejto skupine prid me ‡¡slo men¨ie ako A alebo z nej

odstr nime ‡¡slo v„‡¨ie ako A . Dopl¤me preto do danej mno‘iny P v¨etky ch˜ba j£ce

prvo ‡¡sla p , 2 < p < 27, a o dstr ¤me z nej v¨etky prvo ‡¡sla p , 27 < p < p

�

. Dostaneme

tak mno‘inu deviatich prvo ‡¡sel f 3 ; 5 ; 7 ; 11 ; 13 ; 17 ; 19 ; 23 ; p

�

g , pre ktor˜ch aritmetick˜

priemer (ktor˜ u‘ nemus¡ byŸ cel˜m ‡¡slom!) plat¡ o dhad

3 + 5 + 7 + 11 + 13 + 17 + 19 + 23 + p

�

9

5 27 :

(RovnosŸ nastane, p okiaŒ sme ani ‘iadne prvo ‡¡slo nepridali, ani ‘iadne neo dstr nili.)

OdtiaŒ vych dza p

�

5 145. Na jv„‡¨ie prvo ‡¡slo, ktor‚ sp•¤a p osledn£ nerovnosŸ, je

‡¡slo 139.

Ho dnota p

�

= 139 je mo‘n , ako ukazuje pr¡klad

P = f 3 ; 5 ; 7 ; 11 ; 13 ; 17 ; 19 ; 29 ; 139 g ;

ktor˜ ob jav¡me, keƒ v s£‡te 3 + 5 + 7 + 11 + 13 + 17 + 19 + 23 zamen¡me prvo ‡¡slo 23

prvo ‡¡slom o 145 � 139 = 6 v„‡¨¡m. (Keby sme si vopred neuvedomili, ‘e 2 =2 P , dostali

by sme z nerovnosti

2 + 3 + 5 + 7 + 11 + 13 + 17 + 19 + 23 + p

�

10

5 27
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slab¨¡ o dhad p

�

5 170. Potom by b olo nutn‚ p ostupne vyl£‡iŸ ho dnoty p

�

= 167, 163,

157, 151, 149. Pritom si asi uvedom¡me, pre‡o 2 =2 P .)

A { I I { 2

Preto‘e sk£man˜ p o diel V nez vis¡ o d veŒkosti a strany dan‚ho ¨tvorca (uveden˜ v˜raz

je homog‚nny), budeme pre jedno duchosŸ predp okladaŸ, ‘e a = 1.

PokiaŒ P = A , je zrejme V =

1

p

2 + 1

=

p

2 � 1. PokiaŒ plat¡ tvrdenie £lohy, je

p

2 � 1

hŒadan  ho dnota sk£man‚ho p o dielu.

Predp oklada jme ƒalej, ‘e b o d P je vn£torn˜m b o dom uveden‚ho obl£ka. Po dŒa vety

o obvo dov˜ch uhlo ch je (obr. 24)

j < ) AP D j = j < ) C P D j = j < ) C P B j = j < ) AC B j = �;

kde � ozna‡uje veŒkosŸ ostr‚ho uhla pr¡slu¨n‚ho tetive d•‘ky j AB j v kru‘nici op¡sanej

dan‚mu ¨tvorcu AB CD . Preto‘e uhol � =

1

3

j < ) AP B j a uhol AP B o dp oved  stredov‚mu

uhlu

1

2

� , je � =

1

4

� .

CD

A B

P

'

 

�

Obr. 24

Ozna‡me (obr. 24) ' = j < ) AD P j ,  = j < ) B C P j , p otom ' +  = � , j < ) P B C j = � �

� ( � +  ), j < ) P AD j = � � ( � + ' ), tak‘e p o dŒa s¡nusovej vety

V =

sin ' + sin  

sin ( � + ' ) + sin( � +  )

=

2 sin

' +  

2

cos

' �  

2

2 sin

3( ' +  )

2

cos

' �  

2

=

sin

1

2

�

sin

3

2

�

= kon¨t.

T˜m je tvrdenie £lohy dok zan‚, a preto‘e � =

1

4

� , dostaneme skuto ‡ne V =

p

2 � 1,

ako sa Œahko presved‡¡me napr. takto:

sin

3

2

� = sin � cos

�

2

+ sin

�

2

cos � = 2 sin

�

2

cos

2

�

2

+ sin

�

2

�

1 � 2 sin

2

�

2

�

=

= sin

�

2

(3 � 4 sin

2

� ) = sin

�

2

(1 + 2 cos � ) ;

leb o 2 sin

2

1

2

� = 1 � cos � .
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In‚ rie¨enie. PokiaŒ P = A , zist¡me rovnako ako v prvom rie¨en¡, ‘e ho dnota

sk£man‚ho p o dielu je

p

2 � 1. Ak je b o d P vn£torn˜m b o dom uveden‚ho obl£ka, s£

obidva ¨tvoruholn¡ky AP B C i AP B D (obr. 24) tetivov‚, preto p o dŒa Ptolemaiovej vety

plat¡

j AP j � j B C j + j B P j � j AC j = j C P j � j AB j ;

j AP j � j B D j + j B P j � j AD j = j D P j � j AB j :

S‡¡tan¡m ob o ch rovnost¡ a dosaden¡m j B C j = j AD j = j AB j , j B D j = j AC j =

p

2 j AB j

dostaneme

�

j AP j + j B P j

��

1 +

p

2

�

= j C P j + j D P j ; aleb o

j AP j + j B P j

j C P j + j D P j

=

p

2 � 1 :

T˜m je tvrdenie £lohy dok zan‚. V˜raz m  pre ka‘d˜ b o d P uveden‚ho obl£ka ho dnotu

p

2 � 1.

A { I I { 3

Preto‘e Ÿa‘isko T le‘¡ v opa‡nej p olrovine s hrani‡nou priamkou M N ako vrchol C ,

le‘ia b o dy C , M , N a T na jednej kru‘nici pr ve vtedy, keƒ pre uhly 
 = j ] M C N j

a � = j ] M T N j plat¡ 
 + � = � , aleb o sin 
 = sin � (rovnosŸ 
 = � je a priori vyl£‡en :

b o d T le‘¡ vn£tri trojuholn¡ka AB C , tak‘e j ] AT B j > j ] AC B j , aleb o � > 
 ). Zap¡¨me

teraz, ‘e obsah trojuholn¡ka AB T je rovn˜ jednej tretine obsahu trojuholn¡ka AB C :

1

2

�

�

2

3

j AM j

�

�

�

2

3

j B M j

�

� sin � =

1

3

�

�

1

2

j AC j � j B C j � sin 


�

:

OdtiaŒ u‘ okam‘ite vypl˜va, ‘e rovnosŸ sin 
 = sin � je ekvivalentn  s rovnosŸou

zo zadania £lohy.

In‚ rie¨enie. Vyu‘ijeme vetu o mo cnosti b o du ku kru‘nici. Ozna‡me T sp om¡-

nan‚ Ÿa‘isko, k kru‘nicu op¡san£ trojuholn¡ku C M N a rozl¡¨me tri mo‘n‚ pr¡pady

ich vz  jomnej p olohy. (Zd“raznime, ‘e vrcholy A a B v‘dy le‘ia vo vonka j¨ej oblasti

kru‘nice k , leb o £se‡ky M C a N C s£ jej tetivy.)

Ak je T 2 k , p otom j AN j � j AC j = j AT j � j AM j , teda

b

2

� b =

�

2

3

t

a

�

� t

a

; aleb o 4 t

2

a

= 3 b

2

;

rovnako o dvo d¡me a j rovnosŸ 4 t

2

b

= 3 a

2

. Vyn sob en¡m ob o ch rovnost¡ a n sledn˜m

o dmo cnen¡m dostaneme 4 t

a

t

b

= 3 ab , ‡o je rovnosŸ zo zadania £lohy.

Ak b o d T le‘¡ vo vn£tornej oblasti kru‘nice k , p otom plat¡ nerovnosŸ j AN j � j AC j <

< j AT j � j AM j (plat¡ toti‘ rovnosŸ j AN j � j AC j = j AT

0

j � j AM j , kde T

0

je priese‡n¡k

£se‡ky AT s kru‘nicou k , tak‘e j AT

0

j < j AT j ). Postup om z predch dza j£ceho o dstavca

tentokr t vyjde nerovnosŸ 4 t

a

t

b

> 3 ab .
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Ak b o d T le‘¡ vo vonkaj¨ej oblasti kru‘nice k , p otom plat¡ nerovnosŸ j AN j � j AC j >

> j AT j � j AM j (plat¡ toti‘ rovnosŸ j AN j � j AC j = j AT

0

j � j AM j , kde T

0

je druh˜ priese‡n¡k

p olpriamky T M s kru‘nicou k , tak‘e j AT

0

j > j AT j ). V tomto pr¡pade vyjde nerovnosŸ

4 t

a

t

b

< 3 ab .

T˜m sa d“kaz bl¡‘i k z veru. V¨imneme si jednu zauj¡mavosŸ, ktor  z neho vypl˜va:

rovnosŸ 4 t

a

t

b

= 3 ab v Œub ovoŒnom trojuholn¡ku AB C plat¡, jedine keƒ z rove¤ 4 t

2

a

= 3 b

2

a 4 t

2

b

= 3 a

2

.

A { I I { 4

Dan£ nerovnicu ekvivalentne uprav¡me na

2 x

3

+ ( a � 2 d ) x

2

+ ( b � 2 a ) x + c

x

2

� dx � a

= 0 : (1)

Nerovnicu tvaru

A ( x )

B ( x )

= 0 vieme vyrie¨iŸ, ak p ozn me re lne korene ob o ch mno-

ho ‡lenov A ( x ), B ( x ). Odp oveda j£ce mno‘iny ich re lnych kore¤ov ozna‡me A , B . Ak

ozna‡¡me R mno‘inu rie¨en¡ nerovnice

A ( x )

B ( x )

> 0, ktor  je zrejme ekvivalentn  nerovnici

A ( x ) B ( x ) > 0, bude mno‘inou rie¨en¡ p “vo dnej nerovnice

A ( x )

B ( x )

= 0 mno‘ina

( R [ A ) n B :

Na rie¨enie nerovnice A ( x ) B ( x ) > 0 nema j£ zrejme vplyv pr¡padn‚ kvadratick‚

tro j‡leny so z p orn˜m diskriminantom, ktor‚ nema j£ re lne korene. A preto‘e n s

zauj¡ma rie¨enie nerovnice A ( x ) B ( x ) > 0 na jm„ pre x =2 A [ B , budeme miesto nej

rie¨iŸ nerovnicu, ktor£ dostaneme vydelen¡m v¨etk˜mi mo‘n˜mi p rnymi mo cninami

kore¤ov˜ch ‡initeŒov. Miesto nerovnice A ( x ) B ( x ) > 0 tak budeme rie¨iŸ nerovnicu

( x � �

1

)( x � �

2

) : : : ( x � �

k

) > 0 ;

kde �

1

< �

2

< : : : < �

k

s£ zvy¨n‚ (v¨etky jedno duch‚) re lne korene mnoho ‡lena

A ( x ) B ( x ). Rie¨en¡m p oslednej nerovnice je pre k = 1 interval ( �

1

; + 1 ), pre k =

= 2 zjednotenie ( �1 ; �

1

) [ ( �

2

; + 1 ), pre k = 3 nep rne zjednotenie ( �

1

; �

2

) [ : : : [

[ ( �

k � 2

; �

k � 1

) [ ( �

k

; + 1 ) a pre k > 2 p rne zjednotenie ( �1 ; �

1

) [ : : : [ ( �

k � 2

; �

k � 1

) [

[ ( �

k

; + 1 ).

Vr Ÿme sa teraz k nerovnici (1). Preto‘e x = 0 je jej rie¨en¡m, mus¡ byŸ nula kore¤om

‡itateŒa, nie v¨ak kore¤om menovateŒa, preto c = 0 a a 6= 0. Naviac z toho, ‘e nula je

"

izolovan˜m\ b o dom rie¨enia, vypl˜va p o dŒa na¨ich predch dza j£cich £vah, ‘e nula je

kore¤om p rnej n sobnosti, teda dvo jn sobn˜m. Preto je tie‘ b � 2 a = 0.

Preto‘e naopak kra jn˜ b o d druh‚ho intervalu x = 4 do mno‘iny rie¨en¡ nepatr¡, je

kore¤om menovateŒa, tak‘e a + 4 d = 16. Po dosaden¡ a = 16 � 4 d a rozklade menovateŒa

dostaneme ekvivalentn£ nerovnicu

x

2

( x + 8 � 3 d )

( x � 4)( x � d + 4)

= 0 :



64

OdtiaŒ v¨ak vypl˜va, ‘e rie¨en¡m nerovnice

( x � 4)( x + 8 � 3 d )( x � d + 4) > 0

mus¡ byŸ interval (4 ; 1 ), preto 3 d � 8 = d � 4, aleb o d = 2, a = 8, b = 16, c = 0. Pre

tieto ho dnoty tak dost vame nerovnicu

x

2

( x + 2)

( x � 4)( x + 2)

= 0 ;

ktorej mno‘inou rie¨en¡ je skuto ‡ne f 0 g [ (4 ; + 1 ).

A { I I I { 1

a) V˜sledn˜ v˜raz mo‘no v‘dy zap¡saŸ (b ez kr tenia) ako p o diel A : B dvo ch s£‡inov

A a B priro dzen˜ch ‡¡sel, pre ktor‚ plat¡

A � B = 2 � 3 � 4 � : : : � 29 = 29! = 2

25

� 3

13

� 5

6

� 7

4

� 11

2

� 13

2

� 17 � 19 � 23 � 29 :

(Exp onenty prvo ‡¡sel mo‘no p o ‡¡taŸ b ezprostredne p o ‡initeŒo ch, aleb o p o dŒa zn meho

pravidla: prvo ‡¡slo p m  v rozklade ‡¡sla n ! exp onent rovn˜ s£‡tu

�

n

p

�

+

�

n

p

2

�

+

�

n

p

3

�

+ � � � ; (1)

kde [ x ] ozna‡uje cel£ ‡asŸ ‡¡sla x .) Tie prvo ‡¡sla, ktor‚ ma j£ v rozklade ‡¡sla 29!

nep rny exp onent, nem“‘u z p o dielu A : B

"

zmizn£Ÿ\ ani p o jeho kr ten¡. Preto ‘iadna

celo‡¡seln  ho dnota v˜sledku nie je men¨ia ako ‡¡slo

H = 2 � 3 � 17 � 19 � 23 � 29 = 1 292 646 :

Na druh£ stranu,

29 : (28 : 27 : 26 : 25 : 24 : 23 : 22 : 21 : 20 : 19 : 18 : 17 : 16)

15 : (14 : 13 : 12 : 11 : 10 : 9 : 8 : 7 : 6 : 5 : 4 : 3 : 2)

=

=

29 � 14 � 27 � 26 � 25 � 24 � 23 � 22 � 21 � 20 � 19 � 18 � 17 � 16

15 � 28 � 13 � 12 � 11 � 10 � 9 � 8 � 7 � 6 � 5 � 4 � 3 � 2

=

=

29 � 14

2

28

�

27!

(15!)

2

= 29 � 7 �

2

23

� 3

13

� 5

6

� 7

3

� 11

2

� 13

2

� 17 � 19 � 23

�

2

11

� 3

6

� 5

3

� 7

2

� 11 � 13

�

2

= H :

(Op„Ÿ sa vyplatilo p o ‡¡taŸ exp onenty p o dŒa (1).) €¡slo H je teda hŒadan  na jmen¨ia

ho dnota.

b) Pozrime sa teraz p o drobnej¨ie na to, ako vyzera j£ s£‡iny A a B z prvej vety

rie¨enia, ak s£ ‡itateŒ a menovateŒ zlomku uz tvorkovan‚ rovnak˜m sp “sob om. Z ka‘dej

zo ¨trn stich dvo j¡c p o d seb ou sto jacich ‡¡sel

f 29 ; 15 g ; f 28 ; 14 g ; f 27 ; 13 g ; : : : ; f 16 ; 2 g
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je jedno ‡¡slo ‡initeŒom v s£‡ine A , druh‚ ‡¡slo je ‡initeŒom v s£‡ine B (tak‘e A , B

ma j£ p o 14 ‡initeŒo ch). V˜sledn£ ho dnotu V p otom m“‘eme zap¡saŸ tie‘ ako s£‡in

�

29

15

�

"

1

�

28

14

�

"

2

�

27

13

�

"

3

�

26

12

�

"

4

� : : : �

�

17

3

�

"

13

�

16

2

�

"

14

;

kde "

i

= � 1, pritom zrejme "

1

= 1 a "

2

= � 1 b ez ohŒadu na uz tvorkovanie. Preto‘e

zlomky

27

13

,

26

12

,

25

11

, : : : ,

16

2

s£ v„‡¨ie ako 1, v˜sledn  ho dnota V (‡i u‘ je ‡¡slo cel‚, ‡i

nie) mus¡ sp•¤aŸ o dhad

V 5

29

15

�

14

28

�

27

13

�

26

12

� : : : �

17

3

�

16

2

= H ;

kde H je priro dzen‚ ‡¡slo, ur‡en‚ v ‡asti a) rie¨enia ako na jmen¨ia mo‘n  celo ‡¡seln 

ho dnota V . OdtiaŒ vypl˜va, ‘e H je jedin  mo‘n  celo ‡¡seln  ho dnota V . (Naviac sme

uk zali, ‘e pri rovnakom uz tvorkovan¡ ‡itateŒa a menovateŒa dan‚ho zlomku je ka‘d 

ho dnota v˜sledn‚ho v˜razu men¨ia ako ‡¡slo H .)

A { I I I { 2

Ozna‡me K a L stredy hr n B C a AD a A

0

, D

0

pr¡slu¨n‚ Ÿa‘isk  stien oproti vrcholom

A , D (obr. 25). Ob e Ÿa‘nice AA

0

, D D

0

le‘ia v rovine AK D , pri‡om ich priese‡n¡k T

(Ÿa‘isko ¨tvorstena) ich del¡ v p omere 3 : 1 a z rove¤ je stredom sp o jnice K L (to je

zrejm‚ z vlastnost¡ Ÿa‘iska: T =

1

4

( A + B + C + D ) =

1

2

�

1

2

( A + D ) +

1

2

( B + C )

�

=

1

2

( K +

+ L )). OdtiaŒ vypl˜va, ‘e je j E T j : j AT j = j F T j : j D T j = 1 : 3, tak‘e j E F j =

1

3

j AD j .

A

B

C

D

K

L

E

F

G

D

0

A

0

�

Obr. 25

Rovina B C L rozp oŒuje obidve £se‡ky AD a j E F , a preto tie‘ rozdeŒuje obidva

uva‘ovan‚ ¨tvorsteny AB CD a j B C E F na ‡asti rovnak‚ho ob jemu. Ozna‡me G stred
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£se‡ky E F , pre pr¡slu¨n‚ ob jemy p otom plat¡

V ( B C E F )

V ( AB CD )

=

V ( B C GF )

V ( B C LD )

=

j GF j

j LD j

�

S ( B C G )

S ( B C L )

=

=

1

3

j K G j

j K L j

=

1

3

�

2

3

=

2

9

:

A { I I I { 3

Vieme, ‘e

t

2

a

=

1

4

(2 b

2

+ 2 c

2

� a

2

) ; t

2

b

=

1

4

(2 a

2

+ 2 c

2

� b

2

) ;

tak‘e

t

2

a

� t

2

b

=

3

4

( b

2

� a

2

) :

Preto‘e p o dŒa predp okladu £lohy t

a

� t

b

= b � a 6= 0, vych dza o dtiaŒ t

a

+ t

b

=

3

4

( b + a ).

Zo s£stavy rovn¡c

t

a

� t

b

= b � a;

t

a

+ t

b

=

3

4

( b + a )

ur‡¡me t

a

=

1

8

(7 b � a ), t

b

=

1

8

(7 a � b ), teda

a + t

a

= b + t

b

=

7

8

( a + b ) :

Preto je k =

7

8

.

Teraz zist¡me, pre ktor‚ d•‘ky a 6= b existuje trojuholn¡k AB C so stranami a , b

a Ÿa‘nicami t

a

=

1

8

(7 b � a ), t

b

=

1

8

(7 a � b ). Predov¨etk˜m mus¡ byŸ t

a

> 0, t

b

> 0, ‡o

je ekvivalentn‚ nerovnosti

1

7

<

a

b

< 7. Pozn me v¨etky tri strany trojuholn¡ka AB

1

T :

j AB

1

j =

b

2

; j AT j =

2

3

t

a

=

2

3

�

1

8

(7 b � a ) =

1

12

(7 b � a ) ;

j B

1

T j =

1

3

t

b

=

1

3

�

1

8

(7 a � b ) =

1

24

(7 a � b ) :

Ak sk£mame trojuholn¡kov‚ nerovnosti pre tieto tri d•‘ky, dostaneme p o dmienku

1

3

<

a

b

< 3 ;

z ktorej je treba p o dŒa predp okladu vyl£‡iŸ ho dnotu

a

b

= 1. To je z rove¤ a j p osta‡uj£ca

p o dmienka: Zostro jen˜ trojuholn¡k AB

1

T mo‘no v‘dy doplniŸ na trojuholn¡k AB C so
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stranou b = j AC j a Ÿa‘nicami t

a

= j AA

1

j , t

b

= j B B

1

j . Kone‡ne z rovnosti t

2

a

� t

2

b

=

=

3

4

( b

2

� a

2

) vid¡me, ‘e je i a = j B C j .

A { I I I { 4

Ka‘dej kone‡nej p ostupnosti p¡smen A , B hovorme reŸazec. V¨ade ƒalej � � � ozna‡uje

vho dn˜ (ho ci a j pr zdny) reŸazec, zatiaŒ ‡o ��� p ou‘ijeme na z pis reŸazca z rovnak˜ch

p¡smen (napr. B � � � B

| {z }

k

ozna‡uje reŸazec k p¡smen B ).

Dok ‘eme, ‘e Œub ovoŒn˜ reŸazec je slovo (uva‘ovan‚ho jazyka), pr ve keƒ sp•¤a

nasleduj£cu p o dmienku:

P: ReŸazec kon‡¡ p¡smenom B a buƒ za‡¡na p¡smenom A , alebo za‡¡na (‡i je dokonca

cel˜ tvoren˜) p rnym po‡tom p¡smen B .

NutnosŸ p o dmienky P je zrejm : sp•¤a j£ ju obidve slov  AB a B B d•‘ky 2 a sp•¤a

ju a j ka‘d‚ nov‚ slovo vzniknut‚ kon¨trukciou z b o du 2), p okiaŒ p o dmienku P sp•¤a j£

slov , ktor˜mi pri kon¨trukcii nahr dzame jednotliv‚ p¡smen  B .

Teraz indukciou vzhŒadom na ‡¡slo n dok ‘eme, ‘e ka‘d˜ reŸazec d•‘ky n sp•¤a j£ci

p o dmienku P je slovo. To zrejme plat¡ pre n = 1 a n = 2; ak je n > 2, p otom reŸazec

d•‘ky n , ktor˜ sp•¤a P, m  jeden z tvarov

AA � � � B ; AB � � � B ; B � � � B

| {z }

2 k

A � � � B ; B � � � B

| {z }

2 k +2

;

kde 2 5 2 k 5 n � 2. Na¨ou £lohou je uk zaŸ, ‘e tieto ¨tyri typy reŸazcov vznika j£

p omo cou kon¨trukcie z b o du 2), pri ktorej p¡smen  B nahr dzame reŸazcami (d•‘ky

men¨ej ako n ) sp•¤a j£cimi p o dmienku P (teda slovami p o dŒa induk‡n‚ho predp okladu).

Slovo AA � � � B vznikne ako A ( A � � � B ) zo slova AB . Slovo AB � � � B vznikne buƒ

ako A ( B � � � B ) zo slova AB , aleb o ako ( AB )( � � � B ) zo slova B B , p o dŒa toho, ‡i

za jeho prv˜m p¡smenom A nasleduje p rny resp. nep rny p o ‡et p¡smen B . Slovo

B � � � B

| {z }

2 k

A � � � B vznikne ako ( B � � � B

| {z }

2 k

)( A � � � B ) zo slova B B , slovo B � � � B

| {z }

2 k +2

ako

( B � � � B

| {z }

2 k

)( B B ) zo slova B B . T˜m je d“kaz indukciou hotov˜.

Teraz p omo cou p o dmienky P u‘ Œahko dok ‘eme, ‘e pre p o ‡et p

n

slov d•‘ky n

skuto ‡ne plat¡ vzorec

p

n

=

2

n

+ 2 � ( � 1)

n

3

;

ktor‚ho platnosŸ je zrejm  pre n = 1 a n = 2, leb o p

1

= 0 a p

2

= 2. Preto vzorec bude

dok zan˜ matematickou indukciou, ak uk ‘eme, ‘e pre ka‘d‚ n plat¡ rovnosŸ p

n +2

=

= 2

n

+ p

n

, ktor£ ‡¡sla

1

3

(2

n

+ 2 � ( � 1)

n

) zrejme sp•¤a j£. RovnosŸ p

n +2

= 2

n

+ p

n

v¨ak

vypl˜va okam‘ite z toho, ‘e p o dŒa vlastnosti P je ka‘d‚ slovo d•‘ky ( n + 2) buƒ tvaru

A � � � B , kde � � � je Œub ovoŒn˜ reŸazec d•‘ky n (t˜ch je 2

n

), aleb o je tvaru B B � � � , kde

� � � je Œub ovoŒn‚ z p

n

slov d•‘ky n .
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A { I I I { 5

Uva‘ujme oto ‡enie okolo stredu A o 90

�

, ktor‚ zobraz¡ vrchol B hŒadan‚ho ¨tvorca

AB CD na vrchol D , a ozna‡me P

0

, C

0

, D

0

obrazy b o dov P , C , D v tomto oto ‡en¡

(obr. 26).

A B

CDC

0

D

0

P

P

0

Q

X




Obr. 26

Preto‘e j < ) P AP

0

j = 90

�

, vypl˜va z vlastnost¡ os¡ susedn˜ch uhlov, ‘e AP

0

je os

uhla QAD

0

. Preto m  b o d P

0

rovnak£ vzdialenosŸ o d AD

0

a j o d AQ (rovn£ strane

hŒadan‚ho ¨tvorca). Tieto vzdialenosti s£ v˜¨kami v trojuholn¡ku AQP

0

, ktor˜ p otom

mus¡ byŸ rovnoramenn˜ (so z klad¤ou AP

0

). Preto‘e b o d P

0

m“‘eme zostro jiŸ, m“‘eme

zostro jiŸ a j b o d Q ako priese‡n¡k ramena P X s osou £se‡ky AP

0

. Zvy¨ok kon¨trukcie

je u‘ zrejm˜.

A { I I I { 6

Ak m  dan  s£stava rie¨enie ( x; y ) pre ‡¡sla a = A , b = B , m  zrejme a j rie¨enie ( k x; k y )

pre Œub ovoŒn‚ k 6= 0 a pre ‡¡sla a =

1

k

A , b = k B . OdtiaŒ vid¡me, ‘e existencia rie¨enia

danej s£stavy z vis¡ len o d ho dnoty s£‡inu ab .

Budeme teda na jprv sk£maŸ ho dnoty v˜razu

P ( u; v ) =

( u + v )( u

3

+ v

3

)

( u

2

+ v

2

)

2

;

kde ‡¡sla u a v sp•¤a j£ normaliza‡n£ p o dmienku u

2

+ v

2

= 1. Po dŒa nej plat¡

P ( u; v ) = ( u + v )( u

3

+ v

3

) = ( u + v )

2

( u

2

� uv + v

2

) =

= ( u

2

+ 2 uv + v

2

)(1 � uv ) = (1 + 2 uv )(1 � uv ) :

Za p o dmienky u

2

+ v

2

= 1 nadob£da s£‡in uv v¨etky ho dnoty z intervalu h�

1

2

;

1

2

i (ak

je u = cos � a v = sin � , je uv =

1

2

sin 2 � ). Preto sta‡¡ zistiŸ mno‘inu ho dn“t funkcie

f ( t ) = (1 + 2 t )(1 � t ) na intervale t 2 h�

1

2

;

1

2

i . Z vyjadrenia

f ( t ) = � 2 t

2

+ t + 1 = � 2

�

t �

1

4

�

2

+

9

8
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vypl˜va, ‘e hŒadanou mno‘inou ho dn“t je uzavret˜ interval s kra jn˜mi b o dmi f ( �

1

2

) =

= 0 a f (

1

4

) =

9

8

.

To teda znamen , ‘e p okiaŒ m  dan  s£stava rie¨enie, mus¡ pre jej parametre a a b

platiŸ 0 5 ab 5

9

8

, pritom rovnosŸ ab = 0 je mo‘n , len keƒ x + y = 0, vtedy v¨ak

a = b = 0.

Ak naopak niektor‚ ‡¡sla a a b sp•¤a j£ nerovnosti 0 < ab 5

9

8

, existuj£ p o dŒa

dok zan‚ho ‡¡sla u a v tak‚, ‘e u

2

+ v

2

= 1 a ( u + v )( u

3

+ v

3

) = ab . Ak ozna‡¡me

a

0

= u + v a b

0

= u

3

+ v

3

, p otom z rovnosti a

0

b

0

= ab 6= 0 vypl˜va, ‘e obidva p omery

a : a

0

a b

0

: b ma j£ rovnak£ ho dnotu k 6= 0. Potom je ale dvo jica x = k u a y = k v

zrejme rie¨en¡m s£stavy rovn¡c zo zadania £lohy pre uva‘ovan‚ ho dnoty a a b .



Pr¡pravn‚ s£stredenia pred MMO

Pred medzin ro dnou matematickou olympi dou (MMO) sa ka‘doro ‡ne kon  jedno

v˜b erov‚ a jedno pr¡pravn‚ s£stredenie pre na jlep¨¡ch rie¨iteŒov tretieho kola ka-

teg¢rie A. Po prvom z nich SK MO vyb erie 6 na jlep¨¡ch ¨tudentov do reprezen-

ta‡n‚ho dru‘stva Slovenska a ur‡¡ dvo ch n hradn¡kov. Druh‚ s£stredenie je zameran‚

na pr¡pravu ¨esŸ‡lenn‚ho reprezenta‡n‚ho dru‘stva.

Na v˜b erovom s£streden¡ pred MMO sa z£‡astnilo 11 s£Ÿa‘iacich, na j£sp e¨nej¨¡ch

rie¨iteŒov tretieho kola MO kateg¢rie A. S£stredenie sa konalo v d¤o ch 26.4.{30.4.1999

v Bratislave. Ka‘d˜ de¤ ¨tudenti rie¨ili s‚riu tro ch £loh pri rovnak˜ch p o dmienkach

ako na MMO. V p o ob ed¤a j¨¡ch ho din ch sa konal sp olo ‡n˜ rozb or £loh s lektorom. Na

konci s£stredenia sa z¡skan‚ b o dy za jednotliv‚ dni s‡¡tali a s prihliadnut¡m na v˜sledky

tretieho kola MO a in‚ v˜sledky (predch dza j£ca £‡asŸ na MMO, v˜sledky kore¨p on-

den‡n‚ho semin ra SK MO) b olo vybran‚ ¨esŸ‡lenn‚ dru‘stvo, ktor‚ sa z£‡astn¡ MMO.

V˜sledky s£stredenia:

1. Bal sz Keszegh 46,5 7. Martin Poto‡n˜ 28,5

2. Peter Novotn˜ 44,5 8.-9. Martin Hri¤ k 28

3.-4. Miroslava Sot kov  36,5 8.-9. Peter Husz r 28

3.-4. Josef ›ef‡¡k 36,5 10. Mari n Ertl 20

5. Michal Fori¨ek 33,5 11. Krist¡na €ernekov  8,5

6. Katar¡na Quittnerov  30

—lohy zad vali lektori z Bratislavy:

Eugen Kov ‡ a J n B beŒa , MFF UK, £lohy 1 { 6,

Eugen Kov ‡, J n B beŒa a Mgr. J n ’abka , MFF UK, £lohy 7 { 9,

Mgr. Richard Kol l r , MFF UK, £lohy 10 { 15,

Pre vybran‚ dru‘stvo sa organizovalo e¨te jedno pr¡pravn‚ s£stredenie v d¤o ch 20.{

25.6.1999 v zariaden¡ IUVENTY na Zo chovej chate. Napriek probl‚mom so stravou a

ubytovan¡m sa ho nakoniec p o darilo uskuto ‡niŸ. Toto s£stredenie b olo zameran‚ viac

na vedomostn£ pr¡pravu ¨tudentov a jeho obsahom b oli predn ¨ky na vybran‚ t‚my.

Lektormi b oli:

Mgr. Richard Kol l r , MFF UK Bratislava (Invarianty),

RNDr. Jaroslav Guri‡an, CSc. , MFF UK Bratislava (Te¢ria ‡¡sel)

doc. RNDr. J n €i‘m r, CSc. , MFF UK Bratislava (Geometria),

RNDr. Pavol €ernek, CSc. , MFF UK Bratislava (Diofantick‚ rovnice)
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Zadania s£Ÿa‘n˜ch £loh v˜b erov‚ho s£stredenia pred MMO

1. Dan‚ je prvo ‡¡slo p = 3. Na kru‘nici je dan˜ch p b o dov A

0

; A

1

; : : : ; A

p � 1

(v tomto p orad¡). Priraƒme b o du A

0

‡¡slo 1, b o du A

1

‡¡slo 2, b o du A

1+2

‡¡slo

3, b o du A

1+2+3

‡¡slo 4, : : : , b o du A

1+2+ ::: +( k � 1)

‡¡slo k , : : : , b o du A

1+2+ ::: +( p � 1)

‡¡slo p ; pri‡om indexy b erieme mo dulo p . Zistite, koŒk˜m b o dom je priraden‚

asp o¤ jedno ‡¡slo.

2. Dve kru‘nice (r“znych p olomerov) sa navz  jom dot˜ka j£. Do v„‡¨ej z nich

je vp¡san˜ rovnostrann˜ tro juholn¡k, z vrcholov ktor‚ho s£ veden‚ doty‡nice

k men¨ej kru‘nici. Dok ‘te, ‘e d•‘ka doty‡nice z niektor‚ho vrcholu je s£‡tom

d•‘ok doty‡n¡c zo zvy¨n˜ch dvo ch vrcholov. (D•‘kou doty‡nice sa mysl¡ vzdia-

lenosŸ o d dotykov‚ho b o du).

3. Dan˜ je n -b ok˜ ihlan A

1

A

2

: : : A

n

V , pri‡om n = 4. Rovina � pret¡na jeho

b o ‡n‚ hrany V A

1

, V A

2

, : : : , V A

n

p ostupne v b o do ch B

1

; B

2

; : : : ; B

n

tak, ‘e

mnohouholn¡ky A

1

A

2

: : : A

n

a B

1

B

2

: : : B

n

s£ navz  jom p o dobn‚. Dok ‘te, ‘e

rovina � je rovnob e‘n  s rovinou p o dstavy ihlana.

4. Nech � ( k ) ozna‡uje p o ‡et kladn˜ch deliteŒov priro dzen‚ho ‡¡sla k . N  jdite

v¨etky priro dzen‚ ‡¡sla n > 1 tak‚, ‘e p ostupnosŸ a

0

; a

1

; a

2

; : : : ur‡en  vzŸahmi

a

0

= n , a

k

= � ( a

k � 1

) pre k 2 N , neobsahuje ¨tvorec.

5. Na ka‘d‚ ‡¡slo 1,2, : : : ,12 ru‡i‡kov˜ch ho d¡n p olo‘¡me mincu, ktorej jedna strana

je biela a druh  je ‡ierna. Ak tam m me asp o¤ jednu ‡iernu mincu (t.j.

obr ten£ ‡iernou hore), m“‘eme urobiŸ nasleduj£ci Ÿah: Fixujeme jednu ‡iernu

mincu a zmen¡me farbu ob o ch jej susedov na opa‡n£. N  jdite v¨etky za‡iato ‡n‚

kon�gur cie, z ktor˜ch sa p o nejakom kone‡nom p o ‡te Ÿahov m“‘eme dostaŸ

ku kon�gur cii, v ktorej s£ v¨etky mince, okrem tej na ‡¡sle 12, biele. Zistite

a j p o ‡et v¨etk˜ch tak˜ch p o ‡iato ‡n˜ch kon�gur cii.

6. Dok ‘te, ‘e sp omedzi vrcholov Œub ovoŒn‚ho konvexn‚ho mnohouholn¡ka mo‘no

vybraŸ tri p o seb e id£ce tak, ‘e kru‘nica, ktor  nimi prech dza, p okr˜va cel˜

mnohouholn¡k.

7. Dan˜ je tro juholn¡k AB C s obsahom S , a re lne ‡¡slo t 2 (0 ; 1). Na jeho

stran ch B C , C A , AB s£ p ostupne dan‚ b o dy P ; Q; R , pri‡om plat¡

j B P j

j C P j

=

j C Q j

j AQ j

=

j AR j

j B R j

=

t

1 � t

:

a) Dok ‘te, ‘e existuje tro juholn¡k, ktor‚ho strany ma j£ rovnak‚ d•‘ky ako

£se‡ky AP , B Q , CR .

b) Ozna‡me S

0

obsah tak‚ho tro juholn¡ka. Ur‡te p omer S

0

: S v z vislosti o d t .
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8. Zistite, ‡i existuje konvexn  mno‘ina b o dov v rovine A , ktor  obsahuje

nekone‡ne veŒa mre‘ov˜ch b o dov, a pritom na ka‘dej priamke le‘¡ len kone‡n˜

p o ‡et mre‘ov˜ch b o dov z A .

9. Nech a; b s£ priro dzen‚ ‡¡sla tak‚, ‘e ‡¡slo

p =

b

4

r

2 a � b

2 a + b

je prvo ‡¡slo. Ur‡te v¨etky mo‘n‚ ho dnoty p .

10. Dok ‘te, ‘e obvo d Œub ovoŒn‚ho rovinn‚ho rezu ¨tvorstena je men¨¡ ako obvo d

jednej zo stien ¨tvorstena.

11. Dan‚ s£ priro dzen‚ ‡¡sla n a k a mno‘ina A tak , ‘e

j A j 5

n ( n + 1)

k + 1

:

…alej nech pre n -prvkov‚ mno‘iny A

i

, i = 1 ; 2 ; : : : n + 1 plat¡

j A

i

\ A

j

j 5 k ( i 6= j ) ;

A =

n +1

[

i =1

A

i

:

Ur‡te p o ‡et prvkov mno‘iny A .

12. N  jdite tak£ p olohu n priamok v rovine, aby s£‡et uhlov medzi v¨etk˜mi

dvo jicami priamok b ol maxim lny.

13. Pre re lne ‡¡slo x ozna‡me jj x jj vzdialenosŸ x o d na jbli‘¨ieho cel‚ho ‡¡sla. Nech

0 5 x

n

< 1, n = 1 ; 2 ; : : : , a nech " > 0. Dok ‘te, ‘e existuje nekone‡ne veŒa

p rov ( m; n ) indexov, pre ktor‚ plat¡

jj x

n

� x

m

jj < min

�

";

1

2 j n � m j

�

:

14. Dan‚ je nep rne prvo ‡¡slo p a priro dzen‚ ‡¡slo c . Ur‡te ho dnotu zvy¨ku s£‡tu

p � 1

2

X

n =0

�

2 n

n

�

c

n

p o delen¡ p .

15. Dan  je kru‘nica k so stredom O , priemerom AB a b o dom M le‘iacim na AB ,

pri‡om j M B j < j M A j . Bo dom M je veden  tetiva kru‘nice, ktor  pret¡na k v

b o do ch C , D tak, ‘e j M D j > j M C j . Ozna‡me P druh˜ priese‡n¡k (okrem O )

kru‘n¡c op¡san˜ch tro juholn¡kom AO C a B O D . Dok ‘te, ‘e O P ? P M .



5. ‡eskoslovensk‚ stretnutie

B¡lovec, 8.{ 11. j£na 1999

V d¤o ch 8.{11.6.1999 sa v pr¡jemnom prostred¡ Gymn zia v B¡lovci uskuto ‡nil u‘

piaty ro ‡n¡k matematickej s£Ÿa‘e medzi olympionikmi €eskej a Slovenskej republiky.

T£to s£Ÿa‘ usp orad£va j£ striedavo obidve z£‡astnen‚ kra jiny; prv˜ ro ‡n¡k sa konal

v Jev¡‡ku, druh˜ v ’iline, tret¡ v B¡lovci a ¨tvrt˜ na Zo chovej chate. Ved£cimi t¡mov

b oli tento rok doc. RNDr. Miroslav ›im¨a, CSc. z €eskej republiky a Eugen Kov ‡ zo

Slovenska, ktor¡ z rove¤ ko ordinovali opravovanie £loh.

T to s£Ÿa‘ je sp olu s v˜b erov˜m a pr¡pravn˜m s£streden¡m s£‡asŸou dlho dob ej

pr¡pravy na medzin ro dn£ matematick£ olympi du (MMO). Na rozdiel o d sp om¡-

nan˜ch s£streden¡ si tu m“‘u ¨tudenti precvi‡iŸ svo je schopnosti vo veŒmi p o dobn˜ch

p o dmienkach, ako ich ‡aka j£ na MMO. Na rie¨enie £loh ma j£ ¨tyri a p ol ho diny,

‡o je o p ol ho diny viac ako vo v¨etk˜ch kol ch na¨ej MO. Aj tematick‚ zameranie

a n ro ‡nosŸ £loh je oveŒa bli‘¨ia MMO ako napr¡klad celo¨t tnemu kolu. Okrem t˜chto

d“le‘it˜ch faktov, je toto stretnutie a j stretnut¡m v pravom slova zmysle. S£Ÿa‘iaci

z dvo ch historicky sp„t˜ch kra j¡n sa ma j£ mo‘nosŸ sp oznaŸ a naviazaŸ priateŒstv ,

ktor‚ v˜razne p om ha j£ aklimatiz cii v cudzom a ƒalekom prostred¡ MMO. Toto

stretnutie z rove¤ prispieva k uchov vaniu trad¡cie sp olo ‡nej ‡eskoslovenskej olympi dy

a sp olu so sp olo ‡nou tvorb ou £loh je prejavom, ktor˜m na jvy¨¨ie org ny MO v ob o ch

republik ch d va j£ na javo svo j z ujem o vz  jomn£ sp olupr cu. V˜sledky s£Ÿa‘e s£

uveden‚ v tabuŒke.

Por. Meno Ro ‡n¡k, ›kola 1. 2. 3. 4. 5. 6. S£‡.

1. Peter Novotn˜ 4 G V. Okru‘n , ’ilina 7 7 7 7 7 0 35

2. Martin Vi¨‡or 4 G t©. Kpt. Jaro¨e, Brno 7 7 2 7 2 0 25

3. Miroslava Sot kov  3 G Po¨tov , Ko¨ice 7 6 5 2 1 1 22

4.{5. Bal sz Keszegh 4 G Fazekas Budap est 7 4 1 2 7 0 21

4.{5. Josef ›ev‡¡k 3 G Gr”sslingova, Bratislava 7 0 6 6 2 0 21

6. Lub o¨ Dost l 4 G a OA St©¡bro 7 0 1 2 2 6 18

7.{8. Katar¡na Quittnerov  1 G Bil¡kov , Bratislava 4 0 3 7 2 1 17

7.{8. Luk ¨ Vok©¡nek 4 G t©. Kpt. Jaro¨e, Brno 3 0 5 7 2 0 17

9. Zdenˆk Dvo© k 4 G Nov‚ Mˆsto na Moravˆ 6 0 2 5 2 0 15

10. Martin Hri¤ k 4 G Alejov , Ko¨ice 3 0 2 5 2 1 13

11. Ale¨ N vrat 4 G t©. Kpt. Jaro¨e, Brno 7 4 0 0 0 0 11

12. David Holec 4 G t©. Kpt. Jaro¨e, Brno 1 1 3 0 0 0 5

Tento ro ‡n¡k b ol pre slovensk‚ dru‘stvo asi na j£sp e¨nej¨¡, keƒ okrem v˜b orn‚ho

v˜sledku dru‘stva p ote¨il individu lne na jm„ Peter Novotn˜ . Menej priazniv˜ v˜sledok

v¨ak na¨e dru‘stvo dosiahlo v u‘ tradi‡nom volejbalovom stretnut¡, kde sa tra ja ‡lenovia

‡esk‚ho dru‘stva uk zali ako vysp el¡ volejbalisti.
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Zadania £loh 5. ‡eskoslovensk‚ho stretnutia

—loha ‡.1

Pre Œub ovoŒn‚ kladn‚ ‡¡sla a , b , c dok ‘te nerovnosŸ

a

b + 2 c

+

b

c + 2 a

+

c

a + 2 b

= 1 :

(J. B b eŒa)

—loha ‡.2

Dan˜ je ostrouhl˜ tro juholn¡k AB C s v˜¨kami AD , B E , C F . Predp oklada jme, ‘e

priamky B C a E F ma j£ sp olo ‡n˜ b o d P , a ‘e rovnob e‘ka s E F prech dza j£ca b o dom

D pretne priamku AC v b o de Q a priamku AB v b o de R . Dok ‘te, ‘e kru‘nica op¡san 

tro juholn¡ku P QR prech dza stredom strany B C .

(Jury MMO 1997)

—loha ‡.3

Ur‡te v¨etky priro dzen‚ ‡¡sla k , pre ktor‚ existuje tak  desaŸprvkov  mno‘ina M

kladn˜ch re lnych ‡¡sel, ‘e pr ve k r“znych tro juholn¡kov m  strany, ktor˜ch d•‘ky s£

tri (nie nutne r“zne) prvky mno‘iny M . (Za r“zne p ova‘ujeme tak‚ tro juholn¡ky, ktor‚

nie s£ zho dn‚).

(J. ›im¨a)

—loha ‡.4

N  jdite v¨etky priro dzen‚ ‡¡sla k , pre ktor‚ plat¡: Ak je F ( x ) Œub ovoŒn˜ mnoho ‡len

s celo ‡¡seln˜mi ko e�cientami sp•¤a j£ci nerovnosti 0 5 F ( c ) 5 k pre ka‘d‚ c 2

2 f 0 ; 1 ; : : : ; k + 1 g , p otom F (0) = F (1) = : : : = F ( k + 1).

(R. Ku‡era, Jury MMO 1997)

—loha ‡.5

N  jdite v¨etky funkcie f : (1 ; 1 ) ! ( �1 ; 1 ) sp•¤a j£ce pre v¨etky ‡¡sla x > 1

a y > 1 rovnicu f ( x ) � f ( y ) = ( y � x ) f ( xy ).

(P. Ka¤ovsk˜)

—loha ‡.6

Dok ‘te, ‘e pre ka‘d‚ priro dzen‚ ‡¡slo n = 3 je na jmen¨¡ sp olo ‡n˜ n sob ok ‡¡sel

1 ; 2 ; : : : ; n v„‡¨¡ ako ‡¡slo 2

n � 1

.

(P. Ka¤ovsk˜)
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Rie¨enia £loh 5. ‡eskoslovensk‚ho stretnutia

—loha 1.

Polo‘me x = b + 2 c , y = c + 2 a , z = a + 2 b . Potom a =

1

9

(4 y + z � 2 x ), b =

1

9

(4 z +

+ x � 2 y ), c =

1

9

(4 x + y � 2 z ), tak‘e dokazovan  nerovnosŸ z¡skava tvar

4 y + z � 2 x

9 x

+

4 z + x � 2 y

9 y

+

4 x + y � 2 z

9 z

= 1 :

Ekvivalentn˜mi £pravami dostaneme nerovnosŸ

�

x

y

+

y

x

�

+

�

y

z

+

z

y

�

+

�

z

x

+

x

z

�

+ 3 �

�

y

x

+

x

z

+

z

y

�

= 15 ;

ktor  plat¡, leb o ka‘d˜ z v˜razov v prv˜ch tro ch z tvork ch je asp o¤ 2, zatiaŒ‡o v˜raz

vo ¨tvrtej z tvorke je asp o¤ 3 (p o dŒa nerovnost¡ medzi aritmetick˜m a geometrick˜m

priemerom pre pr¡slu¨n‚ dvo jice ‡i tro jice kladn˜ch ‡¡sel). Do da jme, ‘e upraven 

nerovnosŸ rovnako vypl˜va z jedinej AG-nerovnosti pre skupinu 15 ‡¡sel, ktorej v˜b er

je p o dŒa tvaru Œavej strany zrejm˜.

In‚ rie¨enie . Z Cauchyho nerovnosti

( u

1

v

1

+ u

2

v

2

+ u

3

v

3

)

2

5 ( u

2

1

+ u

2

2

+ u

2

3

)( v

2

1

+ v

2

2

+ v

2

3

)

vypl˜va o dhad

( a + b + c )

2

5

�

a

b + 2 c

+

b

c + 2 a

+

c

a + 2 b

�

[ a ( b + 2 c ) + b ( c + 2 a ) + c ( a + 2 b )]; (1)

z nerovnosti ( a � b )

2

+ ( b � c )

2

+ ( c � a )

2

= 0 zase vypl˜va o dhad

a ( b + 2 c ) + b ( c + 2 a ) + c ( a + 2 b ) 5 ( a + b + c )

2

:

D“sledkom ob o ch o dhadov je nerovnosŸ

a ( b + 2 c ) + b ( c + 2 a ) + c ( a + 2 b ) 5

5

�

a

b + 2 c

+

b

c + 2 a

+

c

a + 2 b

�

[ a ( b + 2 c ) + b ( c + 2 a ) + c ( a + 2 b )] ;

z ktorej p o delen¡ (kladn˜m) v˜razom a ( b + 2 c ) + b ( c + 2 a ) + c ( a + 2 b ) vyjde dokazovan 

nerovnosŸ.
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—loha 2.

A

B

C

D

E

F

P

Q

R

M

�

Obr. 27

Ozna‡me M stred £se‡ky B C (obr. 27). Z existencie b o du P vypl˜va j AB j 6= j AC j ,

s ohŒadom na symetriu m“‘eme predp okladaŸ, ‘e

j AB j > j AC j . Potom B , M , D , C , P je p oradie

uva‘ovan˜ch b o dov na priamke B C . Z pravouhl˜ch

tro juholn¡kov AB E a AC F vypl˜va j AB j : j AC j =

= j AE j : j AF j , tak‘e tro juholn¡ky AB C a AE F s£

p o dobn‚, teda j < ) AB C j = j < ) AE F j . Plat¡ v¨ak tie‘

j < ) AE F j = j < ) C QD j (leb o D Q k E F ) a j < ) B D R j =

= j < ) QD C j . Sp olu vych dza, ‘e tro juholn¡k B D R

je p o dobn˜ tro juholn¡ku QD C , ‡o vedie k rovnosti

j D B j � j D C j = j D Q j � j D R j . Po dŒa nej a p o dŒa rovnosti

j D B j � j D C j = j D P j � j D M j ( � )

(ktor£ o chv¡Œu over¡me) dostaneme j D Q j � j D R j =

= j D P j � j D M j , ‡o znamen , ‘e b o dy Q , R , M , P le‘ia na jednej kru‘nici.

Zost va teda dok zaŸ rovnosŸ ( � ). Preto‘e b o dy B , C , E , F le‘ia na kru‘nici, plat¡

j P B j � j P C j = j P E j � j P F j . Kru‘nica op¡san  tro juholn¡ku D E F prech dza rovnako

stredmi str n tro juholn¡ka AB C (tzv. kru‘nica deviatich b o dov), tak‘e plat¡ j P E j �

� j P F j = j P D j � j P M j . Porovnan¡m ob o ch rovnost¡ dost vame j P B j � j P C j = j P D j � j P M j .

Ak p olo‘¡me j M B j = j M C j = u , j M D j = d , j M P j = p , zap¡¨e sa o dvo den  rovnosŸ

ako ( p + u )( p � u ) = ( p � d ) p , aleb o u

2

= dp . Dokazovan  rovnosŸ ( � ) je ale tvaru

( u + d )( u � d ) = ( p � d ) d , ‡o je op„Ÿ ekvivalentn‚ s u

2

= dp . T˜m je cel˜ d“kaz hotov˜.

—loha 3.

HŒadan‚ k s£ ‡¡sla 55, 56, 57, : : : , 220, leb o 55 =

�

11

2

�

a 220 =

�

12

3

�

a pre Œub ovoŒn£

n -prvkov£ mno‘inu M plat¡, ako dok ‘eme indukciou, toto tvrdenie:

( � ) Ozna‡me p ( M ) p o ‡et zmienen˜ch tro juholn¡kov. Mno‘ina v¨etk˜ch ho dn“t p ( M ) ,

kde M je n -prvkov  mno‘ina, tvor¡ interval cel˜ch ‡¡sel p ur‡en˜ch nerovnosŸami

�

n + 1

2

�

5 p 5

�

n + 2

3

�

: (1)

naviac p ( M ) =

�

n +2

3

�

pre niektor£ mno‘inu M tvoren£ ‡¡slami x

1

< x

2

< : : : < x

n

tak˜mi, ‘e x

n

< 2 x

1

a ‘e medzi

�

n +1

2

�

‡¡slami

x

i

+ x

j

(1 5 i 5 j 5 n ) (2)

nie s£ ‘iadne dve rovnak‚.

D“kaz ( � ) za‡neme vysvetlen¡m, pre‡o ka‘d  ho dnota p = p ( M ) sp•¤a (1). Prav 

nerovnosŸ plat¡ preto, ‘e

�

n +2

3

�

je p o ‡et v¨etk˜ch tro j¡c x; y ; z ( x 5 y 5 z ) vybrat˜ch z n

‡¡sel mno‘iny M (niektor‚ tak‚ tro jice v¨ak nemusia sp•¤aŸ tro juholn¡kov‚ nerovnosti).
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œav  nerovnosŸ v (1) vypl˜va z toho, ‘e ku ka‘dej z

�

n +1

2

�

dvo j¡c x; y vybrat˜ch z M

( x 5 y ) mo‘no priradiŸ tro juholn¡k so stranami x , y , y .

Teraz dok ‘eme, ‘e ka‘d‚ cel‚ p sp•¤a j£ce (1) je ho dnotou p ( M ) pre vho dn£

n -prvkov£ mno‘inu M . Toto tvrdenie zrejme plat¡ pre n = 1. Predp oklada jme, ‘e

je to tak pre niektor‚ n = 1, a zvoŒme Œub ovoŒn‚ cel‚ p sp•¤a j£ce nerovnosti

�

n + 2

2

�

5 p 5

�

n + 3

3

�

: (3)

Uk ‘eme, ako zostro jiŸ ( n + 1)-prvkov‚ rie¨enie M rovnice p ( M ) = p . Za‡neme touto

£vahou: PokiaŒ k Œub ovoŒnej n -prvkovej mno‘ine M

0

kladn˜ch ‡¡sel prid me nov˜ prvok

x

0

tak˜, ‘e x

0

> 2 � max M

0

, dostaneme ( n + 1)-prvkov£ mno‘inu M , pre ktor£ p ( M ) =

= p ( M

0

) + ( n + 1). Rozdiel p ( M ) � p ( M

0

) je toti‘ rovn˜ p o ‡tu tro juholn¡kov so stranami

x

0

, x

0

, x , kde x 2 M , teda ‡¡slu n + 1. Preto zmienen˜ sp “sob roz¨¡renia M

0

na M m“‘eme

p ou‘iŸ, p okiaŒ dan‚ ‡¡slo p z (3) sp•¤a nerovnosti

�

n + 1

2

�

5 p � ( n + 1) 5

�

n + 2

3

�

;

‡o je ekvivalentn‚ s nerovnosŸami

�

n + 2

2

�

5 p 5

�

n + 2

3

�

+ ( n + 1) :

Porovnan¡m s (3) vid¡me, ‘e in£ kon¨trukciu mno‘iny M , ako je uveden‚ roz¨¡renie M

0

,

p otrebujeme pre tie cel‚ ‡¡sla p , pre ktor‚ plat¡

�

n + 2

3

�

+ ( n + 1) < p 5

�

n + 3

3

�

;

‡o s£ zrejme ‡¡sla tvaru p =

�

n +2

3

�

+ ( n + 1) + q , kde q 2

�

1 ; 2 ; : : : ;

�

n +1

2

�	

. Po dŒa

ho dnoty q prevedieme tak£to kon¨trukciu: Vezmime teraz za M

0

t£ n -prvkov£ mno‘inu,

o ktorej sa hovor¡ v z vere tvrdenia ( � ), a prid me k nej tak˜ prvok x

n +1

v„‡¨¡ ako x

n

,

ktor˜ je z rove¤ men¨¡ ako pr ve q z ‡¡sel (2). To je mo‘n‚, leb o p o dŒa predp okladu je

v¨etk˜ch

�

n +1

2

�

‡¡sel (2) r“znych. Dostaneme tak mno‘inu M s n + 1 prvkami, pri‡om

p ( M ) � p ( M

0

) = ( n + 1) + q , leb o okrem n + 1 tro juholn¡kov so stranami x

n +1

, x

n +1

,

x

i

sa ob jav¡ q

"

nov˜ch\ tro juholn¡kov so stranami x

n +1

, x

i

, x

j

( i 6= n + 1 6= j ) a ‘iadne

in‚. Preto‘e v¨ak p ( M

0

) =

�

n +2

3

�

, dost vame p o‘adovan£ rovnosŸ p ( M ) = p . Zost va

do daŸ, ‘e v pr¡pade p =

�

n +3

3

�

, keƒ q =

�

n +1

2

�

, tak‘e prid vame Œub ovoŒn‚ re lne ‡¡slo

x

n +1

z intervalu ( x

n

; 2 x

1

), mo‘no voliŸ ‡¡slo x

n +1

tak, aby sa ‘iadne z ‡¡sel x

i

+ x

n +1

nerovnalo ‘iadnemu z ‡¡sel (2). D“kaz cel‚ho tvrdenia ( � ) je tak hotov˜.
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—loha 4.

HŒadan‚ k s£ pr ve tie, pre ktor‚ k = 4. Toto tvrdenie vypl˜va z protipr¡kladov

F ( x ) = x (2 � x ) pre k = 1, F ( x ) = x (3 � x ) pre k = 2, F ( x ) = x (4 � x )( x � 2)

2

pre

k = 3 a z nasleduj£cej £vahy pre ka‘d‚ (p evn‚) k = 4 a ka‘d˜ uva‘ovan˜ mnoho ‡len

F ( x ).

Na jprv plat¡ F ( k + 1) � F (0) = 0, preto‘e F ( k + 1) � F (0) je n sob ok ‡¡sla k + 1,

ktor‚ho absol£tna ho dnota neprevy¨uje k . Preto F ( x ) � F (0) = x ( x � k � 1) G ( x ), kde

G ( x ) je mnoho ‡len s celo ‡¡seln˜mi ko e�cientami, a vypl˜va j£ o dtiaŒ o dhady

k = j F ( c ) � F (0) j = c ( k + 1 � c ) j G ( c ) j pre ka‘d‚ c 2 f 1 ; 2 ; : : : ; k g : (1)

Ak je c 2 f 2 ; 3 ; : : : ; k � 1 g (tak‚ c existuje, leb o k = 4), p otom

c ( k + 1 � c ) = 2( k � 1) + ( c � 2)( k � 1 � c ) = 2( k � 1) > k ;

‡o sp olu s (1) znamen , ‘e j G ( c ) j < 1, aleb o G ( c ) = 0. N  jden‚ korene 2 ; 3 ; : : : ; k � 1

mnoho ‡lena G ( x ) zaru‡uj£ rozklad

F ( x ) � F (0) = x ( x � 2)( x � 3) � � � ( x � k + 1)( x � k � 1) H ( x ) ;

kde H ( x ) je op„Ÿ mnoho ‡len s celo ‡¡seln˜mi ko e�cientami. Zost va vysvetliŸ, pre‡o

H (1) = H ( k ) = 0. To je v¨ak Œahk‚, leb o pre obidve ho dnoty c = 1 a c = k plat¡

k = j F ( c ) � F (0) j = ( k � 2)! � k � j H ( c ) j , z rove¤ v¨ak ( k � 2)! > 1 (prip ome¤me, ‘e

k = 4), teda j H ( c ) j < 1.

—loha 5.

Pre ka‘d‚ t > 1 dosad¡me do danej rovnice za ( x; y ) p ostupne dvo jice ( t; 2), ( t; 4)

a (2 t; 2):

f ( t ) � f (2) = (2 � t ) f (2 t ) ; f ( t ) � f (4) = (4 � t ) f (4 t ) ; f (2 t ) � f (2) = (2 � 2 t ) f (4 t ) :

Ho dnotu f ( t ) vyl£‡ime, keƒ o d prvej rovnosti o d‡¡tame druh£ rovnosŸ; do v˜sledku

p otom za ho dnotu f (2 t ) dosad¡me jej vyjadrenie z tretej rovnosti. Po £prave tak

dostaneme rovnosŸ

f (4) + ( t � 3) f (2) = t (2 t � 5) f (4 t ) pre ka‘d‚ t > 1 :

VoŒb ou t =

5

2

dostaneme f (4) =

1

2

f (2), ‡o sp„tne d va

�

t �

5

2

�

f (2) = t (2 t � 5) f (4 t ) :

OdtiaŒ vypl˜va, ‘e pre ka‘d‚ t > 1, t 6=

5

2

, plat¡

f (4 t ) =

f (2)

2 t

;
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a tak p o dŒa prostrednej z tro jice rovnost¡, ktorou sme rie¨enie za‡ali, plat¡

f ( t ) = f (4) + (4 � t ) f (4 t ) =

1

2

f (2) +

(4 � t ) f (2)

2 t

=

2 f (2)

t

:

N  jden˜ vzorec pre ho dnotu f ( t ) plat¡ v¨ak a j pre t =

5

2

, ako sa mo‘no presved‡iŸ

dosaden¡m x =

5

2

a y = 2 do p “vo dnej rovnice. Ak p olo‘¡me c = 2 f (2), Œahko sa

rovnako presved‡¡me, ‘e funkcia

f ( x ) =

c

x

( x > 1)

m  p o‘adovan‚ vlastnosti, nech je re lna kon¨tanta c zvolen  akokoŒvek.

—loha 6.

Preto‘e pre ka‘d‚ n = 3 plat¡ o dhad

2

n � 1

=

n � 1

X

k =0

�

n � 1

k

�

<

n � 1

X

k =0

�

n � 1

[

n � 1

2

]

�

= n �

�

n � 1

[

n � 1

2

]

�

;

sta‡¡ dok zaŸ, ‘e ‡¡slo n �

�

n � 1

[

n � 1

2

]

�

del¡ na jmen¨¡ sp olo ‡n˜ n sob ok ‡¡sel 1 ; 2 ; : : : ; n .

—vahou o prvo ‡¡seln˜ch rozklado ch dok ‘eme v¨eob ecnej¨¡ p oznatok, ‘e pre ka‘d‚ k <

< n je na jmen¨¡ sp olo ‡n˜ n sob ok ‡¡sel n; n � 1 ; : : : ; n � k n sobkom ‡¡sla n �

�

n � 1

k

�

.

Nech s£ teda k < n p evn‚ priro dzen‚ ‡¡sla, p ( 5 n ) Œub ovoŒn‚ prvo ‡¡slo a nech p

�

je

na jvy¨¨ia mo cnina p , ktor  del¡ na jmen¨¡ sp olo ‡n˜ n sob ok ‡¡sel n; n � 1 ; : : : ; n � k ,

teda na jvy¨¨ia mo cnina p deliaca niektor‚ z t˜chto k + 1 ‡¡sel, p ovedzme ‡¡slo n � l .

Pre ka‘d‚ i 5 � existuje medzi ostatn˜mi k ‡¡slami n � j (0 5 j 5 k , j 6= l ) pr ve

[

l

p

i

] + [

k � l

p

i

] n sobkov ‡¡sla p

i

, preto ich nie je viac ako [

k

p

i

] (leb o [ x ] + [ y ] 5 [ x + y ]),

teda nie viac, ako je n sobkov p

i

medzi ‡¡slami 1 ; 2 ; : : : ; k . OdtiaŒ vypl˜va, ‘e prvo ‡¡slo

p v rozklade ‡¡sla n �

�

n � 1

k

�

=

n ( n � 1) ��� ( n � k )

k !

vystupuje s exp onentom neprevy¨uj£cim

‡¡slo � , exp onent p v rozklade ‡¡sla n � l . Tak je dok zan‚, ‘e ‡¡slo n �

�

n � 1

k

�

skuto ‡ne

del¡ na jmen¨¡ sp olo ‡n˜ n sob ok ‡¡sel n; n � 1 ; : : : ; n � k .



40. Medzin ro dn  matematick  olympi da

40. jubilejn˜ ro ‡n¡k medzin ro dnej matematickej olympi dy sa uskuto ‡nil v d¤o ch

10. a‘ 22. j£la 1999 v Bukure¨ti v Rumunsku (ktor‚ organizovalo a j legend rny 1. ro ‡n¡k

MMO).

Medzin ro dn  matematick  olympi da (MMO) je s£Ÿa‘ou jednotlivcov. Ka‘d  z£-

‡astnen  kra jina na ¤u vysiela reprezenta‡n‚ dru‘stvo zlo‘en‚ na jviac zo ¨iestich

s£Ÿa‘iacich, sprev dzan‚ dvoma ved£cimi. Slovensk‚ dru‘stvo tvorili Peter Novotn˜

zo 4. ro ‡n¡ka Gymn zia VeŒk  Okru‘n  v ’iline, Michal Fori¨ek zo 4. ro ‡n¡ka Gym-

n zia na Popradskom n bre‘¡ v Poprade, Katar¡na Quittnerov  z 1. ro ‡n¡ka Gymn zia

Bil¡kova v Bratislave, Bal sz Keszegh z 3. ro ‡n¡ka Maƒarsk‚ho gymn zia v Kom rne,

Josef ›ev‡¡k z 3. ro ‡n¡ka Gymn zia Gr”sslingov  v Bratislave a Miroslava Sot kov 

z 3. ro ‡n¡ka Gymn zia Po¨tov  v Ko¨iciach. Ved£cim deleg cie a o db orn˜m ved£cim

b ol RNDr. Pavol €ernek, CSc. a p edagogick˜m ved£cim doc. RNDr. Vladislav Rosa,

CSc. , oba ja z MFF UK v Bratislave.

Pravidl  s£Ÿa‘e s£ veŒmi p o dobn‚ pravidl m n ¨ho celo¨t tneho kola. S£Ÿa‘¡ sa dva

dni, ¨tudenti dostan£ ka‘d˜ de¤ 3 £lohy v ich ro dnom jazyku, na ktor˜ch vyrie¨enie

ma j£ 4,5 ho diny. Po skon‡en¡ s£Ÿa‘e rie¨enia prezr£ ved£ci pr¡slu¨nej kra jiny a svo j

n vrh ho dnotenia p o dŒa vopred pripraven˜ch b o dovac¡ch sch‚m obha juj£ pred ko-

ordin tormi. Za spr vne vyrie¨en£ £lohu m“‘e s£Ÿa‘iaci z¡skaŸ maxim lne 7 b o dov.

V˜sledky slovensk‚ho dru‘stva uv dza nasleduj£ca tabuŒka:

Meno 1 2 3 4 5 6 s£‡et cena

Michal Fori¨ek 6 0 7 2 0 2 17 3.

Bal sz Keszegh 7 1 6 2 2 1 19 2.

Peter Novotn˜ 7 1 0 2 1 1 12 3.

Katar¡na Quittnerov  7 0 0 2 2 1 12 3.

Miroslava Sot kov  5 1 0 0 2 1 9 {

Josef ›ev‡¡k 3 0 7 7 1 1 19 2.

Na 40. ro ‡n¡ku MMO sa z£‡astnilo 81 ¨t tov cel‚ho sveta. Aj keƒ je MMO o�ci lne

individu lnou s£Ÿa‘ou na jlep¨¡ch matematick˜ch talentov z cel‚ho sveta, s obrovsk˜m

z ujmom sa sleduje a j umiestnenie jednotliv˜ch kra j¡n. Dru‘stvo Slovenska skon‡ilo

v neo�ci lnom p orad¡ kra j¡n tentokr t na veŒmi ‡estnom 21. mieste. Slovensk‚mu

dru‘stvu sa kone‡ne p o darilo prelomiŸ l¡niu ne£sp echov, ktor‚ prenasledovali Slovensko

p osledn‚ dva roky. Op„Ÿ a j teraz sa piati zo s£Ÿa‘iacich vr tili z MMO s medailou, a j

keƒ oproti minul‚mu roku sa zv˜¨il p o ‡et strieb orn˜ch medail¡ (o jednu).

T¡m €eskej republiky, ktor‚mu sa dar¡ zjavne pr ve opa‡ne, ako t¡mu Slovenska

(p osledn‚ dva roky skon‡ili na 18. a 15. mieste), tentokr t skon‡il a‘ za slovensk˜m.
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Na j£sp e¨nej¨ie kra jiny b oli op„Ÿ

"

tradi‡n‚\ , p oradie prvej desiatky je uveden‚

v tabuŒke.

1. €¡na 6. Bielorusko

Rusko 7. Ju‘n  K¢rea

3. Vietnam 8. Ir n

4. Rumunsko 9. Taiwan

5. Bulharsko 10. USA

Pln˜ p o ‡et b o dov (42) nez¡skal (na rozdiel o d predch dza j£cich rokov) tento rok

nikto. Na prvom mieste sa s 39 b o dmi umiestnili tra ja s£Ÿa‘iaci (z Maƒarska, Rumunska

a Ukra jiny).

40. ro ‡n¡k MMO prebiehal v priestoro ch Bukure¨Ÿskej univerzity Polytehnica. a te¨il

sa (ako sa p omaly st va zvykom) veŒkej p ozornosti m‚di¡, vl dnych i vedeck˜ch kruhov.

Organiz cia s£Ÿa‘e b ola veŒmi dobr . Samotn  s£Ÿa‘ preb ehla presne p o dŒa

pripraven‚ho scen ra, nevyskytli sa ‘iadne komplik cie. €lenovia medzin ro dnej jury

b oli op„Ÿ ubytovan¡ v na jluxusnej¨¡ch prvotriednych hotelo ch so v¨etk˜mi p otrebn˜mi

slu‘bami, na jprv v Bra¨ove, nesk“r p o ‡as vyho dno covania v Bukure¨ti.

Organiz tori s£Ÿa‘e sa starali o svo jich zverencov naoza j starostlivo a p ozorne. Sved‡¡

o tom u‘ len v˜p o ‡et p o dujat¡ v r mci sp olo ‡ensk‚ho programu MMO, kde okrem

"

¨tandardn˜ch\ aktiv¡t ako prehliadka Bukure¨ti, n v¨teva Etnogra�ck‚ho m£zea ‡i

Botanickej z hrady b oli a j veŒkolep˜ otvar c¡ ceremoni l v Kr Œovskom pal ci, n v¨teva

Umeleck‚ho m£zea s trezorom (zlat˜ p oklad Rumunska), n v¨teva a prehliadka parla-

mentn‚ho pal ca (jedna z piatich na jmohutnej¨¡ch stavieb na svete),

"

Barb ecue party\

v are li ubytovania, exkurzie na Sinaiu (b˜vale kr Œovsk‚ s¡dlo) a do Transylv nskych

•lp (

"

Draculov z mok\ ). Z vere‡n˜ ceremoni l s o dovzd van¡m medail¡ sa tie‘ usku-

to ‡nil v parlamentnom pal ci za pr¡tomnosti prezidenta, premi‚ra, ministrov, reprezen-

tantov akad‚mie vied, univerz¡t a j verejn‚ho ‘ivota. V r mci programu b ola mimoriadne

p “sobiv  a j prezent cia miesta bud£cej { 41. medzin ro dnej matematickej olympi dy

{ ktor  skon‡ila v˜sti‘n˜m heslom:

"

Do videnia na 41. ro ‡n¡ku MMO v roku 2000

v Ju‘nej K¢rei\ .

Olympi da b ola a j tento rok veŒmi £sp e¨n , organiz tori o dviedli obrovsk˜ kus pr ce.

Pred organiz torov nasleduj£cich ro ‡n¡kov p ostavili znova vysok£ latku. Bud£ci 41.

ro ‡n¡k MMO usp oriada Ju‘n  K¢rea, tie nasleduj£ce p otom USA, Jap onsko a Filip¡ny.
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Zadania £loh MMO

V z tvorke za £lohou je uveden  kra jina,

ktor  £lohu navrhla.

1. Ur‡te v¨etky kone‡n‚ mno‘iny S asp o¤ tro ch b o dov danej roviny, ktor‚ sp•¤a j£

nasleduj£cu p o dmienku: Pre ka‘d‚ dva r“zne b o dy A a B z S je os £se‡ky AB osou

s£mernosti mno‘iny S .

(Est¢nsko)

2. Nech n je p evn‚ cel‚ ‡¡slo, pri‡om n = 2.

(a) Ur‡te tak£ na jmen¨iu kon¨tantu C , ‘e nerovnosŸ

X

1 5 i<j 5 n

x

i

x

j

�

x

2

i

+ x

2

j

�

5 C

�

X

1 5 i 5 n

x

i

�

4

plat¡ pre v¨etky re lne ‡¡sla x

1

; : : : ; x

n

= 0.

(b) Pre t£to kon¨tantu C zistite, kedy nastane rovnosŸ.

(PoŒsko)

3. Uva‘ujme ¨tvorcov£ dosku n � n , kde n je p evn‚ p rne priro dzen‚ ‡¡slo. T to doska

je rozdelen  na n

2

jednotkov˜ch ¨tvorcov. Povieme, ‘e dva r“zne ¨tvorce na doske s£

susedn‚, ak ma j£ sp olo ‡n£ stranu.

N jednotkov˜ch ¨tvorcov na doske je ozna‡en˜ch tak˜m sp “sob om, ‘e ka‘d˜ ¨tvorec

(ozna‡en˜ aleb o neozna‡en˜) je susedn˜ s asp o¤ jedn˜m ozna‡en˜m ¨tvorcom.

Ur‡te na jmen¨iu mo‘n£ ho dnotu N .

(Bielorusko)

4. Ur‡te v¨etky dvo jice ( n; p ) tak˜ch priro dzen˜ch ‡¡sel, ‘e

(i) p je prvo ‡¡slo,

(ii) n 5 2 p ,

(iii) ‡¡slo ( p � 1)

n

+ 1 je deliteŒn‚ ‡¡slom n

p � 1

.

(Taiwan)

5. Dve kru‘nice �

1

a �

2

le‘ia v kruhu ohrani‡enom kru‘nicou � a dot˜ka j£ sa kru‘nice �

p o rade v r“znych b o do ch M a N . Kru‘nica �

1

prech dza stredom kru‘nice �

2

. Priamka

prech dza j£ca ob oma priese‡n¡kmi kru‘n¡c �

1

a �

2

pret¡na kru‘nicu � v b o do ch A a B .

Priamky M A a M B pret¡na j£ kru‘nicu �

1

p o rade v b o do ch C a D .

Dok ‘te, ‘e priamka CD sa dot˜ka kru‘nice �

2

.

6. Ur‡te v¨etky tak‚ funkcie f : R ! R , ‘e rovnosŸ

f ( x � f ( y )) = f ( f ( y )) + x f ( y ) + f ( x ) � 1

plat¡ pre v¨etky x; y 2 R .

(Jap onsko)
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Rie¨enia £loh MMO

—loha 1. Ozna‡me O

P Q

osov£ s£mernosŸ p o dŒa priamky, ktor  je osou £se‡ky P Q

a nech T je Ÿa‘isko mno‘iny S . Potom pre v¨etky A; B 2 S plat¡ O

AB

( S ) = S , a teda

O

AB

( T ) = T . To ale znamen , ‘e T le‘¡ na osi £se‡ky AB , ‡i‘e j AT j = j B T j . To ale

znamen , ‘e pre ka‘d˜ b o d X mno‘iny S je vzdialenosŸ j X T j kon¨tantn , tak‘e S je

obsiahnut  v nejakej kru‘nici k so stredom T . Nech A

1

; A

2

; : : : ; A

n

s£ v¨etky b o dy

mno‘iny S , pri‡om na kru‘nici k le‘ia v tomto p orad¡. Osov  s£mernosŸ O

A

1

A

3

zobraz¡

ka‘d£ p olrovinu s hrani‡nou priamkou A

1

A

3

do seba, tak‘e nutne O

A

1

A

3

( A

2

) = A

2

, ‡i‘e

j A

1

A

2

j = j A

3

A

2

j . Analogicky j A

2

A

3

j = j A

3

A

4

j = : : : = j A

n

A

1

j . Preto‘e S je obsiahnut 

v kru‘nici k , tak A

1

A

2

: : : A

n

je pravideln˜ n -uholn¡k. Teda v¨etky mno‘iny S sp•¤a j£ce

p o dmienky zadania s£ mno‘iny (v¨etk˜ch) vrcholov pravideln˜ch n -uholn¡kov.

—loha 2. Dokazovan  nerovnosŸ je symetrick  a homog‚nna, tak‘e m“‘eme predp ok-

ladaŸ, ‘e x

1

= x

2

= : : : = x

n

= 0 a

P

i

x

i

= 1. Potom n m sta‡¡ maximalizovaŸ

funkciu

F ( x

1

; : : : ; x ) =

X

i<j

x

i

x

j

�

x

2

i

+ x

2

j

�

:

Pre n = 3 sa p ok£sime zv„‡¨iŸ ho dnotu funkcie F nahraden¡m vektora x =

= ( x

1

; : : : ; x

k

; x

k +1

; 0 ; : : : ; 0) vektorom x

0

= ( x

1

; : : : ; x

k � 1

; x

k

+ x

k +1

; 0 ; : : : ; 0) Potom

F ( x

0

) � F ( x ) = x

k

x

k +1

�

3( x

k

+ x

k +1

)

k � 1

X

i =1

x

i

� x

2

k

� x

2

k +1

�

=

= x

k

x

k +1

�

3( x

k

+ x

k +1

) (1 � x

k

� x

k +1

) � x

2

k

� x

2

k +1

�

=

= x

k

x

k +1

�

( x

k

+ x

k +1

)

�

3 � 4( x

2

k

+ x

k +1

)

�

+ 2 x

k

x

k +1

�

:

…alej z nerovnosti

1 = x

1

+ x

k

+ x

k +1

=

1

2

( x

k

+ x

k +1

) + x

k

+ x

k +1

dost vame

2

3

= x

k

+ x

k +1

, a teda

F ( x

0

) � F ( x ) > 0 :

Ak toto nahradenie p ou‘ijeme niekoŒkokr t (pre n = 2 ho netreba p ou‘iŸ v“b ec),

dost vame

F ( x ) 5 F ( a; b; 0 ; : : : ; 0) = ab ( a

2

+ b

2

) =

1

2

(2 ab ) (1 � 2 ab ) 5

5

1

8

= F

�

1

2

;

1

2

; 0 ; : : : ; 0

�

:



84

Tak‘e hŒadan  kon¨tanta je

1

8

. RovnosŸ sa pre ¤u nadob£da vtedy a len vtedy, keƒ s£

dve z ‡¡sel x

1

; x

2

; : : : ; x

n

rovnak‚ (m“‘u byŸ a j nulov‚) a ostatn‚ s£ nuly.

—loha 3. Ofarbime si ¨achovnicu bielou a ‡iernou farb ou tradi‡n˜m sp “sob om. Oz-

na‡me f ( n ) hŒadan£ ho dnotu. …alej ozna‡me b ( n ) minim lny p o ‡et bielych ¨tvorcov,

ktor‚ musia byŸ zafarb en‚, aby ka‘d˜ ‡ierny ¨tvorec mal medzi nimi suseda. Po dobne

de�nujme a j c ( n ). Zrejme f ( n ) = b ( n ) + c ( n ). Preto‘e n = 2 k , kde k 2 N , tak zo

symetrie vypl˜va b ( n ) = c ( n ).

Bude v˜ho dnej¨ie, ak sa na ¨achovnicu p ozrieme p ozd•‘ diagon l rovnob e‘n˜ch

s na jdlh¨ou ‡iernou uhloprie‡kou (t£ nazveme hlavnou diagon lou), ktor£ ulo‘¡me

vo dorovne. Potom

"

d•‘ky\ ‡iernych diagon l bud£ 2 ; 4 ; : : : ; 2 k ; : : : ; 4 ; 2. Ozna‡me si

kr¡‘ikom

"

nep rne\ ¨tvorce p o d ‡iernymi diagon lami d•‘ky 4 i � 2.

4 i � 2

4 i

+ + + +

�

Obr. 28

4 i + 2

4 i

+ + +

�

Obr. 29

V prvom pr¡pade (nad hlavnou diagon lou) sme ozna‡ili 2 i bielych ¨tvor‡ekov

a v druhom pr¡pade (p o d hlavnou diagon lou) 2 i � 1 bielych ¨tvor‡ekov. Celkove sme

teda ozna‡ili 1 + 2 + 3 + 4 + : : : + k =

1

2

k ( k + 1) bielych ¨tvor‡ekov. œahko si mo‘no

v¨imn£Ÿ, ‘e ka‘d˜ ‡ierny ¨tvor‡ek m  bieleho ozna‡n‚ho suseda. To znamen , ‘e

b ( n ) 5

k ( k + 1)

2

: (1)

Teraz uva‘ujme t˜ch

1

2

k ( k + 1) ozna‡en˜ch bielych ¨tvor‡ekov | nema j£ ‘iadneho

sp olo ‡n‚ho ‡ierneho suseda, tak‘e p otrebujeme ozna‡iŸ asp o¤

1

2

k ( k + 1) ‡iernych ¨tvor-

cov na to, aby ich

"

p okryli\ . Tak‘e

c ( n ) =

k ( k + 1)

2

:

OdtiaŒ u‘ vypl˜va

c ( n ) = b ( n ) =

k ( k + 1)

2

:

Celkove teda m me f ( n ) = k ( k + 1).

Pozn mka. Po dobne mo‘o dok zaŸ, ‘e

f ( n ) =

(

4 k

2

� 1 ;

(2 k + 1)

2

;

ak n = 4 k � 1 ;

ak n = 4 k + 1 :

—loha 4. V¨imnime si, ‘e (1 ; p ) a (2 ; 2) sp•¤a j£ v¨etky p o dmienky zadania. …alej

predp oklada jme, ‘e n = 2 a p = 3. Uk ‘eme, ‘e n = p . Preto‘e ‡¡slo ( p � 1)

n

+ 1 je
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nep rne, tak a j n mus¡ byŸ nep rne (a tie‘ n < 2 p ). Ozna‡me q na jmen¨ie prvo ‡¡slo,

ktor‚ je deliteŒom n . Potom q j ( p � 1)

n

+ 1, a teda ( p � 1)

2

� � 1 (mo d q ). To znamen ,

‘e D ( q ; p � 1) = 1. Ale tie‘ D ( n; p � 1) = 1 (p o dŒa v˜b eru q ). Z toho vypl˜va existencia

cel˜ch ‡¡sel u; v tak˜ch, ‘e un + v ( q � 1) = 1. Potom z malej Fermatovej vety vypl˜va

p � 1 � ( p � 1)

un

� ( p � 1)

v ( q � 1)

� ( � 1)

u

� 1

v

� � 1 (mo d q ) ;

preto‘e u mus¡ byŸ nep rne. To znamen , ‘e q j p , a teda p = q . OdtiaŒ dost vame, ‘e

p j n . Ale u‘ vieme, ‘e n < 2 p . Tak‘e nutne n = p .

Vyu‘it¡m pr ve dok zanej rovnosti n = p dost vame

p

p � 1

j ( p � 1)

p

+ 1 = p

2

�

p

p � 2

�

�

p

1

�

p

p � 3

+ : : : +

�

p

p � 3

�

p +

�

p

p � 2

�

+ 1

�

:

Preto‘e v¨etky ‡leny v z tvork ch, okrem p osledn‚ho, s£ deliteŒn‚ ‡¡slom p , tak mus¡

byŸ p � 1 5 2, ‡i‘e p 5 3. OdtiaŒ dost vame ƒal¨ie rie¨enie (3 ; 3).

Zhrnut¡m dost vame rie¨enia (2 ; 2), (3 ; 3) a (1 ; p ), kde p je Œub ovoŒn‚ prvo ‡¡slo.

—loha 5. Lema. Nech M N je Œub ovoŒn  tetiva kru‘nice k . Prep doklada jme, ‘e sa

kru‘nica k

1

dot˜ka £se‡ky M N v b o de B , a ‘e sa vn£torne dot˜ka kru‘nice k v b o de

A . Nech C je stred obl£ka M N kru‘nice k , ktor˜ neobsahuje b o d A . Potom b o dy

A; B ; C le‘ia na priamke a plat¡ j C A j � j C B j = j C M j

2

.

D“kaz lemy. RovnoŒahlosŸ so stredom A , ktor  zobraz¡ kru‘nicu k

1

na kru‘nicu k ,

zobraz¡ M N na doty‡nicu kru‘nice k rovnob e‘n£ s M N . T  ale bude prech dzaŸ b o dom

C (p ozri obr. 30), tak‘e sa v tejto rovnoŒahlosti zobraz¡ b o d B na b o d C . To ale

znamen , ‘e b o dy A; B ; C le‘ia na jednej priamke.

A

B

C

MN

k

k

1

�

Obr. 30

…alej si v¨imnime, ‘e j < ) N M C j = j < ) C AM j , tak‘e tro juholn¡ky AC M a M C B s£

p o dobn‚. OdtiaŒ u‘ priamo dost vame j C A j � j C B j = j C M j

2

.

Rie¨enie £lohy. Nech O

1

a O

2

s£ p ostupne stredy kru‘n¡c �

1

a �

2

a t

1

; t

2

s£ ich sp olo ‡n‚

doty‡nice. Nech �; � s£ obl£ky kru‘nice � , ktor‚ p ostupne

"

vyrez va j£\ priamky t

1

; t

2

,
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pri‡om tieto obl£ky s£ disjunktn‚. Po dŒa lemy m  stred ka‘d‚ho z nich rovnak£ mo cnosŸ

ku kru‘niciam �

1

a �

2

, tak‘e le‘ia na ich chord le, ktorou je v tomto pr¡pade ich

sp olo ‡n  tetiva. To znamen , ‘e stredmi obl£kov �; � s£ b o dy A a B . Z lemy tie‘

dost vame, ‘e priamky t

1

a t

2

sa dot˜ka j£ �

1

v b o do ch C a D . Potom v rovnoŒahlosti

so stredom M , ktor  zobraz¡ �

1

na � sa zobraz¡ a j CD na AB , tak‘e CD k AB . To ale

znamen , ‘e CD ? O

1

O

2

a O

2

je stred jedn‚ho z obl£kov CD na kru‘nici �

2

.

A

B

C

D

M

N

O

1

O

2

X

�

�

1

�

2

�

Obr. 31

Ozna‡me X b o d, v ktorom sa t

1

dot˜ka kru‘nice �

2

. Potom z vlastnost¡ stredov˜ch,

obvo dov˜ch a £sekov˜ch uhlov dost vame j < ) X C O

2

j =

1

2

j < ) C O

1

O

2

j = j < ) D C O

2

j , tak‘e

O

2

le‘¡ na osi uhla X CD . OdtiaŒ u‘ vypl˜va, ‘e CD je doty‡nicou kru‘nice �

2

.

—loha 6. Ozna‡me A = f f ( x ) j x 2 R g a c = f (0). Dosaden¡m x = y = 0 do rovnice zo

zadania dost vame f ( � c ) = f ( c ) + c � 1, ‡o znamen , ‘e c 6= 0. Ak p olo‘¡me x = f ( y )

dost vame, ‘e pre ka‘d‚ x 2 A plat¡

f ( x ) =

c + 1

2

�

x

2

2

: (1)

Uk ‘eme, ‘e A � A = R (kde X � Y = f x � y j x 2 X ; y 2 Y g znamen  tzv. algebraick˜

rozdiel mno‘¡n X a Y ). Dosaden¡m y = 0 a vyu‘it¡m c 6= 0 dost vame

f f ( x � c ) � f ( x ) j x 2 R g = f cx + f ( c ) � 1 j x 2 R g = R :

Teraz u‘ m“‘eme vyp o ‡¡taŸ ho dnotu f ( x ) pre Œub ovoŒn‚ x 2 R . Ak zvol¡me y

1

; y

2

2 A

tak‚, ‘e x = y

1

� y

2

, vyu‘it¡m (1) dost vame

f ( x ) = f ( y

1

� y � 2) = f ( y

2

) + y

1

y

2

+ f ( y

1

) � 1 =

=

c + 1

2

�

y

2

2

2

+ y

1

y

2

+

c + 1

2

�

y

2

1

2

� 1 =

= c �

( y

1

� y

2

)

2

2

= c �

x

2

2

: (2)
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Porovnan¡m (1) a (2) tie‘ dost vame c = 1, tak‘e

f ( x ) = 1 �

x

2

2

:

œahko sa over¡, ‘e t to funkcia je naoza j rie¨en¡m £lohy.



Zadania s£Ÿa‘n˜ch £loh

Kateg¢ria P

Arch¡v zadan¡ Matematickej olympi dy, kateg¢rie P sa nach dza na WWW str nke

http://www.ksp.sk/mop.

P { I { 1

Jednou z met¢ d ¨ifrovania spr v je p ou‘itie ¨ifrovacej mrie‘ky. ›ifrovacia mrie‘ka je

¨tvorec rozdelen˜ na 2 N � 2 N ¨tvorcov˜ch p ol¡‡ok, pri‡om doho dnut˜ch N

2

p ol¡‡ok

je vyrezan˜ch. Mrie‘ka sa p olo‘¡ na ¨tvorcov£ tabuŒku rovnak˜ch rozmerov (2 N � 2 N

p ol¡‡ok) a do ka‘d‚ho v˜rezu vp¡¨eme jeden znak spr vy, pri‡om p ostupujeme p o riadko ch

zhora nadol a v ka‘dom riadku zŒava doprava. Tento p ostup e¨te trikr t zopakujeme

s mrie‘kou oto ‡enou o 90

�

, 180

�

a 270

�

v smere ho dinov˜ch ru‡i‡iek. Za¨ifrovan  spr va

sa z¡ska pre‡¡tan¡m tabuŒky p o riadko ch. Aby sa dan  mrie‘ka dala p ou‘iŸ na ¨ifrovanie,

ka‘d  p oz¡cia v tabuŒke mus¡ byŸ o dkryt  p op¡san˜m sp “sob om pr ve raz.

Nap¡¨te program, ktor˜ ‡o na jr˜chlej¨ie zist¡, ‡i sa d  dan  mrie‘ka p ou‘iŸ ako ¨ifro-

vacia mrie‘ka. Vstupn˜ s£b or MRIEZKA.IN obsahuje 2 N + 1 riadkov. Na prvom riadku je

cel‚ kladn‚ ‡¡slo N , ( N � 100). Ka‘d˜ z nasleduj£cich 2 N riadkov obsahuje presne 2 N

znakov 0 (nie je v˜rez) aleb o 1 (je v˜rez) o ddelen˜ch jednou medzerou. V˜stupn˜ s£b or

MRIEZKA.OUT bude obsahovaŸ jedin˜ riadok, na ktorom bude nap¡san‚ ANO , ak predstavuje

vstupn˜ s£b or ¨ifrovaciu mrie‘ku, v opa‡nom pr¡pade na ¤om bude nap¡san‚ NIE .

Pr¡klad

MRIEZKA.IN

2

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

1 0 1 0

MRIEZKA.OUT

ANO

P { I { 2

Popisovan˜ ¨ifrovac¡ syst‚m vych dza z re lneho syst‚mu p ou‘¡van‚ho p o ‡as 1. svetovej

vo jny. Po dobyt¡ nepriateŒsk‚ho ¨t bu v ¤om b ola n  jden  tabuŒka ‡. 1. TabuŒka ob-

sahuje 6 riadkov p o 6 st•p cov vyplnen˜ch p¡smenami a ‡¡slicami. Jej riadky a st•p ce s£

p omenovan‚ p¡smenami.
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A D F V M X

A Z 3 E N V A

D Y C X J P Q

F D H 2 O 0 7

V W R K F T 1

M I S U M 4 G

X 6 8 9 5 B L

TabuŒka ‡. 1

Pri tabuŒke b ol n  jden˜ pr£‘ok papiera s nejakou za¨ifrovanou spr vou:

DFAA VVVM AVXX DMDA VDMV FMXV

…alej b ola n  jden  tabuŒka ‡. 2, o ktorej vieme, ‘e v jej z hlav¡ m“‘u byŸ jednotliv‚

st•p ce ozna‡en‚ navz  jom r“znymi p¡smenami ab ecedy. Sp o dn  ‡asŸ tabuŒky v¨ak b ola

‘iaŒ rozmo ‡en  vo dou a ne‡itateŒn .

V Y H R A J

V F V D D A

TabuŒka ‡. 2

S£Ÿa‘n‚ £lohy

1. Zistite syst‚m ¨ifrovania a de¨ifrovania.

2. Uveƒte de¨ifrovan˜ text n  jdenej spr vy.

3. Sp “sobuje za¨ifrovanie n rast d•‘ky spr vy? Ak  no, ak˜ je faktor n rastu?

4. Nap¡¨te program, ktor˜ dok ‘e za¨ifrovaŸ text, pri‡om p ou‘ije tabuŒku ‡. 1. Prog-

ram na‡¡ta vstupn˜ s£b or SIFRA.IN , ktor˜ obsahuje

� na prvom riadku otvoren˜ (neza¨ifrovan˜) p “vo dn˜ text ukon‡en˜ znakom # ,

� na druhom riadku z hlavie tabuŒky ‡. 2 ukon‡en‚ taktie‘ znakom # (v na¨om

pr¡pade je to reŸazec VYHRAJ# ).

Do v˜stupn‚ho s£b oru SIFRA.OUT program zap¡¨e za¨ifrovan£ spr vu (v na¨om

pr¡pade je to reŸazec DFAA VVVM AVXX DMDA VDMV FMXV ).
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P { I { 3

Dva ja hr ‡i hra j£ nasleduj£cu hru. Na za‡iatku hry s£ dan‚ tri k“pky z paliek, pri‡om

ka‘d  k“pka obsahuje vopred ur‡en˜ p o ‡et z paliek (k“pka m“‘e byŸ a j pr zdna). Potom

sa hr ‡i strieda j£ vo svo jich Ÿaho ch, pri‡om za‡¡na prv˜ hr ‡. V jednom Ÿahu si hr ‡

vyb erie Œub ovoŒn£ k“pku, na ktorej je asp o¤ jedna z palka, a o dob erie z nej nenulov˜

p o ‡et z paliek. Hra p okra‡uje tak dlho, k˜m je asp o¤ na jednej k“pke nenulov˜ p o ‡et

z paliek. Hr ‡, ktor˜ nem  Ÿah, prehr va partiu.

Nap¡¨te program, ktor˜ pre dan‚ p o ‡ty z paliek zist¡, ‡i existuje v¡Ÿazn  strat‚gia pre

prv‚ho hr ‡a a v pr¡pade, ‘e existuje, n  jde pre prv‚ho hr ‡a jeho na jlep¨¡ p o ‡iato ‡n˜

Ÿah. V¡Ÿazn  strat‚gia je p ostup, ktor˜ zab ezp e‡uje hr ‡ovi v˜hru b ez ohŒadu na to, ako

hr  jeho s£p er.

Vstup om programu bude textov˜ s£b or HRA.IN . Tento s£b or bude obsahovaŸ N r“z-

nych p o ‡iato ‡n˜ch p oz¡ci¡ (1 � N � 20). €¡slo N bude uveden‚ v prvom riadku s£b oru.

V ƒal¨¡ch N riadko ch bude uveden  v‘dy tro jica ‡¡sel a; b; c , ktor  bude v‘dy ozna‡ovaŸ

p o ‡ty z paliek na jednotliv˜ch k“pkach. M“‘ete predp okladaŸ, ‘e ‡¡sla a; b; c bud£ cel‚

a plat¡ 0 � a; b; c � 255. V˜stup om programu bude textov˜ s£b or HRA.OUT , ktor˜ bude

obsahovaŸ N riadkov. Ka‘d˜ riadok bude zo dp ovedaŸ pr¡slu¨nej tro jici ‡¡sel a; b; c uve-

denej v s£b ore HRA.IN . Tento riadok bude obsahovaŸ buƒ reŸazec NIE , ak v danej p oz¡cii

neexistuje v¡Ÿazn  strat‚gia pre prv‚ho hr ‡a, aleb o bude obsahovaŸ tro jicu ‡¡sel x; y ; z ,

ktor  vznikne p o preveden¡ na jlep¨ieho p o ‡iato ‡n‚ho Ÿahu prv‚ho hr ‡a v pr¡pade, ‘e pre

neho bude existovaŸ v¡Ÿazn  strat‚gia.

Pr¡klad

HRA.IN

2

1 6 1

1 1 0

HRA.OUT

1 0 1

NIE

Pozn mka: Existuje algoritmus, ktor˜ vyrie¨i £lohu v kon¨tantnom ‡ase.

P { 1 { 4

Norm lne Markovove algoritmy

Kone‡n£ mno‘inu symb olov T = f a

0

; a

1

; : : : ; a

n

g nazveme ab ecedou . Prvky mno‘iny T

budeme naz˜vaŸ znaky ab ecedy. Slovom P nad ab ecedou T nazveme ka‘d£ kone‡n£ p o-

stupnosŸ znakov ab ecedy T . Pr zdne slovo budeme ozna‡ovaŸ symb olom �. Hovor¡me,

‘e slovo W je p o dslovom slova Q , ak existuj£ slov  U , V (m“‘u byŸ a j pr zdne), ‘e

Q = U W V .

Ak P a Q s£ slov  nad ab ecedou T , p otom v˜razy P ! Q a P ! � Q naz˜vame

formulami substit£cie v ab ecede T . Pritom predp oklad me, ‘e ¨¡pka ( ! ) a b o dka

( � ) nie s£ prvkami T . Niektor‚ zo slov P a Q m“‘e byŸ a j pr zdne. Formulu P ! Q

naz˜vame oby‡a jnou a formulu P ! � Q naz˜vame koncovou . Z pisom P ! ( � ) Q

rozumieme buƒ formulu P ! Q aleb o P ! � Q . Sch‚mou norm lneho algoritmu A
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v ab ecede T naz˜vame kone‡n˜ zoznam form£l substit£cie v ab ecede T :

P

1

! ( � ) Q

1

P

2

! ( � ) Q

2

.

.

.

P

r

! ( � ) Q

r

Algoritmus A pracuje v kroko ch. V jednom kroku sa slovo P nad ab ecedou T nahrad¡ slo-

vom R (ozna‡ujeme A : P ` R ) nasleduj£cim sp “sob om: v sch‚me algoritmu A n  jdeme

prv£ formulu P

m

! ( � ) Q

m

(1 � m � r ) tak£, ‘e P

m

je p o dslovom P . R dostaneme z

P substit£ciou na jŒavej¨ieho v˜skytu slova P

m

za Q

m

.

Nech P je slovo nad ab ecedou T a nech R

1

je slovo, ktor‚ vzniklo p o jednom kroku

algoritmu t.j. A : P ` R

1

. Ak je P

m

! � Q

m

koncov  formula substit£cie, ‡innosŸ

algoritmu A kon‡¡ a jeho ho dnotou je slovo R

1

a p¡¨eme A ( P ) = R

1

. Ak je P

m

! Q

m

oby‡a jn  formula substit£cie, aplikujeme na R

1

krok algoritmu a dost vame slovo R

2

.

T˜mto sp “sob om p okra‡ujeme ƒalej. Dostaneme p ostupnosŸ slov P ; R

1

; : : : ; R

i

( i � 1),

m“‘eme zap¡saŸ a j A : P ` R

1

` R

2

` : : : ` R

i

aleb o tie‘ skr tene A : P `

�

R

i

:

Ak v ur‡itom okamihu nastane situ cia, ‘e ani jedno zo slov P

1

; : : : ; P

r

nie je p o ds-

lovom R

i

, p otom ‡innosŸ algoritmu taktie‘ kon‡¡ a R

i

je ho dnotou algoritmu A . M“‘e

sa ale staŸ, ‘e p op¡san˜ p ostup nikdy nekon‡¡. V takom pr¡pade hovor¡me, ‘e algoritmus

nie je pr¡pustn˜ pre slovo P .

Ab ecedu B nazveme roz¨¡ren¡m ab ecedy T , ak plat¡ T � B . V mnoh˜ch pr¡pado ch

je nutn‚ pri kon¨trukcii sch‚my algoritmu v ab ecede T p ou‘iŸ okrem znakov ab ecedy

T a j ƒal¨ie p omo cn‚ znaky. Potom hovor¡me, ‘e sme vytvorili sch‚mu algoritmu nad

ab ecedou T (t.j. v nejakej ab ecede B , ktor  je roz¨¡ren¡m T ).

Pr¡klad

Nech T = f b; c g . Uva‘ujme sch‚mu norm lneho algoritmu A v ab ecede T :

b ! � �

c ! c

Ak slovo P obsahuje asp o¤ jeden znak b , v˜sledkom algoritmu A pre P je slovo, ktor‚

vznikne z P vynechan¡m prv‚ho v˜skytu znaku b . …alej A ( � ) = � . Pre nepr zdne slov 

neobsahuj£ce znak b je algoritmus A nepr¡pustn˜.

Pr¡klad

Nech T = f a

0

; a

1

; : : : ; a

n

g . Uva‘ujme sch‚mu:

a

0

! �

a

1

! �

.

.

.

a

n

! �

Algoritmus A prepisuje Œub ovoŒn‚ slovo (nad ab ecedou T ) na pr zdne slovo. Tak£to

sch‚mu m“‘eme zap¡saŸ skr tene v tvare:

� ! � ( � 2 T )
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Tak˜to skr ten˜ tvar sch‚my v¨ak m“‘eme p ou‘iŸ len vtedy, ak v˜sledok v˜p o ‡tu nez vis¡

na p orad¡ pravidiel v sch‚me.

Pr¡klad

Nech T = f 1 g . De�nujme indukt¡vne 0 = 1, a n + 1 = n 1, t.j. 1 = 11, 2 = 111 atƒ.

Slov  n nazveme ‡¡sla .

Uva‘ujme sch‚mu

� ! � 1

Pre Œub ovoŒn‚ slovo P v T zrejme plat¡ A ( P ) = 1 P , ‡o m“‘eme zap¡saŸ v tvare A ( n ) =

= n + 1 pre Œub ovoŒn‚ priro dzen‚ ‡¡slo n (uvedomte si, ‘e ka‘d‚ slovo P za‡¡na pr zdnym

slovom �, t.j. P = � P ).

Pr¡klad

Nech T je ab eceda. Pre slovo P = a

1

a

2

: : : a

n

nad T je slovo

�

P = a

n

: : : a

1

zrkadlov˜m

obrazom slova P . Zostro jte norm lny algoritmus A , ktor˜ pre Œub ovoŒn‚ slovo P vytvor¡

jeho zrkadlov˜ obraz, t.j. A ( P ) =

�

P .

Uva‘ujme skr ten£ sch‚mu algoritmu v ab ecede B = T [ f � ; � g :

� � ! � ( a )

� � ! � � ( � 2 T ) ( b )

� � ! � ( c )

� ! � � ( d )

� � � ! � � � ( � ; � 2 T ) ( e )

� ! � ( f )

€innosŸ algoritmu pre slovo P = a

1

a

2

: : : a

n

m“‘eme p op¡saŸ takto:

1. Na jprv p omo cou formuly (f ) dostaneme zo slova P slovo � P .

2. Pomo cou formuly (e) zo slova tvaru U � abV ( a; b 2 T ) dostaneme slovo U b� aV .

Formula (e) sa teda aplikuje ( n � 1)-kr t a zo slova � a

1

a

2

: : : a

n

dost vame slovo

a

2

: : : a

n

� a

1

.

3. Kroky, analogick‚ ku krokom 1 a 2, sa zopakuj£ n + 1 kr t, pri‡om v ka‘dom

ƒal¨om b ehu sa formula (e) aplikuje o jeden kr t menej. Postupne dost vame slov 

a

2

: : : a

n

� a

1

, a

3

: : : a

n

� a

2

� a

1

, : : : , � a

n

: : : � a

2

� a

1

, � � a

n

: : : � a

2

� a

1

.

4. Pomo cou formuly (a) ƒalej dostaneme slovo � a

n

: : : � a

2

� a

1

a niekoŒkon sobn˜m

p ou‘it¡m form£l (b), (c) a (d) nakoniec dost vame slovo a

n

a

n � 1

: : : a

1

, ‡o je

�

P .

Zostro jili sme algoritmus A nad ab ecedou T a uk zali sme, ‘e A ( P ) =

�

P .

S£Ÿa‘n‚ £lohy

1. Nech H = f 1 g ; M = f 1 ; �g . Ka‘d‚ priro dzen‚ ‡¡slo n m“‘e byŸ zap¡san‚ ako n ,

‡o je slovo nad ab ecedou H . Vektor ( n

1

; � � � ; n

k

) ; k � 1, kde n

1

; � � � ; n

k

s£ priro-

dzen‚ ‡¡sla, zap¡¨eme ako slovo n

1

� n

2

� � � � � n

k

nad ab ecedou M a ozna‡¡me ho

( n

1

; � � � ; n

k

). Napr¡klad vektor ( 3 ; 1 ; 2) ozna‡uje slovo 1111 � 11 � 111. Nap¡¨te
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sch‚mu algoritmu A v M , ktor˜ je pr¡pustn˜ iba pre slov , ktor‚ s£ ‡¡slami (t.j.

k = 1) a pre ktor˜ plat¡ A ( n ) = 0. Zd“vo dnite jeho spr vnosŸ.

2. Je dan  ab eceda T , ktor  neobsahuje znaky � ; � ; 
 a nech B = T [ f � ; � ; 
 g .

Zostro jte sch‚mu algoritmu A v ab ecede B , ktor˜ ka‘d‚ slovo nad ab ecedou T

zdvo j¡ (t.j. A ( P ) = P P ). Zd“vo dnite jeho spr vnosŸ.

P { I I { 1

Jednou z met¢ d ¨ifrovania spr v je p ou‘itie ¨ifrovacej mrie‘ky. ›ifrovacia mrie‘ka je

¨tvorec rozdelen˜ na 2 N � 2 N ¨tvorcov˜ch p ol¡‡ok, pri‡om doho dnut˜ch N

2

p ol¡‡ok je

vyrezan˜ch. Pri ¨ifrovan¡ mrie‘ku p olo‘¡me na ¨tvorcov£ tabuŒku rovnak˜ch rozmerov

(2 N � 2 N p ol¡‡ok) a do ka‘d‚ho v˜rezu vp¡¨eme jeden znak spr vy, pri‡om p ostupujeme

p o riadko ch zhora nadol a v ka‘dom riadku zŒava doprava. Tento p ostup e¨te trikr t

zopakujeme s mrie‘kou oto ‡enou o 90

�

, 180

�

a 270

�

v smere ho dinov˜ch ru‡i‡iek. Za¨if-

rovan  spr va sa z¡ska pre‡¡tan¡m tabuŒky p o riadko ch. Aby sa dan  mrie‘ka dala p ou‘iŸ

na ¨ifrovanie, ka‘d  p oz¡cia v tabuŒke mus¡ byŸ o dkryt  p op¡san˜m sp “sob om pr ve raz.

T£to z kladn£ met¢ du ¨ifrovania m“‘eme p ou‘iŸ a j viacn sobne tak, ‘e za¨ifrovan˜

text znova za¨ifrujeme tou istou mrie‘kou. V tomto pr¡pade si teda p ou‘¡vatelia ¨ifry

musia zvoliŸ nielen mrie‘ku, ale a j ‡¡slo k , ktor‚ ur‡uje p o ‡et opakovan¡ ¨ifrovacieho

pro cesu. Pre niektor‚ ‡¡sla k sa n m v¨ak m“‘e staŸ, ‘e ak za¨ifrujeme Œub ovoŒn˜ text

danou mrie‘kou k -kr t, dostaneme v‘dy p “vo dn˜ text. Va¨ou £lohou je n  jsŸ algoritmus,

ktor˜ pre dan£ mrie‘ku n  jde na jmen¨ie k > 0 s touto vlastnosŸou.

Vstup om pre v ¨ algoritmus je ‡¡slo N a matica 2 N � 2 N obsahuj£ca nuly a jednotky,

pri‡om jednotky ozna‡uj£ vyrezan‚ ¨tvor‡eky a nuly nevyrezan‚. M“‘ete predp okladaŸ,

‘e mrie‘ka na vstup e je spr vna (t.j. je mo‘n‚ p ou‘iŸ ju na ¨ifrovanie). Pre t£to mrie‘ku

m  v ¨ algoritmus n  jsŸ na jmen¨ie kladn‚ ‡¡slo k tak‚, ‘e z ka‘d‚ho textu p o k -n sobnom

za¨ifrovan¡ dostaneme p “vo dn˜ text.

Pr¡klad

Uva‘ujme napr¡klad mrie‘ku:

0 1

0 0

Spr vna o dp oveƒ je k = 3. Ak vezmeme napr¡klad reŸazec abcd , tak p o prvom za¨ifrovan¡

dostaneme dacb , p o druhom bdca a p o treŸom za¨ifrovan¡ abcd (aby sme dok zali, ‘e

k = 3, b olo by treba uk zaŸ, ‘e pre ka‘d˜ reŸazec p o tro ch opakovaniach dostaneme

p “vo dn˜ reŸazec).
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P { I I { 2

Popisovan˜ ¨ifrovac¡ syst‚m vych dza z re lneho syst‚mu p ou‘¡van‚ho p o ‡as 1. svetovej

vo jny. Je dan  tabuŒka ‡. 1, ktor  obsahuje 6 riadkov p o 6 st•p cov vyplnen˜ch p¡smenami

a ‡¡slicami.

A D F V M X

A Z 3 E N V A

D Y C X J P Q

F D H 2 O 0 7

V W R K F T 1

M I S U M 4 G

X 6 8 9 5 B L

TabuŒka ‡. 1

Zo ¨ifrovan‚ho textu na jsk“r vytvor¡me "medzitext" tak, ‘e ka‘d˜ znak vstupn‚ho

reŸazca nahrad¡me dvo jicou ozna‡uj£cou riadok a st•p ec, na ktor˜ch sa znak v tabuŒke

nach dza (napr¡klad B nahrad¡me dvo jicou XM ). Medzitext p otom zap¡¨eme p o riad-

ko ch do druhej (tzv. permuta‡nej ) tabuŒky. V z hlav¡ st•p cov p ermuta‡nej tabuŒky sa

nach dza j£ navz  jom r“zne p¡smen . Ab ecedn‚ p oradie t˜chto p¡smen p otom ur‡uje

p oradie, v ktorom vyp¡¨eme st•p ce tabuŒky do za¨ifrovan‚ho textu.

Ak napr¡klad v z hlav¡ p ermuta‡nej tabuŒky m me p ostupne p¡smen  V , Y , H , R , A a

J a chceme za¨ifrovaŸ text KRYPTOGRAFIA , dostaneme:

V Y H R A J

V F V D D A

D M V M F V

M X V D A X

V V M A A X

V˜sledn˜ za¨ifrovan˜ text bude DFAAVVVMAVXXDMDAVDMVFMXV .

Bol n  jden˜ dlh˜ za¨ifrovan˜ text, pri‡om nie je zn me z hlavie p ermuta‡nej tabuŒky a

ƒalej b ol n  jden˜ dlh˜ zoznam obvykle p ou‘¡van˜ch z hlav¡ p ermuta‡nej tabuŒky. Jednou

z mo‘nost¡, ako za¨ifrovan˜ text o d¨ifrovaŸ, je vysk£¨aŸ obvykle p ou‘¡van‚ z hlavia a

zistiŸ, pri ktor˜ch z nich sa dosiahne zmyslupln˜ text. Probl‚m v¨ak je v tom, ‘e z hlav¡

je pr¡li¨ veŒa, a preto treba niektor‚ vyl£‡iŸ p omo cou p o ‡¡ta‡a.

S£Ÿa‘n  £loha

Nap¡¨te algoritmus, ktor˜ dostane na vstup e za¨ifrovan˜ text d•‘ky m a zoznam k p o-

u‘¡van˜ch z hlav¡ (v¨etky z hlavia ma j£ rovnak£ d•‘ku n , pri‡om m je n sobkom n a

n � 4) a pre ka‘d‚ z hlavie vyp¡¨e, ‡i je potenci lne zmyslupln‚ aleb o nie.
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Z hlavie je potenci lne zmyslupln‚ , ak v texte, ktor˜ dostaneme roz¨ifrovan¡m p omo-

cou tohoto z hlavia, po‡et dvoj¡c po sebe nasleduj£cich p¡smen typu spoluhl ska{samo-

hl ska a samohl ska{spoluhl ska je aspo¤ trojn sobkom po‡tu dvoj¡c typu samohl ska{

samohl ska alebo spoluhl ska{spoluhl ska . €¡slice sa nep ova‘uj£ za p¡smeno. Napr¡klad

slovo LEPIDLO5A m  5 dvo j¡c p¡smen prvej skupiny a iba jednu dvo jicu p¡smen druhej

skupiny.

Pok£ste sa, aby v ¨ algoritmus fungoval ‡o na jr˜chlej¨ie za predp okladu, ‘e p o ‡et

z hlav¡ k je veŒmi veŒk˜ (m“‘e byŸ a‘ 3 mili¢ny) a d•‘ka za¨ifrovan‚ho textu m je veŒk 

v p orovnan¡ s d•‘kou jednotliv˜ch z hlav¡ n ( n je r dovo 10, m r dovo niekoŒko tis¡c).

Urobte diskusiu zlo‘itosti vzhŒadom na parametre m , n , k .

P { I I { 3

Dva ja hr ‡i hra j£ nasleduj£cu hru. Na za‡iatku hry s£ dan‚ dve k“pky z paliek. Na

prvej k“pke je a z paliek, na druhej k“pke b z paliek ( a; b � 0).

Potom sa hr ‡i strieda j£ vo svo jich Ÿaho ch, pri‡om za‡¡na prv˜ hr ‡. V jednom Ÿahu

si hr ‡ vyb erie Œub ovoŒn£ k“pku, na ktorej je asp o¤ jedna z palka a o dob erie z nej 2

k

aleb o

3

k

z paliek, kde k je Œub ovoŒn‚ nez p orn‚ cel‚ ‡¡slo (tak, aby na k“pke ostal nez p orn˜

p o ‡et z paliek). Hra p okra‡uje tak dlho, k˜m je asp o¤ na jednej k“pke nenulov˜ p o ‡et

z paliek. Hr ‡, ktor˜ nem  Ÿah, prehr va partiu.

Navrhnite algoritmus, ktor˜ pre Œub ovoŒn£ p o ‡iato ‡n£ p oz¡ciu a; b rozho dne, ‡i pre

¤u existuje v¡Ÿazn  strat‚gia pre prv‚ho hr ‡a. V¡Ÿazn  strat‚gia je p ostup, ktor˜ za-

b ezp e‡uje hr ‡ovi v˜hru b ez ohŒadu na to, ako hr  jeho s£p er. Zd“vo dnite spr vnosŸ

navrhnut‚ho algoritmu.

P { I I { 4

›tudijn˜ text "Norm lne Markovove algoritmy" k pr¡kladu P-II-4 mo‘no n jsŸ v zadan¡

pr¡kladu P-I-4 na strane 90 .

S£Ÿa‘n  £loha

Ka‘d‚ priro dzen‚ ‡¡slo n m“‘e byŸ zap¡san‚ ako n , pri‡om 0 = 1, a n + 1 = n 1, t.j.

napr¡klad 1 = 11, 2 = 111 atƒ. Nap¡¨te sch‚mu algoritmu A nad ab ecedou H = f 1 ; : g ,

ktor˜ pre dve priro dzen‚ ‡¡sla a; b ur‡¡ ho dnotu celo ‡¡seln‚ho p o dielu a div b .

Nech b > 0, a � 0. Pre vstup tvaru a : b m  byŸ v˜sledkom algoritmu slovo ( a div b )

a pre vstup a : 0 m  byŸ algoritmus nepr¡pustn˜. Ak je vstup om in‚ slovo nad ab ecedou

H , na spr van¡ v ¨ho algoritmu nez le‘¡. Zd“vo dnite spr vnosŸ navrhnut‚ho algoritmu.

Pr¡klad

A (11111 : 111) = 111

A (1111 : 11) = 1111

A (11111 : 1111) = 11

Algoritmus nie je pr¡pustn˜ napr¡klad pre slovo 1111 : 1.
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P { I I I { 1

Jednou z met¢ d ¨ifrovania spr v je p ou‘itie ¨ifrovacej mrie‘ky. ›ifrovacia mrie‘ka je

¨tvorec rozdelen˜ na 2 N � 2 N ¨tvorcov˜ch p ol¡‡ok, pri‡om doho dnut˜ch N

2

p ol¡‡ok je

vyrezan˜ch. Pri ¨ifrovan¡ sa mrie‘ka p olo‘¡ na ¨tvorcov£ tabuŒku rovnak˜ch rozmerov

(2 N � 2 N p ol¡‡ok) a do ka‘d‚ho v˜rezu vp¡¨eme jeden znak spr vy, pri‡om p ostupujeme

p o riadko ch zhora nadol a v ka‘dom riadku zŒava doprava. Tento p ostup e¨te trikr t

zopakujeme s mrie‘kou oto ‡enou o 90

�

, 180

�

a 270

�

v smere ho dinov˜ch ru‡i‡iek. Za¨if-

rovan  spr va sa z¡ska pre‡¡tan¡m tabuŒky p o riadko ch. Aby sa dan  mrie‘ka dala p ou‘iŸ

na ¨ifrovanie, ka‘d  p oz¡cia v tabuŒke mus¡ byŸ o dkryt  p op¡san˜m sp “sob om pr ve raz.

M me dan‚ dve ¨ifrovacie mrie‘ky rovnak˜ch rozmerov 2 N � 2 N . Tieto tabuŒky

sa p ou‘¡va j£ na ¨ifrovanie reŸazcov d•‘ky 4 N

2

, pri‡om jednotliv‚ znaky reŸazcov s£ zo

¨p eci lnej ab ecedy obsahuj£cej K znakov. Niekedy sa stane, ‘e p o za¨ifrovan¡ reŸazca

jednou z mrie‘ok dostaneme ten ist˜ reŸazec. Vtedy sa na ¨ifrovanie p ou‘ije druh  z

mrie‘ok. Ot zkou ost va, koŒko je tak˜ch reŸazcov, ktor‚ nie je mo‘n‚ zmeniŸ za¨ifrovan¡m

p omo cou ani jednej z dan˜ch mrie‘ok.

Navrhnite algoritmus, ktor˜ dostane ako vstup ‡¡sla N , K a dve ¨ifrovacie mrie‘ky

rozmerov 2 N � 2 N . Pre tento vstup ur‡¡ p o ‡et reŸazcov d•‘ky 4 N

2

obsahuj£cich iba znaky

z K -prvkovej ab ecedy, ktor‚ p o za¨ifrovan¡ prvou mrie‘kou, a j p o za¨ifrovan¡ druhou

mrie‘kou zostan£ nezmenen‚.

Pr¡klad

Vstup:

N = 2, K = 2

Mrie‘ky:

1 1 0 0 1 1 0 0

1 1 0 0 1 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

V˜stup:

16

(Pre ab ecedu obsahuj£cu p¡smen  a

a b je pr¡kladom tak‚ho reŸazca

abababbbbbbbbbbb .)

P { I I I { 2

Dva ja hr ‡i hra j£ nasleduj£cu hru. Na za‡iatku hry s£ dan‚ dve k“pky z paliek. Na

prvej k“pke je a a na druhej b z paliek ( a; b > 0). …alej s£ dan‚ dve cel‚ kladn‚ ‡¡sla

p , q ( p < q ). V jednom Ÿahu mus¡ hr ‡ o dobraŸ z jednej z t˜chto k“p ok buƒ p aleb o q

z paliek (tak, aby na k“pke ostal nez p orn˜ p o ‡et z paliek). Hr ‡i sa vo svo jich Ÿaho ch

p ostupne strieda j£. Prehr va hr ‡, ktor˜ je na Ÿahu, ale ‘iadny Ÿah urobiŸ nem“‘e (tzn.

keƒ je na ka‘dej k“pke menej ako p z paliek).

Nap¡¨te program, ktor˜ zo vstupu na‡¡ta ¨tvoricu ho dn“t a; b; p; q a zist¡, ‡i pre t£to

¨tvoricu existuje vyhr va j£ca strat‚gia pre hr ‡a, ktor˜ Ÿah  ako prv˜. Dok ‘te, ‘e v ¨

program pracuje spr vne.
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P { I I I { 3

›tudijn˜ text "Norm lne Markovove algoritmy" k pr¡kladu P-III-3 mo‘no n jsŸ v zadan¡

pr¡kladu P-I-4 na strane 90 .

S£Ÿa‘n‚ £lohy

a) Ka‘d‚ priro dzen‚ ‡¡slo n m“‘e byŸ zap¡san‚ ako n , pri‡om 0 = 1, a n + 1 = n 1,

t.j. napr¡klad 1 = 11, 2 = 111 atƒ. Zostro jte sch‚mu Markovovho algoritmu nad

ab ecedou T = f 1 g , ktor  pre takto zap¡san‚ kladn‚ cel‚ ‡¡slo vyp o ‡¡ta doln£ cel£

‡asŸ jeho dvo jkov‚ho logaritmu. V˜sledok bude zap¡san˜ tie‘ v rovnakom tvare.

Vstupn  ho dnota nula nie je pr¡pustn .

Pozn mka: Dvo jkov˜ logaritmus kladn‚ho ‡¡sla X (zapisujeme l og

2

X ) je rovn˜

tak‚mu ‡¡slu Y , pre ktor‚ plat¡ 2

Y

= X . Doln  cel  ‡asŸ dvo jkov‚ho logaritmu

kladn‚ho cel‚ho ‡¡sla X (zapisujeme b l og

2

X c ) je rovn  na jv„‡¨iemu cel‚mu ‡¡slu Y

tak‚mu, ‘e 2

Y

� X . Teda plat¡ b l og

2

1 c = 0, b l og

2

2 c = 1, b l og

2

3 c = 1, b l og

2

4 c = 2,

b l og

2

5 c = 2, atƒ.

Pr¡klad

vstup v˜sledok

1 algoritmus nie je pr¡pustn˜

11 1

111 11

1111 11

11111 111

111111 111

b) Zostro jte sch‚mu Markovovho algoritmu nad ab ecedou T = f 0 ; 1 g , ktor˜ je pr¡-

pustn˜ pr ve vtedy, keƒ je na vstup e bin rny z pis nez p orn‚ho cel‚ho ‡¡sla deli-

teŒn‚ho tromi.

Pozn mka: Bin rnym z pisom cel‚ho ‡¡sla rozumieme z pis tohto ‡¡sla v dvo j-

kovej s£stave, tzn. p omo cou ci�er 0 a 1. Bin rny z pis kladn‚ho cel‚ho ‡¡sla za‡¡na

v‘dy cifrou 1, ved£ce nuly sa neprip£¨Ÿa j£. Bin rny z pis nuly tvor¡ jedin˜ symb ol

0.
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Pr¡klad

vstup v˜sledok zd“vo dnenie

0 algoritmus je pr¡pustn˜ ‡¡slo 0 je deliteŒn‚ 3

1 algoritmus nie je pr¡pustn˜ ‡¡slo 1 nie je deliteŒn‚ 3

10 algoritmus nie je pr¡pustn˜ ‡¡slo 2 nie je deliteŒn‚ 3

11 algoritmus je pr¡pustn˜ ‡¡slo 3 je deliteŒn‚ 3

1100 algoritmus je pr¡pustn˜ ‡¡slo 12 je deliteŒn‚ 3

1101 algoritmus nie je pr¡pustn˜ ‡¡slo 13 nie je deliteŒn‚ 3

01100 algoritmus nie je pr¡pustn˜ ved£ca nula nie je v z pise

‡¡sla p ovolen 

P { I I I { 4

Program: sifra.pas/sifra.cpp

Slovn¡k: slovnik.txt

Pomocn‚ s£bory: *.pom

Vstup: sifra.in

V˜stup: sifra.out

Uva‘ujme nasleduj£ci sp “sob ¨ifrovania, naz˜van˜ Vigen�erova ¨ifra. Kv“li jedno du-

chosti budeme ¨ifrovaŸ iba texty obsahuj£ce len mal‚ p¡smen  anglickej ab ecedy a me-

dzery. Pri ¨ifrovan¡ sa p ou‘¡va ta jn˜ kŒ£‡, p ozost va j£ci iba z mal˜ch p¡smen anglickej

ab ecedy. P¡smen  kŒ£‡a sa p o dp¡¨u p o d jednotliv‚ p¡smen  ¨ifrovan‚ho textu, ak je kŒ£‡

pr¡li¨ kr tky, p ou‘ije sa viackr t. Ka‘d‚ p¡smeno p otom za¨ifrujeme tak, ‘e k nemu pri-

p o ‡¡tame p o d n¡m p o dp¡san‚ p¡smeno kŒ£‡a. Toto s‡¡tavanie sa rob¡ tak, ‘e ob e p¡smen 

si nahrad¡me ‡¡slami o d 0 do 25 predstavuj£cimi ich p olohu v ab ecede a tieto dve ‡¡sla

s‡¡tame. Ak je v˜sledok s‡¡tania v„‡¨¡ ako 25, o d‡¡tame 26 a nakoniec nahrad¡me v˜sledn‚

‡¡slo op„Ÿ p¡smenom, ktor‚ je v ab ecede na zo dp oveda j£com mieste. Medzery sa opisuj£

z p “vo dn‚ho textu do ¨ifrovan‚ho textu b ez zmeny.

Za¨ifrujme napr¡klad text quicksort is an algorithm for sorting p omo cou kŒ£‡a

programming . V tabuŒke je v prvom riadku p “vo dn˜ text, v druhom riadku kŒ£‡ a v tre-

Ÿom v˜sledn˜ text.

quicksort is an algorithm for sorting

programmi ng pr ogramming pro grammin

flwibsadb vy pe orxodubus uff yfrfuvt

Pri de¨ifrovan¡ sa p ostupuje p o dobne, namiesto pri‡¡tavania sa v¨ak kŒ£‡ o d‡¡tava. Ak

¨ifrovan£ spr vu o dchyt¡ osoba, ktor  nep ozn  kŒ£‡, m“‘e sa p ok£siŸ spr vu de¨ifrovaŸ

tak, ‘e predp oklad , ‘e spr va b ola p¡san  v niektorom priro dzenom jazyku a hŒad  tak˜

kŒ£‡, aby dostala spr vu v tomto jazyku. Va¨ou £lohou bude teraz nap¡saŸ program,

ktor˜ pre dan˜ za¨ifrovan˜ text hŒad  nejak˜ "zmyslupln˜" kŒ£‡.
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Za¨ifrovan˜ text je umiestnen˜ vo vstupnom s£b ore sifra.in . Je to p ostupnosŸ slov

p ozost va j£cich z mal˜ch p¡smen, pri‡om jednotliv‚ slov  s£ o ddelen‚ medzerou aleb o

koncom riadku (koniec riadku sa pri ¨ifrovan¡ a de¨ifrovan¡ spr va rovnako ako medzera).

S£b or neobsahuje viac ako 10 000 znakov.

Va¨ou £lohou je nap¡saŸ program, ktor˜ n  jde pre za¨ifrovan˜ text v s£b ore sifra.in

kŒ£‡ Vigen�erovej ¨ifry a vyp¡¨e ho do s£b oru sifra.out . Pr¡pustn˜ je pritom iba tak˜

kŒ£‡, ktor‚ho p ou‘it¡m na de¨ifrovanie s£b oru sifra.in dostaneme text, ktor˜ obsahuje

iba p ovolen‚ slov  priro dzen‚ho jazyka. Zoznam v¨etk˜ch p ovolen˜ch slov priro dzen‚ho

jazyka sa nach dza v s£b ore slovnik.txt . V ¨ kŒ£‡ nesmie byŸ dlh¨¡ ako 50 znakov.

M“‘ete predp okladaŸ, ‘e tak˜ kŒ£‡ existuje, a ‘e d•‘ka textu je veŒk  v p orovnan¡ s

d•‘kou kŒ£‡a.

Pozn mka: Na va¨om p o ‡¡ta‡i sa v pracovnom adres ri nach dza s£b or slovnik.txt ,

ktor˜ obsahuje zoznam v¨etk˜ch p ovolen˜ch slov priro dzen‚ho jazyka. Okrem samotn‚ho

zdro jov‚ho s£b oru m“‘ete vytvoriŸ a s rie¨en¡m o dovzdaŸ niekoŒko p omo cn˜ch s£b orov

s pr¡p onou .pom , ktor‚ pri testovan¡ umiestnime do aktu lneho adres ra. V aktu lnom

adres ri sa bude nach dzaŸ a j s£b or slovnik.txt , ktor˜ bude toto‘n˜ so s£b orom vo

va¨om pracovnom adres ri (sada p ovolen˜ch slov bude teda pri testovan¡ rovnak , ako v

p “vo dnom s£b ore slovnik.txt ).

P { I I I { 5

Program: nakup.pas/nakup.cpp

Vstup: nakup.in

V˜stup: nakup.out

V ob cho dnom dome pred va j£ n druhov tovarov v cen ch c

1

; : : : ; c

n

. Aby ob cho dn¡ci

pril kali z kazn¡kov, p on£ka j£ e¨te ¨p eci lne zŒavy typu "ak si k£pite tri balenia laku na

vlasy a dve balenia o dstra¤ova‡a star˜ch n terov, bude to sp olu 300". Ka‘d£ zŒavnen£

p onuku mo‘no charakterizovaŸ p o ‡tami jednotliv˜ch p on£kan˜ch druhov tovarov p

ij

(t.j.

koŒko si mus¡te k£piŸ predmetov druhu j , aby b olo mo‘n‚ uplatniŸ i -tu zŒavu) a cenou

i -tej zŒavnenej p onuky w

i

(v¨etky p onuky s£ v˜ho dn‚, t.j. w

i

<

P

j

p

ij

c

j

).

Z p onuky ob cho dn‚ho domu ste si vybrali nana jv˜¨ 5 druhov predmetov a z ka‘d‚ho

druhu nana jv˜¨ 6 kusov a chcete tento tovar nak£piŸ ‡o na jlacnej¨ie. Nie ste proti tomu,

ak si z ob cho dn‚ho domu o dnesiete a j ‡osi navy¨e, p okiaŒ t˜m u¨etr¡te.

Nap¡¨te program, ktor˜ na vstup e dostane ceny tovarov, inform cie o zŒavnen˜ch

p onuk ch a zoznam toho, ‡o m  byŸ nak£p en‚ a n  jde optim lne vyu‘itie p on£k (t.j.

koŒkokr t m  byŸ ktor  p onuka vyu‘it , aby ste dosiahli na jni‘¨iu mo‘n£ celkov£ cenu

dan£ s£‡tom cien p on£k a cien jednotliv˜ch v˜robkov, ktor‚ je nutn‚ k p onuk m doplniŸ,

aby ste nak£pili v¨etko, ‡o p otrebujete).
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Vstupn˜ s£b or

Vstupn˜ s£b or nakup.in obsahuje p ostupne tieto £da je (o ddelen‚ medzerami aleb o kon-

cami riadkov):

� p o ‡et druhov tovarov n (1 � n � 100),

� ceny jednotliv˜ch tovarov c

1

; : : : ; c

n

(1 � c

i

� 100),

� p o ‡et vybran˜ch druhov tovarov k (1 � k � 5)

� ‡¡sla vybran˜ch druhov s

i

sp olu s p o ‡tami kusov m

i

v tvare:

s

1

m

1

s

2

m

2

: : : s

k

m

k

;

(1 � s

i

� n , 1 � m

i

� 6, ka‘d˜ druh sa v zozname vyskytuje nana jv˜¨ raz),

� p o ‡et zŒavnen˜ch p on£k m (1 � m � 100),

� pre i -tu p onuku zoznam v˜robkov q

ij

, z ktor˜ch p ozost va, sp olu s ich p o ‡tami r

ij

a celkovou cenou p onuky w

i

v tvare:

q

i 1

r

i 1

q

i 2

r

i 2

q

i 3

r

i 3

: : : 0 w

i

(1 � q

ij

� n , 1 � r

ij

� 100, 1 � w

i

� 100).

V˜stupn˜ s£b or

V˜stup om programu bude minim lna dosiahnut  cena w

min

sp olu so zoznamom vyu‘it˜ch

p on£k v tvare d

1

e

1

d

2

e

2

: : : d

q

e

q

, kde d

i

s£ ‡¡sla vyu‘it˜ch p on£k a e

i

‡¡sla ud va-

j£ce, koŒkokr t b ola ktor  p onuka vyu‘it . Vypisujte iba tie p onuky, kde e

i

je nenulov‚.

V˜stupy programu zap¡¨te do v˜stupn‚ho textov‚ho s£b oru nakup.out . Jednotliv‚ ‡¡sla

bud£ o ddelen‚ medzerami aleb o koncami riadkov.

Pr¡klad

nakup.in

10

10 11 12 13 14

15 16 17 18 19

5

1 3 2 5 4 2

8 2 9 1

3

1 1 2 2 4 1 0 20

1 1 2 1 3 1 0 10

5 3 6 3 0 30

nakup.out

102

1 2

2 1

Pozn mka: Uveden˜ v˜stupn˜ s£b or je jedn˜m z mo‘n˜ch spr vnych v˜stupn˜ch

s£b orov.
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Kateg¢ria P

P { I { 1

Mrie‘ku budeme naz˜vaŸ korektnou , keƒ p omo cou nej do toho ist‚ho p ol¡‡ka p o d mrie‘kou

m“‘eme zap¡saŸ viac kr t iba keƒ je mrie‘ka rovnako oto ‡en . Mrie‘ka budeme naz˜vaŸ

£plnou , keƒ vieme zap¡saŸ do ka‘d‚ho p ol¡‡ka p o d ¤ou. Mrie‘ka je p ou‘iteŒn  na ¨ifrovanie

pr ve vtedy, keƒ je korektn  a s£‡asne £pln .

Na p ol¡‡ko papiera so s£radnicami [ x; y ] sa pri r“znom nato ‡en¡ mrie‘ky m“‘u dostaŸ

p ol¡‡ka mrie‘ky so s£radnicami [ x; y ] ; [2 N � y + 1 ; x ] ; [2 N � x + 1 ; 2 N � y + 1] ; [ y ; 2 N �

� x + 1]. Ak je mrie‘ka nekorektn , musia existovaŸ s£radnice [ x; y ] tak‚, ‘e viac ako

jedno z t˜chto ¨tyro ch p ol¡‡ok mrie‘ky bude vystrihnut‚. Ak je ne£pln , musia existovaŸ

s£radnice [ x; y ] tak‚, ‘e ‘iadne z t˜chto ¨tyro ch p ol¡‡ok mrie‘ky nie je vystrihnut‚. Aby

b ola mrie‘ka korektn  a £pln , mus¡ pre v¨etky s£radnice [ x; y ] platiŸ, ‘e pr ve jedno z

p ol¡‡ok [ x; y ] ; [2 N � y + 1 ; x ] ; [2 N � x + 1 ; 2 N � y + 1] ; [ y ; 2 N � x + 1] je vystrihnut‚.

Nad p ol¡‡ko papiera so s£radnicami [ x; y ] sa v¨ak m“‘u dostaŸ tie ist‚ p ol¡‡ka mrie‘ky

ako nad p ol¡‡ka so s£radnicami [2 N � y + 1 ; x ] ; [2 N � x + 1 ; 2 N � y + 1] ; [ y ; 2 N � x + 1]. Preto,

ak sa nad Œub ovoŒn‚ z t˜chto ¨tyro ch p ol¡‡ok papiera m“‘e dostaŸ pr ve jeden vystrihnut˜

¨tvor‡ek mrie‘ky, a j pre ostatn‚ tri to plat¡ (a nemus¡me to teda u‘ kontrolovaŸ). Keƒ si

rozdel¡me papier na ¨tyri ¨tvorce rozmerov N � N , ka‘d‚ z t˜chto ¨tyro ch p ol¡‡ok bude v

inom ¨tvorci. Teda n m sta‡¡ skontrolovaŸ iba jeden tak˜to ¨tvorec (napr. Œav˜ horn˜).

V programe je ¨tvrtina papiera reprezentovan  maticou a . Pred na‡¡tan¡m £da jov sa

cel  vyma‘e (nastav¡ na false ). Pri na‡¡tan¡ ka‘dej diery sa zist¡, ak  bude jej p oloha,

keƒ sa mrie‘ka nato ‡¡ tak, aby t to diera b ola v Œavom hornom ¨tvorci. Na tieto s£radnice

sa do p oŒa a zap¡¨e true . Ak tam u‘ predt˜m b olo true , mrie‘ka je nekorektn , leb o sa

d  dvakr t zapisovaŸ na to ist‚ miesto. Nakoniec treba e¨te skontrolovaŸ, ‡i sa dalo p¡saŸ

na ka‘d‚ miesto. To sa v programe realizuje p o ‡¡tadlom dier, ktor‚ sa zv˜¨i s ka‘dou

dierou. Ak je mrie‘ka korektn  a dier je N

2

, je a j £pln . Tento algoritmus m  t£ v˜ho du,

‘e netreba ukladaŸ do pam„ti cel£ mrie‘ku, ale iba jej ¨tvrtinu.

P { I { 2

Ide o obmenu skuto ‡ne p ou‘¡van‚ho ¨ifrovacieho syst‚mu, ktor˜ je kombin ciou substi-

tu‡nej a transp ozi‡nej ¨ifry - tzv. kombinovan  ¨ifra.

1. Pri ¨ifrovan¡ otvoren‚ho (neza¨ifrovan‚ho) textu sa na jprv vykon  substit£cia p o dŒa

tabuŒky ‡.1, ‡¡m dostaneme medzi¨ifru. Na t£to medzi¨ifru p otom uplatn¡me trans-

p oz¡ciu p o dŒa tabuŒky ‡.2. Medzery a in‚ znaky, ktor‚ nie s£ v tabuŒke ‡.1, sa

vynecha j£.
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� Ka‘d˜ znak otvoren‚ho textu n  jdeme v tabuŒke ‡. 1 a do medzi¨ifry zap¡¨eme

z hlavie riadku a st•p ca, v ktor˜ch sa nach dza. Napr¡klad Q sa prep¡¨e na

DX, 5 na XV, I na MA.

� Medzi¨ifru p ostupne zapisujeme do riadkov tabuŒky ‡.2, ktorej z hlavie tvor¡

kŒ£‡ transp ozi‡nej ¨ifry. Po zaplnen¡ prv‚ho riadku p okra‡ujeme na druhom

riadku a takto p ostupujeme tak dlho, k˜m nezap¡¨eme cel£ medzi¨ifru. Ak cel˜

p osledn˜ riadok nevypln¡me, nech me na zvy¨n˜ch miestach medzery. V tejto

‡asti £lohy je d“le‘it‚ si v¨imn£Ÿ, ‘e z hlavie tabuŒky p o dŒa zadania obsahuje

r“zne p¡smen  ab ecedy. Ab ecedn‚ p oradie t˜chto p¡smen toti‘ ur‡uje kŒ£‡

pre transp ozi‡n£ ¨ifru. V˜sledn˜ za¨ifrovan˜ text z¡skame tak, ‘e vyp¡¨eme

jednotliv‚ st•p ce tabuŒky v p orad¡ p o dŒa ab ecedn‚ho p oradia p¡smen v z hlav¡.

Napr¡klad pre tabuŒku uveden£ v zadan¡ sa na jprv vyp¡¨e st•p ec ozna‡en˜ A,

p otom st•p ec ozna‡en˜ H atƒ., a‘ ako p osledn˜ sa vyp¡¨e st•p ec ozna‡en˜ Y.

Postup pri de¨ifrovan¡ je zrejm˜ z p opisu ¨ifrovania.

2. Text p “vo dnej spr vy zo zadania je teda "KRYPTOGRAFIA".

3. ›ifrovanie sp “sobuje n rast spr vy v prvej ‡asti (substit£cia) - faktor n rastu je 2.

Pr¡padne je mo‘n‚ zap o ‡¡taŸ a j medzery o ddeŒuj£ce jednotliv‚ st•p ce vo v˜slednom

za¨ifrovanom texte. Tento n rast bude o P znakov, kde P st•p cov tabuŒky.

4. Program pre ¨ifrovanie textu v Pascale n  jdete ni‘¨ie.

P { I { 3

Zade�nujme na jprv p o jmy vyhr vaj£ca a prehr vaj£ca p oz¡cia (vzhŒadom k hr ‡ovi, ktor˜

je pr ve na Ÿahu) takto:

1. Poz¡cia (0 ; 0 ; 0) je pre hr ‡a na Ÿahu prehr va j£ca.

2. Poz¡cia ( a; b; c ), kde a + b + c > 0, je pre hr ‡a na Ÿahu prehr va j£ca, ak pre

Œub ovoŒn˜ Ÿah je p oz¡cia, do ktorej sa dostaneme, pre druh‚ho hr ‡a vyhr va j£ca.

3. Poz¡cia ( a; b; c ), kde a + b + c > 0, je pre hr ‡a na Ÿahu vyhr va j£ca, ak existuje

Ÿah, pre ktor˜ p oz¡cia, do ktorej sa dostaneme, je pre druh‚ho hr ‡a prehr va j£ca.

Keƒ‘e p o ‡et z paliek vo v¨etk˜ch tro ch kop ch je kone‡n˜ a v ka‘dom Ÿahu je o dobrat 

asp o¤ jedna z palka, hra mus¡ skon‡iŸ a jeden z hr ‡ov vyhraŸ. Preto ka‘d  p oz¡cia v

na¨ej hre je vyhr va j£ca aleb o prehr va j£ca. V ƒal¨om texte nech � ozna‡uje op er ciu

xor.

Tvrdenie 1. Ma jme p oz¡ciu ( a; b; c ), pri‡om a � b � c 6= 0. Potom existuje Ÿah tak˜, ‘e

p o jeho uskuto ‡nen¡ sa dostaneme do p oz¡cie ( � a;

�

b ; �c ) takej, ‘e �a �

�

b � �c = 0.

D“kaz. Zap¡¨me ‡¡sla a; b; c v dvo jkovej s£stave:

a =

1

X

i =0

a

i

2

i

; b =

1

X

i =0

b

i

2

i

; c =

1

X

i =0

c

i

2

i

; ( a

i

; b

i

; c

i

2 f 0 ; 1 g ) :
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Keƒ‘e ‡¡sla a; b; c s£ kone‡n‚, existuje ‡¡slo m tak‚, ‘e pre Œub ovoŒn‚ i > m je a

i

= b

i

=

= c

i

= 0.

Preto‘e ale a � b � c 6= 0, mus¡ existovaŸ index i tak˜, ‘e ‡¡slo a

i

+ b

i

+ c

i

je nep rne.

Nech k je na jv„‡¨¡ tak˜ index. Potom ‡¡slo a

k

+ b

k

+ c

k

je nep rne, a teda asp o¤ jedno z

‡¡sel a

k

; b

k

; c

k

je 1. Bez ujmy na v¨eob ecnosti, nech je to ‡¡slo a

k

. Pre Œub ovoŒn‚ i 2 N

0

ozna‡me �a

i

= ( b

i

+ c

i

) mo d 2. …alej p olo‘me

�a =

1

X

i =0

�a

i

2

i

:

Zrejme je �a = b � c , teda �a � b � c = 0. Preto‘e pre i > k je zrejme �a

i

= a

i

a ƒalej je

a

k

= 1 > 0 = �a

k

, je zrejme �a < a .

†ahom a � �a z kopy a teda dostaneme p oz¡ciu ( � a; b; c ), pri‡om �a � b � c = 0, ‡o b olo

treba dok zaŸ. 2

Tvrdenie 2. Nech mno‘ina M je de�novan  nasleduj£cim predpisom:

M = f ( a; b; c ) j a � b � c = 0 g :

Potom mno‘ina M je mno‘ina pr ve v¨etk˜ch prehr va j£cich p oz¡ci¡.

D“kaz. Tvrdenie dok ‘eme matematickou indukciou vzhŒadom na a + b + c . Poz¡cia

(0 ; 0 ; 0) je z de�n¡cie prehr va j£ca. Nech teraz pre v¨etky p oz¡cie ( a; b; c ), kde a + b + c � k

plat¡, ‘e ( a; b; c ) 2 M pr ve vtedy, keƒ ( a; b; c ) je prehr va j£ca p oz¡cia. Uk ‘eme, ‘e toto

tvrdenie p otom plat¡ a j pre k + 1.

Nech teda a + b + c = k + 1 a nech a � b � c = 0. Chceme uk zaŸ, ‘e t to p oz¡cia je

prehr va j£ca. Nech hr ‡ p otiahne do p oz¡cie ( � a ;

�

b; �c ). Zrejme �a �

�

b � �c 6= 0 (hr ‡ toti‘

zmenil bin rny z pis jedin‚ho ‡¡sla z ‡¡sel a; b; c a teda na miestach, kde sa tento z pis

zmenil sa zmen¡ a j xor s£‡et). Po dŒa induk‡n‚ho predp okladu je teda ( � a;

�

b; �c ) vyhr va j£ca

a teda ( a; b; c ) je prehr va j£ca.

Nech naopak a � b � c 6= 0. Potom p o dŒa tvrdenia 1 existuje Ÿah do prehr va j£cej

p oz¡cie a preto je t to p oz¡cia vyhr va j£ca. 2

Teraz u‘ Œahko zostro j¡me algoritmus s kon¨tantnou ‡asovou a pam„Ÿovou zlo‘itosŸou.

Ozna‡me x = b � c , y = a � c , z = a � b . Zrejme je x � b � c = a � y � c = a � b � z = 0,

teda ( x; b; c ) ; ( a; y ; c ) ; ( a; b; z ) 2 M .

Ak x < a , p otom mo‘no ŸahaŸ do p oz¡cie ( x; b; c ) a teda tento Ÿah mo‘no p ou‘iŸ ako

vyhr va j£ci pre prv‚ho hr ‡a. Po dobne ak x � a a y < b mo‘no p otiahnuŸ do (pre

druh‚ho hr ‡a) prehr va j£cej p oz¡cie ( a; y ; c ) a ak x � a , y � b a z < c , mo‘no p otiahnuŸ

do (pre druh‚ho hr ‡a) prehr va j£cej p oz¡cie ( a; b; z ).

Ak x � a , y � b a z � c , p otom z d“kazu tvrdenia 1 Œahko vid¡me, ‘e a � b � c = 0 a

teda sme v prehr va j£cej p oz¡cii.

Pozn mka. Z de�n¡cie vyhr va j£cej a prehr va j£cej p oz¡cie b olo priamo mo‘n‚ o dvo diŸ

exp onenci lny (v pr¡pade p ou‘itia rekurzie) aleb o dokonca a j p olynomi lny (p ou‘it¡m

dynamick‚ho programovania) algoritmus pre rie¨enie £lohy. V skuto ‡nosti b olo mo‘n‚

tak˜to algoritmus pre mal‚ ‡¡sla p ou‘iŸ na ob javenie faktu, ‘e prehr va j£ce p oz¡cie s£

tie, pre ktor‚ a � b � c = 0.
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P { I { 4

Norm lne Markovove algoritmy

—loha 1.

Aby b ol algoritmus nepr¡pustn˜ pre slovo P , sta‡¡, aby sa aplikovalo pravidlo, ktor‚

p onech  slovo v p “vo dnom stave. Ak sa v slove nach dza znak � , p otom je t˜mto slovom

reprezentovan˜ vektor a nie ‡¡slo. V tomto pr¡pade m  byŸ algoritmus nepr¡pustn˜, preto

sta‡¡ zisten˜ znak � p onechaŸ b ez zmeny. Ak sa v slove nach dza j£ dva znaky 1 za seb ou,

prep¡¨eme ich na jeden znak 1.

� ! �

11 ! 1

Ak b olo teda slovom reprezentovan‚ ‡¡slo, prep¡¨e sa zo dp oveda j£ca p ostupnosŸ zna-

kov 1 na jedin˜ znak 1 p omo cou druh‚ho pravidla. Potom u‘ nemo‘no aplikovaŸ ‘iadne

pravidlo, a preto algoritmus skon‡¡ s ho dnotou 0. Ak b ol slovom reprezentovan˜ vektor,

p ou‘ije sa prv‚ pravidlo, ktor‚ zanech  slovo v p “vo dnom stave, pre tak‚to slov  je teda

algoritmus nepr¡pustn˜.

—loha 2.

Algoritmus na jprv na za‡iatok slova zap¡¨e symb ol � (pravidlo 7). Potom p ostupne

pres£va tento symb ol na koniec slova, pri‡om v¨etky znaky z ab ecedy T zdvo j¡ a za

ka‘d£ dvo jicu prid  znak � (pravidlo 4). Potom sa p ostupne druh‚ znaky z tak˜chto

dvo j¡c pres£va j£ na koniec slova. Postupuje sa takto: prv˜ symb ol � v slove sa nahrad¡

symb olom 
 (pravidlo 5) a t to 
 sa sp olu so symb olom, ktor˜ je tesne pred ¤ou pres£va

a‘ na koniec slova { tesne pred symb ol � (pravidl  1 a 2). Tam symb ol 
 zanikne (pravidlo

3). Takto sa p ostupne presunie na koniec p osledn˜ znak z prvej dvo jice, druhej dvo jice,

: : : , a‘ z p oslednej dvo jice, tak‘e nakoniec s£ v¨etky v spr vnom p orad¡. Zost va iba

vymazaŸ symb ol � (koncov‚ pravidlo 6).

� 
 � ! � � 
 ( � ; � 2 T ) (1)

� 
 � ! � � 
 ( � 2 T ) (2)


 � ! � (3)

� � ! � � � � ( � 2 T ) (4)

� ! 
 (5)

� ! � � (6)

� ! � (7)

Pre lep¨ie p o chop enie si sk£ste o dsimulovaŸ ‡innosŸ algoritmu pre niektor‚ slov  a j

pre pr zdne slovo �, pre ktor‚ algoritmus mus¡ byŸ tie‘ pr¡pustn˜.

Pri zostavovan¡ sch‚my je nutn‚ dbaŸ na to, aby obsahovala pravidl  v spr vnom

p orad¡.
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P { I I { 1

Pri ¨ifrovan¡ Œub ovoŒn‚ho textu p omo cou ¨ifrovacej mrie‘ky sa iba men¡ p oradie jednot-

liv˜ch p¡smen v texte. Pre dan£ mrie‘ku rozmerov 2 N � 2 N a pre i 2 f 1 ; 2 ; : : : ; (2 N )

2

g

ozna‡me f ( i ) ‡¡slo p oz¡cie, na ktor£ sa dostane i -ty znak vstupn‚ho textu p o za¨ifrovan¡.

Napr¡klad pre mrie‘ku uveden£ v zadan¡ sa text abcd za¨ifruje na dacb , a teda f (1) = 2

(leb o prv‚ p¡smeno { a sa dostalo na druh‚ miesto), f (2) = 4, f (3) = 3 a f (4) = 1.

Zobrazenie f je vlastne permut ciou prvkov f 1 ; 2 ; : : : ; (2 N )

2

g .

…alej ozna‡me f

j

( i ) ‡¡slo p oz¡cie, na ktor£ sa dostane i -ty znak vstupn‚ho textu p o

j -n sobnom za¨ifrovan¡. V na¨om pr¡klade p o dvo ch za¨ifrovaniach dost vame text bdca ,

teda napr¡klad f

2

(1) = 4. Zobrazenie f

j

m“‘eme de�novaŸ a j rekurz¡vne: f

0

( i ) = i a

f

j +1

( i ) = f ( f

j

( i )).

Je zrejm‚, ‘e ak n  jdeme j tak‚, ‘e f

j

( i ) = i pre ka‘d‚ i = 1 ; 2 ; : : : ; (2 N )

2

, p o

j -n sobnom za¨ifrovan¡ danou mrie‘kou v‘dy dostaneme p “vo dn˜ text. D“le‘it‚ je si

uvedomiŸ, ‘e ak naopak existuje i tak‚, ‘e f

j

( i ) 6= i , tak existuje neza¨ifrovan˜ text,

ktor˜ sa p o j -n sobnom za¨ifrovan¡ zmen¡ { sta‡¡ zvoliŸ nejak˜ text, v ktorom s£ na

p oz¡ci ch i a f ( i ) r“zne p¡smen . Z uvedenej £vahy vypl˜va, ‘e hŒadan‚ ‡¡slo k bude

na jmen¨ie tak‚ kladn‚ ‡¡slo, ‘e pre v¨etky i plat¡ f

k

( i ) = i . Toto ‡¡slo naz˜vame r dom

permut cie f .

Po ƒme teraz sk£maŸ, ako mo‘no zistiŸ r d p ermut cie. ZvoŒme si nejak‚ i a p ozo-

rujme, na ktor‚ p ol¡‡ka sa dostane i -ty znak p “vo dn‚ho textu, keƒ ho budeme znovu

a znovu ¨ifrovaŸ danou mrie‘kou, t.j. sk£ma jme p ostupnosŸ f

0

( i ) ; f

1

( i ) ; f

2

( i ) ; f

3

( i ) ; : : :

NakoŒko v¨etky ho dnoty v tejto p ostupnosti s£ z rozsahu f 1 ; 2 ; : : : ; (2 N )

2

g , musia exis-

tovaŸ ‡¡sla a; b tak‚, ‘e f

a

( i ) = f

b

( i ). ZvoŒme a a b s touto vlastnosŸou tak, aby b b olo

na jmen¨ie mo‘n‚.

Sp orom dok ‘eme, ‘e a = 0. V opa‡nom pr¡pade by toti‘ platilo, ‘e f ( f

a � 1

( i )) =

= f ( f

b � 1

( i )). S£‡asne ale f

a � 1

( i ) 6= f

b � 1

( i ) (leb o b je na jmen¨ie tak‚, ‘e f

a

( i ) 6= f

b

( i )).

Zobrazenie f by teda pre dva r“zne vstupy ( f

a � 1

( i ) a f

b � 1

( i )) nadob£dalo rovnak£ ho d-

notu, ‡o nem“‘e nastaŸ (dve r“zne p¡smen  sa nezap¡¨u do toho ist‚ho p ol¡‡ka).

Dok zali sme teda, ‘e a = 0. €o to ale znamen ? i -te p¡smeno sa pri ƒal¨om a ƒal¨om

opakovan¡ ¨ifrovania na jprv dostane na navz  jom r“zne p oz¡cie f

1

( i ) ; : : : ; f

b � 1

( i ) a p o b

opakovaniach sa vr ti sp„Ÿ na p oz¡ciu i . Cel˜ tento cyklus d•‘ky b sa bude st le opakovaŸ,

t.j. p¡smeno i sa bude nach dzaŸ na mieste i p o 0 ; b; 2 b; 3 b; : : : opakovaniach ¨ifrovania.

Vezmime teraz niektor£ in£ p oz¡ciu z cyklu { l = f

j

( i ). Vid¡me, ‘e f

u

( l ) = f

u

( f

j

( i )) =

= f

u + j

( i ), teda l bude prech dzaŸ cez tie ist‚ p oz¡cie ako i , iba‘e v inom p orad¡. œahko

sa tie‘ over¡, ‘e l -t˜ znak sa dostane na svo je miesto pr ve vtedy, keƒ je p o ‡et opakovan¡

n sobkom ‡¡sla b . Mno‘ina p oz¡ci¡ f 1 ; : : : ; (2 N )

2

g sa n m teda rozpad  na disjunktn‚

cykly, pri‡om prvky nach dza j£ce sa v jednom cykle si pri ka‘dom opakovan¡ ¨ifrovania

navz  jom cyklicky p os£va j£ p oz¡cie.

Predstavme si, ‘e pre ka‘d‚ i p ozn me ho dnotu b

i

, ktor  ur‡uje, p o koŒk˜ch opakova-

niach ¨ifrovania sa i znovu dostane na svo je miesto. Plat¡, ‘e f

j

( i ) = i pr ve vtedy, keƒ j

je n sobkom ‡¡sla b

i

. My hŒad me na jmen¨ie k tak‚, ‘e pre v¨etky i bude platiŸ f

k

( i ) = i ,

hŒadan‚ ‡¡slo k bude teda na jmen¨¡m sp olo ‡n˜m n sobkom ‡¡sel b

i

pre i 2 f 1 ; : : : ; (2 N )

2

g .

Keƒ‘e pre prvky, ktor‚ s£ v jednom cykle, je ho dnota b

i

rovnak , sta‡¡ do na jmen¨ieho
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sp olo ‡n‚ho n sobku zahrn£Ÿ p o jednom b

i

z ka‘d‚ho cyklu.

Algoritmus teda pracuje nasledovn˜m sp “sob om: Na jprv sa simul ciou ¨ifrovacieho

pro cesu zistia ho dnoty f ( i ) (v programe s£ ulo‘en‚ v p oli perm ). Toto je mo‘n‚ spraviŸ

v ‡ase O ( N

2

). Potom pre jedno i z ka‘d‚ho cyklu ur‡¡me ho dnotu b

i

(v programe pre-

menn  dlzka ) a z t˜chto ho dn“t priamo p o ‡¡tame na jmen¨¡ sp olo ‡n˜ n sob ok. Na jmen¨¡

sp olo ‡n˜ n sob ok dvo ch ‡¡sel zisŸujeme p omo cou Euklidovho algoritmu v ‡ase O (log k ).

Keƒ‘e sa t to pro ced£ra zavol  na jviac (2 N )

2

kr t, celkov  zlo‘itosŸ v˜p o ‡tu na jmen¨ieho

sp olo ‡n‚ho n sobku je O ( N

2

log k ).

Zost va p op¡saŸ, ako zistiŸ ho dnoty b

i

pre jednotliv‚ i . Jedno ducho prech dzame p o

prvko ch cyklu i; f ( i ) ; f

2

( i ) ; : : : , a‘ k˜m nen  jdeme f

j

( i ) = i . Potom m me j = b

i

. Pritom

si zna‡¡me do p oŒa, cez ktor‚ prvky sme v cykle pre¨li. Ho dnotu b

i

p o ‡¡tame iba pre tak‚

i , pre ktor‚ e¨te nem me p ozna‡en‚, ‘e je ich cyklus u‘ spracovan˜. Takto dosiahneme,

‘e pri v˜p o ‡te v¨etk˜ch p otrebn˜ch ho dn“t b

i

prech dzame cez ka‘d˜ cyklus pr ve raz

| keƒ nesk“r pr¡deme k in‚mu prvku u‘ prejden‚ho cyklu, neprech dzame cyklus znovu.

Keƒ‘e ka‘d˜ prvok le‘¡ pr ve v jednom cykle, s£‡et d•‘ok cyklov je O ( N

2

), a teda ‡asov 

zlo‘itosŸ tejto ‡asti programu je O ( N

2

).

Celkov  zlo‘itosŸ je teda O ( N

2

log k ), kde N je rozmer mrie‘ky a k je r d p ermut cie.

P { I I { 2

Na jprv tro chu terminol¢gie: neza¨ifrovan˜ text budeme naz˜vaŸ spr vou (sklada j£cou s

zo znakov ) a za¨ifrovan˜ text budeme naz˜vaŸ kryptogramom (zlo‘en˜m zo symbolov ).

Zadan˜ kryptogram d•‘ky m m“‘eme rozlo‘iŸ na n st•pcov p o d =

m

n

symb olo ch, j -t˜

symb ol v i -tom st•p ci ozna‡¡me t

ij

. PostupnosŸ symb olov t

ij

pre p evn‚ j nazveme j -tym

riadkom kryptogramu. Z hlavie K ovplyv¤uje iba p oradie, v akom sa st•p ce zapisuj£,

tak‘e pre v¨etky z hlavia sa riadky sklada j£ z t˜ch ist˜ch symb olov, iba v inom p orad¡,

ktor‚ p op¡¨eme p ermut ciou k ( k ( i ) = j pr ve vtedy, keƒ st•p ec prijat˜ ako j -t˜ v p o-

rad¡ m  byŸ zap¡san˜ do tabuŒky ako i -ty). …alej nech d ( x; y ) je znak, ktor˜ vznikne

dek¢ dovan¡m dvo jice p o seb e id£cich symb olov x; y .

Ak prirad¡me ka‘dej dvo jici znakov a; b v hu w ( a; b ) tak, ‘e v¨etky dvo jice sp o-

luhl ska{samohl ska a samohl ska{sp oluhl ska dostan£ v hu 1, dvo jice sp oluhl ska{

sp oluhl ska a samohl ska{samohl ska v hu � 3 a ostatn‚ dvo jice v hu 0, p otom p oten-

ci lne zmyslupln‚ bud£ pr ve tie kŒ£‡e, p omo cou ktor˜ch vznikn£ spr vy, v ktor˜ch je

celkov  v ha v¨etk˜ch dvo j¡c susedn˜ch znakov nez p orn . In˜mi slovami, pre dek¢ do-

van£ spr vu a

1

: : : a

m= 2

mus¡ platiŸ

W =

m= 2 � 1

X

i =1

w ( a

i

; a

i +1

) � 0 :

Uva‘ujme na jprv jedno duch¨¡ pr¡pad, keƒ je n p rne. Teda ka‘d˜ riadok kryptogramu

p o sp„tnom preusp oriadan¡ p o dŒa z hlavia zo dp oved  cel‚mu p o ‡tu znakov, tak‘e vyjde

W =

d

X

j =1

X

1 � i � n � 3

i mo d 2=1

w

�

d ( t

k

i

j

; t

k

i +1

;j

) ; d ( t

k

i +2

;j

; t

k

i +3

;j

)

�

| {z }

"

vn£torn‚\ dvo jice

+

d � 1

X

j =1

w

�

d ( t

k

n � 1

;j

; t

k

n

;j

) ; d ( t

k

1

;j +1

; t

k

2

;j +1

)

�

| {z }

dvo jice na hranici riadkov

:
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My si v¨ak m“‘eme predp o ‡¡taŸ ho dnoty v h pre v¨etky dvo jice znakov vzniknut‚ z ka‘dej

¨tvorice st•p cov a analogicky ho dnoty pre

"

p osunut‚\ dvo jice na rozhran¡ riadkov:

C

ij k l

=

d

X

z =1

w ( d ( t

iz

; t

j z

) ; d ( t

k z

; t

l z

)) ; C

�

ij k l

=

d � 1

X

z =1

w ( d ( t

iz

; t

j z

) ; d ( t

k ;z +1

; t

l ;z +1

))

(to zvl dneme v ‡ase O ( n

4

� d )) a z t˜chto ho dn“t p otom jedno ducho v ‡ase O ( n ) z¡skame

W :

W = C

�

k

n � 1

;k

n

;k

1

;k

2

+

X

1 � i � n � 3

i mo d 2=1

C

k

i

;k

i +1

;k

i +2

;k

i +3

:

Pre nep rne n sa navy¨e mus¡me vedieŸ vyrovnaŸ s t˜m, ‘e rozhranie medzi nep rnymi

a p rnymi riadkami kryptogramu nerozdel¡ dvo jicu znakov, ale dokonca znak (dvo jicu

symb olov), zatiaŒ ‡o ostatn‚ rozhrania s£ v p olovici dvo jice znakov (¨tvorice symb olov).

Preto mus¡me spracov vaŸ zvl ¨Ÿ p rne a nep rne riadky a dva r“zne typy precho dov cez

okra j. Predp o ‡¡tame si preto v¨eob ecnej¨ie ho dnoty C

pq

ij k l

zo dp oveda j£ce celkovej v he

dvo j¡c vzniknut˜ch zo ¨tvorice st•p cov i; j; k ; l na p rnych ( p = 0) resp. nep rnych ( p =

= 1) riadko ch s p osunut¡m cez okra j dan˜m p o ‡tom symb olov q presahuj£cim do ƒal¨ieho

riadku ( q = 0 pre vn£torn‚ dvo jice, q = 2 o dp oved  C

�

pre p rne n , q = 1 a q = 3 s£

precho dy s rozdelen˜mi znakmi pre nep rne n ). Tieto ho dnoty sp o ‡¡tame takisto v ‡ase

O ( n

4

� d ) p o dŒa vzŸahu

C

pq

ij k l

=

X

1 � z � d

z mo d 2= p

w ( d ( T

0 q

iz

; T

1 q

j z

) ; d ( T

2 q

k z

; T

3 q

l z

)) ; kde T

aq

ij

=

�

t

ij

pre a < 4 � q

t

i;j +1

pre a � 4 � q

Z t˜chto ho dn“t v ‡ase O ( n ) vyp o ‡¡tame W pre Œub ovoŒn‚ z hlavie K , a to ako pre

p rne, tak a j pre nep rne n .

V˜sledn  ‡asov  zlo‘itosŸ algoritmu teda je O ( n

4

d + k n ) = O ( n

3

m + k n ), pam„Ÿov 

O ( n

4

+ m ).

Program pracuje presne p o dŒa tohoto algoritmu, iba si do tabuŒky dopln¡ za p osledn˜

riadok e¨te jeden riadok zaplnen˜ neplatn˜mi znakmi, aby sa vyhol o¨etrovaniu presahov

z p osledn‚ho riadku.

P { I I { 3

Vyhr va j£ca strat‚gia pre hr ‡a na Ÿahu existuje pr ve pre tie p oz¡cie ( a; b ), pre ktor‚

a mo d 5 6= b mo d 5. Dok ‘eme, ‘e hr ‡, ktor˜ je na Ÿahu v takejto p oz¡cii, v‘dy m“‘e

ŸahaŸ tak, aby dostal s£p era do p oz¡cie ( a

0

; b

0

), v ktorej a

0

mo d 5 = b

0

mo d 5 a naopak

ka‘d˜m Ÿahom z p oz¡cie, v ktorej a mo d 5 = b mo d 5 sa dost vame do p oz¡cie ( a

0

; b

0

), v

ktorej a

0

mo d 5 6= b

0

mo d 5. Ka‘d˜m Ÿahom ubudn£ na stole nejak‚ z palky. Takto sa

hra p o kone‡nom p o ‡te Ÿahov dostane do p oz¡cie (0 ; 0). V tejto p oz¡cii plat¡, ‘e a mo d

mo d 5 = b mo d 5, ‡o znamen , ‘e v tejto p oz¡cii bude hr ‡ i , ktor˜ t˜m p dom prehr va.

Zost va dok zaŸ dve tvrdenia, ktor‚ sme vyu‘¡vali.

Tvrdenie 1. Ma jme p oz¡ciu ( a; b ), pri‡om a mo d 5 6= b mo d 5. Potom existuje Ÿah

tak˜, ‘e p o jeho uskuto ‡nen¡ sa dostaneme do p oz¡cie ( a

0

; b

0

) pre ktor£ plat¡, ‘e a

0

mo d

mo d 5 = b

0

mo d 5.
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D“kaz. Bez ujmy na v¨eob ecnosti predp oklada jme, ‘e a > b a ozna‡me k = ( a �

� b ) mo d 5. Plat¡, ‘e k 2 f 1 ; 2 ; 3 ; 4 g , t.j. k je p ovolen˜ Ÿah. Takisto plat¡, ‘e k � a a teda

z kopy a m“‘eme p otiahnuŸ k z paliek, ‡¡m sa dostaneme do situ cie ( a

0

; b

0

) = ( a � k ; b ),

pre ktor£ plat¡, ‘e a

0

mo d 5 = b

0

mo d 5. 2

Tvrdenie 2. Ma jme p oz¡ciu ( a; b ), pri‡om a mo d 5 = b mo d 5. Potom ka‘d˜m Ÿahom

sa dostaneme do p oz¡cie ( a

0

; b

0

), pre ktor£ plat¡, ‘e a

0

mo d 5 6= b

0

mo d 5.

D“kaz. Tvrdenie dok ‘eme sp orom: predp oklada jme, ‘e a mo d 5 = b mo d 5 a ‘e

existuje Ÿah do p oz¡cie ( a

0

; b

0

), pre ktor£ plat¡, ‘e a

0

mo d 5 = b

0

mo d 5. Jedna z k“p ok a a

b sa nezmen¡, tak‘e na k“pke, z ktorej o dob er me z palky, mus¡ zostaŸ zvy¨ok p o delen¡

5 nezmenen˜. To ale znamen , ‘e o dob eran˜ p o ‡et z paliek mus¡ byŸ deliteŒn˜ piatimi.

’iadne z ‡¡sel 2

k

, 3

k

pre k priro dzen‚ v¨ak nie je n sobkom 5. Zvy¨ok p o delen¡ piatimi

sa teda p o Ÿahu musel zmeniŸ, ‡o je sp or s predp okladom. 2

Na z klade dok zan˜ch tvrden¡ teraz Œahko zostro j¡me algoritmus s kon¨tantnou ‡a-

sovou a pam„Ÿovou zlo‘itosŸou { sta‡¡ overiŸ, ‡i a mo d 5 = b mo d 5.

P { I I { 4

Algoritmus celo ‡¡seln‚ho delenia dvo ch cel˜ch nez p orn˜ch ‡¡sel zap¡san˜ch v un rnej

s£stave je zalo‘en˜ na p ostupnom o d‡¡tan¡ deliteŒa o d delenca. Na jprv skontrolujeme,

‡i zadan‚ vstupn‚ d ta (dvo jica ‡¡sel) nepredstavuj£ delenie nulou | v takom pr¡pade

nebude algoritmus pre tieto d ta pr¡pustn˜ a umelo do cielime zacyklenie v˜p o ‡tu. V

opa‡nom pr¡pade o dob erieme zo z pisu ka‘d‚ho z ‡¡sel jeden znak 1, aby p o ‡et jedni‡iek

v z pise ‡¡sla zo dp ovedal ho dnote tohoto ‡¡sla. Nasleduje vlastn‚ o d‡¡tanie: z delenca

p ostupne o dob erieme toŒko znakov 1, koŒko sa ich nach dza v deliteli, p otom (p okiaŒ sa

n m to p o dar¡) si do v˜sledku prip¡¨eme jednu ‡iarku. To opakujeme tak dlho, k˜m

sa cel˜ delenec nezru¨¡. Potom u‘ sta‡¡ iba zmazaŸ deliteŒa a p o ‡et ‡iarok zap¡san˜ch

do v˜sledku ur‡uje ho dnotu hŒadan‚ho celo ‡¡seln‚ho p o dielu. Nakoniec prep¡¨eme za-

znamenan‚ ‡iarky na znaky 1 a prip o j¡me e¨te jeden znak 1, aby b ol z pis v˜sledku v

p o‘adovanom tvare v un rnej ‡¡selnej s£stave.

Pop¡san˜ p ostup realizuje nasleduj£ca sch‚ma Markovovho algoritmu. Sch‚ma p ou-

‘¡va p omo cn‚ symb oly z ab ecedy f a; b; c; d; e; f ; g g .

1:11 ! b 1 (1)

: ! : (2)

1 b 1 ! bc (3)

c 1 ! 1 c (4)
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bc ! dca (5)

ec ! ca (6)

e ! f a (7)

cf ! f 1 (8)

df ! b (9)

b 1 ! g (10)

g 1 ! g (11)

g c ! g (12)

g a ! 1 g (13)

g ! 1 (14)

Pravidlom (1) sa zisŸuje, ‡i sa nejedn  o delenie nulou. PokiaŒ nie, vykon  sa z rove¤

o dstr nenie

"

nadbyto ‡n˜ch\ znakov 1 z delenca i deliteŒa a o ddeŒovacia dvo jb o dka sa

zmen¡ na znak b (aby sa toto pravidlo nemohlo pri v˜p o ‡te uplatniŸ viackr t). Ak vstupn‚

d ta predstavovali delenie nulou, pravidlo (1) sa neuplatn¡ a v˜p o ‡et prejde na pravidlo

(2), ktor‚ zaist¡ zacyklenie v˜p o ‡tu pre takto nepr¡pustn‚ d ta.

Pravidl  (3) a (4) zaisŸuj£ jedno o d‡¡tanie deliteŒa o d delenca. Pomo cou pravidla (3)

sa p ostupne z delenca o dstra¤uj£ jednotliv‚ znaky 1 a za ka‘d˜ z nich je jeden znak 1

z deliteŒa do ‡asne prezna‡en˜ na symb ol c (ako pr¡znak, ‘e u‘ b ol p ou‘it˜). S£b e‘ne

s t˜m je p omo cou pravidla (4) zaisten‚ pres£vanie 1 pred c v r mci deliteŒa. Postupne

vykon van‚ o d‡¡tanie skon‡¡ buƒ t˜m, ‘e sa min£ jedni‡ky v deliteli aleb o t˜m, ‘e sa

min£ jedni‡ky v delenci (pr¡padne v ob o ch z rove¤).

Ak sa p o darilo o d‡¡taŸ o d delenca cel‚ho deliteŒa, uplatn¡ sa pravidlo (5) a n sledne

sa zrealizuje cel˜ blok v˜p o ‡tu p omo cou pravidiel (5){(9). Ten sl£‘i na prip¡sanie jed-

ni‡ky do v˜sledn‚ho p o dielu. Po diel je vytv ran˜ v spracov vanom slove na konci, b ez-

prostredne nasleduje za deliteŒom. Aby sa Œahko o dl¡¨il, je zatiaŒ vytv ran˜ p omo cou

symb olov a . V pravidle (5) je o ddeŒovac¡ znak b do ‡asne zmenen˜ na d (aby sa toto pra-

vidlo neuplatnilo opakovane) a z rove¤ je

"

vyslan˜\ symb ol e , aby p omo cou pravidla (6)

pre¨iel na koniec deliteŒa. Tam pravidlo (7) prip¡¨e do v˜sledku jeden symb ol a , z rove¤

pritom zmen¡ e na f . Symb ol f p ostupuje p omo cou pravidla (8) sp„Ÿ doŒava a cestou

prezna‡uje znaky c v deliteli op„Ÿ na 1, aby b ol deliteŒ pripraven˜ na ƒal¨ie kolo o d‡¡tania.

Po precho de cel˜m deliteŒom je f zru¨en˜ a pritom sa o ddeŒova‡ d zmen¡ sp„Ÿ na b . Slovo

je tak pripraven‚ na ƒal¨ie o d‡¡tanie p omo cou pravidla (3).

Ak sme pri o d‡¡tan¡ neo d‡¡tali cel‚ho deliteŒa a v delenci u‘ nie s£ jedni‡ky, pro ces

o d‡¡tania predstavovan˜ pravidlami (3){(4) sa zastav¡ a pravidlo (5) sa neuplatn¡. V˜-

p o ‡et teda prejde na

"

ukon‡ovac¡\ blok (10){(14). V ¤om je na jprv o ddeŒovac¡ symb ol

b , ktor˜ sa teraz nach dza na za‡iatku slova, zmenen˜ na g . Ten p otom p ostupne zma‘e

cel‚ho deliteŒa, ktor˜ m“‘e byŸ v danej chv¡li tvoren˜ s‡asti symb olmi 1 a s‡asti symb olmi

c (11){(12). …alej p omo cou pravidla (13) premen¡me znaky a vo v˜slednom p o diele na 1

a nakoniec p omo cou pravidla (14) prip¡¨eme do p o dielu e¨te jednu jedni‡ku a g zru¨¡me.
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P { I I I { 1

T£to £lohu pretransformujeme na jedno duch£ £lohu z te¢rie grafov. Vytvor¡me graf

G , ktor‚ho vrcholy bud£ ‡¡sla 1 ; 2 ; : : : 4 N

2

a medzi vrcholmi i a j p ovedie hrana, ak sa

p¡smeno, ktor‚ b olo v p “vo dnom texte na p oz¡cii i , premiestni p o za¨ifrovan¡ jednou aleb o

druhou mrie‘kou na p oz¡ciu j , aleb o naopak, ak sa p¡smeno z p “vo dnej p oz¡cie j m“‘e

dostaŸ za¨ifrovan¡m p omo cou niektorej z mrie‘ok na p oz¡ciu i .

Ozna‡me teraz P p o ‡et komp onentov s£vislosti grafu G . Dok ‘eme, ‘e p o ‡et textov,

ktor‚ sa p o za¨ifrovan¡ ob oma mrie‘kami nezmenia, je K

P

( K je p o ‡et znakov ab ecedy).

Ma jme Œub ovoŒn˜ text t , ktor˜ sa p o za¨ifrovan¡ jednou a j druhou mrie‘kou nezmen¡.

Ozna‡me t

i

znak, ktor˜ je v texte t na i -tej p oz¡cii. Na jprv si uvedomme, ‘e ak s£ vrcholy

i a j v grafe G sp o jen‚ hranou, tak t

i

= t

j

. To vypl˜va z kon¨trukcie grafu G { ak p¡smeno

t

i

prejde p o za¨ifrovan¡ jednou aleb o druhou mrie‘kou na p oz¡ciu j , tak mus¡ byŸ rovnak‚,

ako p¡smeno, ktor‚ b olo na p oz¡cii j v texte t (inak by sa text zmenil). Po dobne mo‘no

p ostup ovaŸ pre pr¡pad, ‘e naopak t

j

sa ¨ifrovan¡m dostane na p oz¡ciu i .

Roz¨¡ren¡m tejto £vahy mo‘no o dvo diŸ, ‘e pre Œub ovoŒn‚ dva vrcholy i a j nach dza-

j£ce sa v jednom komp onente s£vislosti plat¡, ‘e t

i

= t

j

. Ak s£ toti‘ i a j v tom istom

komp onente, sp  ja ich nejak  cesta. Ka‘d‚ dva p o seb e id£ce vrcholy na tejto ceste s£

sp o jen‚ hranou a teda na im zo dp oveda j£cich p oz¡ci ch v t musia byŸ rovnak‚ znaky.

Vyu‘it¡m tranzit¡vnosti rovnosti (ak t

a

= t

b

a t

b

= t

c

, tak t

a

= t

c

) dostaneme z t˜chto

rovnost¡ a j rovnosŸ pre koncov‚ vrcholy cesty ( t

i

= t

j

).

Dok zali sme, ‘e ak sa t nezmen¡ za¨ifrovan¡m p omo cou ani jednej z mrie‘ok, tak na

v¨etk˜ch p oz¡ci ch z jedn‚ho komp onentu s£vislosti s£ rovnak‚ p¡smen . Teraz dok ‘eme,

‘e ak naopak na v¨etk˜ch p oz¡ci ch z jedn‚ho komp onentu s£vislosti s£ rovnak‚ p¡smen ,

tak text t bude maŸ p o za¨ifrovan¡ jednou a j druhou mrie‘kou na p oz¡ci ch z tohto

komp onentu p “vo dn‚ ho dnoty. Ma jme teda vrchol i z n ¨ho komp onentu. Na p oz¡ciu i

v¨ak p o za¨ifrovan¡ Œub ovoŒnou z mrie‘ok v‘dy prejd£ iba znaky z p oz¡ci¡ sp o jen˜ch s i

hranou a tie s£ v tom istom komp onente a ma j£ teda t£ ist£ ho dnotu.

Vid¡me, ‘e t sa nezmen¡ za¨ifrovan¡m pr ve vtedy, keƒ s£ v ka‘dom komp onente na

v¨etk˜ch p oz¡ci ch rovnak‚ znaky. Ka‘d˜ z komp onentov m“‘e maŸ priraden˜ jeden

z K znakov, pri‡om znaky m“‘eme komp onentom priraƒovaŸ nez visle, celkov˜ p o ‡et

mo‘nost¡ je teda K

P

.

Algoritmus je teda jedno duch˜. Na z klade mrie‘ky (simul ciou ¨ifrovania) zostav¡me

graf G a p omo cou prehŒad vania do ¨¡rky aleb o do h•bky zist¡me p o ‡et jeho komp onentov

P . Potom sta‡¡ umo cniŸ K na P . Graf G m  4 N

2

vrcholov, pri‡om ka‘d˜ vrchol m  stu-

p e¤ na jviac 4. Celkov˜ p o ‡et hr n je teda na jviac 8 N

2

. €asov  zlo‘itosŸ prehŒad van¡m

grafu a a j celkov  zlo‘itosŸ algoritmu je teda O ( N

2

). Pam„Ÿov  zlo‘itosŸ je tie‘ O ( N

2

).
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P { I I I { 2

Poz¡ciu hry, keƒ na prvej k“pke ost va x a na druhej k“pke y z paliek, ozna‡¡me ( x; y ).

Hra sa teda za‡¡na na p oz¡cii ( a; b ) a kon‡¡ v okamihu, keƒ sa prv˜k t dostane do stavu

( x; y ) pre nejak‚ x; y tak‚, ‘e x < p a y < p .

†ahom rozumieme dvo jicu ‡¡sel ( t; u ) z mno‘iny M = f ( p; 0) ; ( q ; 0) ; (0 ; p ) ; (0 ; q ) g . Ak

v p oz¡cii ( x; y ) vykon me Ÿah ( t; u ), hra prejde do p oz¡cie ( x � t; y � u ). V p oz¡cii ( x; y )

je pr¡pustn‚ previesŸ Ÿah ( t; u ) pr ve vtedy, keƒ je t � x a u � y .

Poz¡ciu ( x; y ) budeme volaŸ vyhr va j£cou, ak v nej existuje vyhr va j£ca hern  stra-

t‚gia pre hr ‡a, ktor˜ je pr ve na Ÿahu. V opa‡nom pr¡pade ozna‡ujeme p oz¡ciu ako

prehr va j£cu.

Vo vyhr va j£cej p oz¡cii mus¡ existovaŸ asp o¤ jeden pr¡pustn˜ Ÿah, ktor˜ hru prevedie

do prehr va j£cej p oz¡cie (tento Ÿah je p otom s£‡asŸou vyhr va j£cej strat‚gie). Naopak,

Œub ovoŒn˜ Ÿah pr¡pustn˜ v prehr va j£cej p oz¡cii mus¡ viesŸ do nejakej vyhr va j£cej p oz¡cie

(nech Ÿah  s£p er akokoŒvek, op„Ÿ budeme maŸ k disp oz¡cii Ÿah ved£ci k v˜hre). Na jprv

dok ‘eme nasleduj£cu vetu:

Veta 1 Poz¡cia ( x; y ) je vyhr vaj£ca pr ve vtedy, keƒ je vyhr vaj£ca poz¡cia ( x

1

; y

1

) , kde

x

1

a y

1

s£ zvy¨ky po delen¡ ‡¡sel x; y ‡¡slom p + q .

D“kaz: D“kaz urob¡me matematickou indukciou p o dŒa ho dnoty x + y .

1. Pre x + y < p + q tvrdenie zrejme plat¡ ( x

1

= x , y

1

= y ).

2. Nech tvrdenie plat¡ pre v¨etky x , y tak‚, ‘e x + y < s , kde s � p + q . Nech x; y s£

Œub ovoŒn‚ ‡¡sla tak‚, ‘e x + y = s .

(a) Ak je p oz¡cia ( x

1

; y

1

) vyhr va j£ca, p otom nutne existuj£ ( t; u ) 2 M tak‚, ‘e

p oz¡cia ( x

1

� t; y

1

� u ) je prehr va j£ca ( x

1

� t � 0 ; y

1

� u � 0). Keƒ‘e ( x �

� t ) + ( y � u ) < s , p o dŒa induk‡n‚ho predp okladu je p oz¡cia ( x � t; y � u )

prehr va j£ca a teda p oz¡cia ( x; y ) je vyhr va j£ca, leb o prv˜ hr ‡ m“‘e o d ‡¡sla

x o d‡¡taŸ ‡¡slo t a o d ‡¡sla y ‡¡slo u .

(b) Ak je p oz¡cia ( x

1

; y

1

) prehr va j£ca, p otom sp orom predp oklada jme, ‘e p oz¡cia

( x; y ) je vyhr va j£ca. Potom hr ‡, ktor˜ je na Ÿahu, m“‘e svo j¡m Ÿahom

prejsŸ k prehr va j£cej p oz¡cii. Bez ujmy na v¨eob ecnosti predp oklada jme, ‘e

vyhr va j£cim Ÿahom je o dp o ‡¡tanie ‡¡sla p o d ‡¡sla x (ƒal¨ie 3 mo‘nosti sa

da j£ vyrie¨iŸ analogicky). Potom p oz¡cia ( x � p; y ) je prehr va j£ca. Ak x

2

je

zvy¨ok p o delen¡ ‡¡sla x � p ‡¡slom p + q , p o dŒa induk‡n‚ho predp okladu je

p oz¡cia ( x

2

; y

1

) prehr va j£ca. Ak x

1

� p , je ( x

2

; y

1

) = ( x

1

� p; y

1

), ak je x

1

< p ,

p otom ( x

2

; y

1

) = ( x

1

+ q ; y

1

). V ob o ch pr¡pado ch dost vame sp or, leb o zrejme

nem“‘u byŸ s£‡asne prehr va j£ce p oz¡cie ( x

1

; y

1

) a ( x

1

� p; y

1

) ani ( x

1

; y

1

) a

( x

1

+ q ; y

1

).

2

…alej budeme analyzovaŸ p oz¡cie ( x; y ) v pr¡pade, ‘e x < p + q a y < p + q . Na jprv

sp o ‡¡tame paritu p o ‡tu Ÿahov zost va j£cich do konca hry v p oz¡cii ( x; 0), kde 0 � x <

< p + q :
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1. Ak je x < q , hr ‡i m“‘u iba o d‡¡tavaŸ ho dnotu p a teda preved£ pr ve b x=p c Ÿahov.

2. Ak je x � q , hr ‡i m“‘u buƒ previesŸ pr ve jeden Ÿah (v pr¡pade, ‘e o dp o ‡¡ta j£

‡¡slo q ), aleb o preved£ pr ve b x=p c Ÿahov (v pr¡pade, ‘e v prvom Ÿahu o dp o ‡¡ta j£

‡¡slo p , v ƒal¨¡ch Ÿaho ch u‘ m“‘u o dp o ‡¡tavaŸ iba ‡¡slo p , q u‘ o dp o ‡¡taŸ nem“‘u).

Teda plat¡:

A) Ak je b x=p c nep rne, m  hra v‘dy nep rny p o ‡et Ÿahov.

B) Ak je b x=p c p rne a x < q , hra m  v‘dy p rny p o ‡et Ÿahov.

C) Ak je b x=p c p rne a x � q , hra m“‘e maŸ p rny aleb o nep rny p o ‡et Ÿahov,

rozho duje o tom prv˜ Ÿah.

Teraz uva‘ujme o v¨eob ecnej p o ‡iato ‡nej p oz¡cii ( a; b ). Keƒ‘e za‡¡na j£ci hr ‡ vyhr va

pr ve vtedy, keƒ je celkov˜ p o ‡et Ÿahov nep rny, Œahko uk ‘eme, ‘e plat¡ nasleduj£ce

tvrdenie.

Veta 2 Poz¡cia ( a; b ) je pre a < p + q , b < p + q prehr vaj£ca pr ve vtedy, keƒ nastane

pr ve jedna z dvoch mo‘nost¡:

1. b a=p c , b b=p c s£ obe nep rne

2. b a=p c , b b=p c s£ obe p rne a b a=q c + b b=q c je p rne.

D“kaz: Rozob erieme 9 mo‘nost¡ p o dŒa toho, ak£ z p o dmienok A, B, C ‡¡sla a; b sp•¤a j£.

Ak ‘iadne z ‡¡sel a; b nesp•¤a p o dmienku C, v˜sledok nez le‘¡ na hre hr ‡ov a zrejme

p rny p o ‡et Ÿahov nastane pr ve vtedy, keƒ buƒ ob e sp•¤a j£ A, aleb o ob e sp•¤a j£ B. Ak

pr ve jedno z ‡¡sel a; b sp•¤a p o dmienku C, prv˜ hr ‡ toto ‡¡slo m“‘e vho dne zn¡‘iŸ tak,

aby vyhral, leb o p o ‡et Ÿahov druh˜m ‡¡slom je p evne ur‡en˜. Nakoniec, ak sp•¤a j£ ob e

‡¡sla p o dmienku C, vyhr va druh˜ hr ‡, preto‘e p o Œub ovoŒnom Ÿahu prv‚ho hr ‡a m“‘e

druh˜ hr ‡ s nep ou‘it˜m ‡¡slom previesŸ rovnak£ op er ciu a t˜m dosiahnuŸ p rny p o ‡et

Ÿahov. Teda p oz¡cia ( a; b ) je prehr va j£ca, ak ob e ‡¡sla a; b sp•¤a j£ p o dmienku A,B aleb o

C, ‡o hneƒ d va dokazovan‚ tvrdenie. 2

Z dok zan˜ch tvrden¡ vypl˜va:

Pre Œub ovoŒn‚ cel‚ nez p orn‚ ‡¡sla a; b je p oz¡cia ( a; b ) prehr va j£ca pr ve vtedy, keƒ

nastane pr ve jedna z mo‘nost¡

1. b a

1

=p c ; b b

1

=p c s£ ob e nep rne

2. b a

1

=p c ; b b

1

=p c s£ ob e p rne a b a

1

=q c + b b

1

=q c je p rne, kde a

1

; b

1

s£ zvy¨ky p o delen¡

‡¡sel a; b ‡¡slom p + q .
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P { I I I { 3

a) Rie¨en¡m £lohy je nasleduj£ca sch‚ma:

X 1 ! 1 X (1)

X ! ] (2)

[11 ! 1[ (3)

[1 ! [ (4)

[] ! j ]1 (5)

1 j ! j 1 (6)

j ] ! : � (7)

j ! [ (8)

11 ! [1 X (9)

1 ! 1 (10)

Ak vstupn‚ slovo obsahuje jedin£ jednotku reprezentuj£cu ho dnotu nula, opakovane

sa bude vykon vaŸ formula 10 a d“ jde k zacykleniu v˜p o ‡tu (algoritmus je pre nulu

nepr¡pustn˜).

Ak je na vstup e kladn‚ ‡¡slo N (zap¡san‚ ako N + 1 jednotiek), na jprv sa vykon 

formula 9, ktor  na za‡iatok slova umiestni z tvorku [ a o dstr ni jednu nadbyto ‡n£

jednotku p ou‘¡van£ v zvolenom k¢ dovan¡ ‡¡sel. Opakovan˜m prev dzan¡m formuly

1 sa p otom premiestni p omo cn˜ symb ol X na prav˜ okra j slova, kde sa formulou

2 premen¡ na z tvorku ]. Po p ou‘it¡ tro jice pravidiel 9, 1, 2 bude vstupn‚ slovo

preveden‚ na tvar [11111111], teda N jednotiek v z tvork ch.

…alej sa v‘dy opakovan¡m formuly 3 vydel¡ ‡¡slo dvoma, p omo cou pravidla 4 sa

pr¡padne o dstr ni zost va j£ca nep rna jednotka a p ou‘it¡m 5 sa pri‡¡ta jedna jed-

notka do v˜sledku, ktor˜ sa vytv ra na pravom okra ji slova za znakom ]. Formuly 6

a 8 p otom zaistia obnovenie situ cie pred ƒal¨¡m delen¡m. Po dosiahnut¡ nulov‚ho

v˜sledku delen¡ sa uplatn¡ pravidlo 7, ktor‚ vyma‘e ost va j£ce p omo cn‚ symb oly

a v˜p o ‡et ukon‡¡.

Pop¡san˜ algoritmus je zalo‘en˜ na skuto ‡nosti, ‘e doln  cel  ‡asŸ dvo jkov‚ho loga-

ritmu ‡¡sla N ud va, koŒkokr t m“‘eme ‡¡slo opakovane celo ‡¡selne vydeliŸ dvoma,

ne‘ dostaneme nulov˜ v˜sledok. Formula 6 sa uplatn¡ i v pr¡pade nulov‚ho p o-

dielu a prip¡¨e jednu 1 k v˜sledku | vo v˜sledku sa preto ob jav¡ v‘dy o jednu 1

viac, ne‘ koŒko je spr vna ho dnota dvo jkov‚ho logaritmu. To v¨ak presne o dp oved 

zvolen‚mu k¢ dovaniu ‡¡sel.
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b) Rie¨en¡m zadanej £lohy je nasleduj£ca sch‚ma:

X 01 ! X 01 (1)

X 00 ! X 00 (2)

X 0 ! : � (3)

X 1 ! B (4)

A 0 ! A (5)

A 1 ! B (6)

B 0 ! C (7)

B 1 ! A (8)

C 0 ! B (9)

C 1 ! C (10)

A ! : � (11)

B ! B (12)

C ! C (13)

� ! X (14)

Formula 14 na jprv umiestni na za‡iatok vstupn‚ho slova p omo cn˜ symb ol X . Po dŒa

za‡iatku zadan‚ho slova sa p otom vykon  jedna z form£l 1-4. Bin rny z pis ‡¡sla

nem“‘e za‡¡naŸ nulou a pritom obsahovaŸ viac ako jednu cifru | v takom pr¡pade sa

uplatn¡ pravidlo 1 aleb o 2 a d“ jde k zacykleniu v˜p o ‡tu nad nepr¡pustn˜m vstup om.

Ak vstupn‚ slovo obsahuje jedin£ nulu, pravidlo 3 zaist¡ ukon‡enie v˜p o ‡tu |

algoritmus je pr¡pustn˜, preto‘e nula je b ezo zvy¨ku deliteŒn  tromi. Kone‡ne, ak

za‡¡na bin rny z pis ‡¡sla cifrou 1, je t to cifra nahraden  p omo cn˜m symb olom B

a v˜p o ‡et p okra‡uje v ƒal¨ej ‡asti sch‚my.

Formuly 5-10 prev dza j£ jedno duch£ anal˜zu zadan‚ho reŸazca, ktor˜ obsahuje

kladn‚ cel‚ ‡¡slo korektne zap¡san‚ v dvo jkovej s£stave. €¡slo spracov vame zŒava

doprava cifru p o cifre a sledujeme, ak˜ zvy¨ok p o delen¡ tromi d va ‡¡slo predstavo-

van‚ u‘ spracovan˜mi dvo jkov˜mi ‡¡slicami. Po dŒa ho dnoty tohto zvy¨ku men¡me

p omo cn˜ symb ol na A , B aleb o C ( A pre zvy¨ok 0, B pre zvy¨ok 1, C pre zvy¨ok 2).

Formula 4 o dobrala z dvo jkov‚ho z pisu ‡¡sla ved£cu jednotku a p omo cn˜ symb ol

nastavila na B , leb o ‡¡slo jedna d va p o delen¡ tromi zvy¨ok 1.

Ak u‘ m me pre‡¡tan£ z Œavej strany vstupn‚ho reŸazca skupinu dvo jkov˜ch ci�er

predstavuj£cich nejak‚ ‡¡slo V , m“‘eme rozl¡¨iŸ tri pr¡pady p o dŒa zvy¨ku p o delen¡

‡¡sla V tromi:

(a) V je b ezo zvy¨ku deliteŒn‚ tromi (stav A )

� ak prid me k jeho dvo jkov‚mu z pisu cifru 0, dostaneme ho dnotu 2 V ,

ktor  je tie‘ deliteŒn  tromi (formula 5)

� ak prid me k jeho dvo jkov‚mu z pisu cifru 1, dostaneme ho dnotu 2 V + 1,

ktor  d va pri delen¡ tromi zvy¨ok 1 (formula 6).
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(b) V d va p o delen¡ tromi zvy¨ok 1, je teda tvaru V = 3 k + 1 (stav B )

� ak prid me k jeho dvo jkov‚mu z pisu cifru 0, dostaneme ho dnotu 2 V =

= 6 k + 2, ktor  d va pri delen¡ tromi zvy¨ok 2 (formula 7)

� ak prid me k jeho dvo jkov‚mu z pisu cifru 1, dostaneme ho dnotu 2 V +

+ 1 = 6 k + 3, ktor  je b ezo zvy¨ku deliteŒn  tromi (formula 8).

(c) V d va p o delen¡ tromi zvy¨ok 2, je teda tvaru V = 3 k + 2 (stav C )

� ak prid me k jeho dvo jkov‚mu z pisu cifru 0, dostaneme ho dnotu 2 V =

= 6 k + 4, ktor  d va pri delen¡ tromi zvy¨ok 1 (formula 9)

� ak prid me k jeho dvo jkov‚mu z pisu cifru 1, dostaneme ho dnotu 2 V +

+ 1 = 6 k + 5, ktor  d va pri delen¡ tromi zvy¨ok 2 (formula 10).

Po spracovan¡ cel‚ho vstupn‚ho slova ur‡uje p osledn˜ p omo cn˜ symb ol, ak˜ je

v˜sledn˜ zvy¨ok p o celo ‡¡selnom delen¡ zadan‚ho ‡¡sla tromi. Ak je v˜sledn˜m

symb olom A , zadan‚ ‡¡slo b olo deliteŒn‚ tromi a formula 11 preto v˜p o ‡et £sp e¨ne

ukon‡¡. V pr¡pade symb olov B a C i¨lo o dvo jkov˜ z pis ‡¡sla, ktor‚ neb olo deli-

teln‚ tromi - p omo cou pravidla 12 aleb o 13 sa teda zaist¡ zacyklenie v˜p o ‡tu nad

nepr¡pustn˜m vstupn˜m slovom.

P { I I I { 4

Na rie¨enie tejto £lohy neexistuje jednozna‡ne na jlep¨ie rie¨enie, uvedieme teraz preto

niekoŒko techn¡k, ktor‚ mo‘no pri rie¨en¡ p ou‘iŸ. Zdro jov˜ text vzorov‚ho programu

neuv dzame, rie¨itelia ho dostan£ na diskete, sp olu so vstupn˜mi s£b ormi. ›tandardne

sa Vigen�erova ¨ifra de¨ifruje p omo cou frekvenci¡ v˜skytov jednotliv˜ch p¡smen v danom

priro dzenom jazyku. NakoŒko n ¨ slovn¡k nie je pr¡li¨ veŒk˜ a v za¨ifrovanom texte s£

zachovan‚ medzery, mo‘no s £sp echom p ou‘iŸ a j vho dne upraven‚ prehŒad vanie v¨etk˜ch

mo‘nost¡ (z mno‘iny v¨etk˜ch kŒ£‡ov vyb erieme dostato ‡ne mal£ p o dmno‘inu mo‘n˜ch

kŒ£‡ov a tie vysk£¨ame). Uvedieme hlavn‚ my¨lienky obidvo ch rie¨en¡.

Rie¨enie p omo cou frekvenci¡ v˜skytov je s¡ce r˜chle, nie v‘dy v¨ak n  jde spr vne

rie¨enie. Preto je p omerne vho dn‚ sp o jiŸ t£to techniku e¨te s prehŒad van¡m v¨etk˜ch

mo‘nost¡. Napr¡klad m“‘eme sk£siŸ uh dnuŸ rie¨enie p omo cou frekvenci¡, a ak takto

nen  jdeme spr vne rie¨enie, spust¡me e¨te prehŒad vanie v¨etk˜ch mo‘nost¡. Pr¡padne

m“‘eme p omo cou frekvenci¡ v˜skytov uh dnuŸ d•‘ku kŒ£‡a a sk£¨aŸ u‘ iba t£to d•‘ku.

Rie¨enie p omo cou frekvenci¡ v˜skytov. Toto rie¨enie je zalo‘en‚ na tom, ‘e v texte

v priro dzenom jazyku sa niektor‚ p¡smen  (napr¡klad samohl sky) vyskytuj£ ‡astej¨ie ako

in‚ p¡smen . Frekvenciou p¡smena v texte budeme naz˜vaŸ p o ‡et v˜skytov tohto p¡smena

v texte vydelen˜ celkov˜m p o ‡tom p¡smen. Ak si pre niekoŒko dlh˜ch textov v tom istom

jazyku sp o ‡¡tame frekvencie jednotliv˜ch p¡smen, uvid¡me, ‘e s£ p omerne p o dobn‚. Pri

de¨ifrovan¡ textu sa sna‘¡me n  jsŸ tak‚ heslo, aby sa vzniknut‚ frekvencie ‡o na jviac

p o dobali na frekvencie p ou‘it‚ho priro dzen‚ho jazyka.

Mal‚ p¡smen  anglickej ab ecedy ozna‡me ‡¡slami 0 ( a ) a‘ 25 ( z ). Vynecha jme teraz zo

za¨ifrovan‚ho textu medzery a p¡smen  za¨ifrovan‚ho textu ozna‡me p orade c

0

; c

1

; : : : ; c

l � 1

,
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kde l p o ‡et p¡smen v za¨ifrovanom texte. KŒ£‡ budeme ozna‡ovaŸ K = k

0

k

1

: : : k

d � 1

. N  j-

denie kŒ£‡a sa sklad  z dvo ch p o d£loh: v prvej f ze mus¡me zistiŸ d•‘ku kŒ£‡a d a v druhej

samotn˜ kŒ£‡ K .

Predp oklada jme teraz, ‘e p ozn me d•‘ku kŒ£‡a d . P¡smen  si rozdel¡me do d skup¡n

p o dŒa toho, ktor˜m p¡smenom kŒ£‡a b oli za¨ifrovan‚. Prv£ skupinu bud£ teda tvoriŸ

p¡smen  c

0

; c

d

; c

2 d

; : : : , tie b oli za¨ifrovan‚ znakom kŒ£‡a k

0

. Vo v¨eob ecnosti skupinu

za¨ifrovan£ znakom kŒ£‡a k

i

tvoria znaky c

i

; c

d + i

; c

2 d + i

; : : : .

Pok£sime sa teraz ur‡iŸ p¡smeno k

i

. Ak n¡m o d¨ifrujeme jeho skupinu p¡smen, mali

by sa ich frekvencie p o dobaŸ rozdeleniu frekvenci¡ jednotliv˜ch znakov v b e‘nom texte.

Mus¡me si stanoviŸ krit‚rium, ktor‚ ur‡¡, nakoŒko sa dve rozdelenia frekvenci¡ navz  jom

p o doba j£. Pri ¨tatistick˜ch v˜p o ‡to ch sa obvykle p ou‘¡va nasleduj£ci vzŸah ( p

j

je frek-

vencia v˜skytu p¡smena j v b e‘nom texte, f

j;k

i

je frekvencia v˜skytu p¡smena j v na¨ej

skupine p o o d¨ifrovan¡ p omo cou k

i

):

o

k

i

=

v

u

u

t

25

X

j =0

( f

j;k

i

� p

j

)

2

;

pri‡om frekvencia sa p o doba j£ t˜m viac, ‡¡m je ni‘¨ie o

k

i

. Vysk£¨ame teda, pre ktor‚

k

i

bude t to suma minim lna (v¨imnime si, ‘e plat¡ f

a;b

= f

a � i;b � i

pre i = 0 ; 1 ; : : : ; 25, �

je s‡¡tanie mo dulo 26; z ‡¡sel f

a;b

n m teda sta‡¡ p o ‡¡taŸ len f

0 ; 0

; f

1 ; 0

; : : : f

25 ; 0

).

Tak˜mto sp “sob om by sme b oli schopn¡ efekt¡vne pre dan£ d•‘ku s veŒkou pravde-

p o dobnosŸou n  jsŸ kŒ£‡. T to met¢ da funguje pre dostato ‡ne dlh‚ ¨ifrov‚ texty, pre

sp oŒahliv˜ cho d p osta‡uje okolo 50 znakov ¨ifrov‚ho textu na jeden znak kŒ£‡a.

Ost va probl‚m s ur‡en¡m d•‘ky kŒ£‡a. Na jjedno duch¨ou met¢ dou je vysk£¨aŸ v¨etky

d•‘ky o d 1 p o ur‡en‚ maximum, n  jsŸ pre dan£ d•‘ku kandid ta na kŒ£‡, de¨ifrovaŸ n¡m

¨ifrov˜ text a overiŸ, ‡i sme dostali text sklada j£ci sa zo slov v slovn¡ku. Inou mo‘nosŸou

je p ok£siŸ sa ur‡iŸ a j d•‘ku ¨tatisticky { vyb erieme tak£ d•‘ku kŒ£‡a, aby ¨tatistick 

o dch˜lka frekvenci¡ v˜skytu p¡smen v ¨ifrovom texte de¨ifrovanom p omo cou n  jden‚ho

kŒ£‡a (danej d•‘ky) o d ho dn“t p

i

b ola minim lna. Ak je reŸazec K kŒ£‡om, takisto

bud£ a j K K , K K K , : : : atƒ. Preto minim lnu o dch˜lku dostaneme pre viacero d•‘ok, z

ktor˜ch samozrejme vyb erieme minim lnu.

PrehŒad vanie v¨etk˜ch mo‘nost¡ Pri prehŒad van¡ v¨etk˜ch mo‘nost¡ sk£¨ame

v¨etky mo‘n‚ d•‘ky kŒ£‡a o d 1 a‘ p o 50 a sna‘¡me sa n  jsŸ prv£, pre ktor£ existuje

vyhovuj£ci kŒ£‡. Pre ka‘d£ d•‘ku ƒalej sk£¨ame jednotliv‚ kŒ£‡e.

Samozrejme, ‘e v¨etk˜ch kŒ£‡ov d•‘ky k je 26

k

, ‡o je u‘ pre p omerne n¡zke k veŒmi

veŒk‚ ‡¡slo. Preto nem“‘eme b ezhlavo sk£¨aŸ v¨etky mo‘nosti. Dobr‚ rie¨enie dostaneme

takto. N ¨ kŒ£‡ budeme vytv raŸ p ostupne. Za‡neme s kŒ£‡om, v ktorom bud£ namiesto

p¡smen znaky * , ktor‚ znamena j£, ‘e dan‚ p¡smeno kŒ£‡a e¨te nie je ur‡en‚ (t.j. m“‘e

tam byŸ Œub ovoŒn‚ p¡smeno). Potom p ostupne p o jednej budeme hviezdi‡ky nahr dzaŸ

p¡smenami, pri‡om pre ka‘d£ hviezdi‡ku rekurz¡vne sk£¨ame v¨etky mo‘nosti nahradenia

ostatn˜ch hviezdi‡iek. D“le‘it‚ v¨ak je, ‘e zaka‘d˜m keƒ niektor£ hviezdi‡ku nahrad¡me

p¡smenom, skontrolujeme konzistentnosŸ doteraz vytvoren‚ho kŒ£‡a so za¨ifrovan˜m tex-

tom (a slovn¡kom). Znamen  to, ‘e v ka‘dom slove za¨ifrovan‚ho textu o d¨ifrujeme

p omo cou n ¨ho kŒ£‡a p¡smen , ktor‚ sme u‘ v kŒ£‡i ur‡ili a na p oz¡cie zo dp oveda j£ce
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hviezdi‡k m d me hviezdi‡ky. Potom zisŸujeme, ‡i sa da j£ hviezdi‡ky v roz¨ifrovanom

slove nahradiŸ tak, aby sme dostali slovo zo slovn¡ka (t.j. hŒad me v slovn¡ku slovo, ktor‚

sa s na¨im neza¨ifrovan˜m slovom zho duje na v¨etk˜ch nehviezdi‡kov˜ch p oz¡ci ch). Ako-

n hle zist¡me, ‘e niektor‚ slovo p o takomto ‡iasto ‡nom roz¨ifrovan¡ nejde doplniŸ na slovo

zo slovn¡ka, vieme, ‘e v na¨om doteraz vytvorenom kŒ£‡i je niektor‚ p¡smeno nespr vne,

nem  teda zmysel sk£¨aŸ nahr dzaŸ v ¤om ƒal¨ie hviezdi‡ky p¡smenami.

Sk£senosti ukazuj£, ‘e ak sk£¨ame napr¡klad nespr vnu d•‘ku kŒ£‡a, tak v„‡¨inou hneƒ

p o dosaden¡ prv‚ho p¡smena do kŒ£‡a zist¡me, ‘e t to mo‘nosŸ nie je spr vna, sta‡¡ teda

vysk£¨aŸ 26 mo‘nost¡. Po dobne veŒmi r˜chlo sa t˜mto sp “sob om ob jav¡ a j pr¡pad, keƒ

umiestnime na niektor‚ miesto zl‚ p¡smeno. Na prv˜ p ohŒad sa m“‘e zdaŸ, ‘e prehŒad vaŸ

p o doplnen¡ ka‘d‚ho p¡smena do kŒ£‡a ka‘d‚ slovo za¨ifrovan‚ho textu a pre ka‘d‚ tak‚to

slovo e¨te prehŒad vaŸ veŒk£ ‡asŸ slovn¡ka sa neoplat¡, tak˜mto prehŒad van¡m n m v¨ak

ubudne veŒmi veŒa mo‘nost¡.

Pri tomto sp “sob e rie¨enia je vho dn‚ slovn¡k reprezentovaŸ tak, ‘e slov  m me roz-

delen‚ do zoznamov p o dŒa d•‘ky, aby sme pri vyhŒad van¡ nemuseli zbyto ‡ne prezeraŸ a j

slov  in˜ch d•‘ok. V t˜chto zoznamo ch u‘ v¨ak nemus¡me slov  ¨p eci lne usp orad£vaŸ,

vyhŒad vame v nich line rne.

Pop¡¨eme teraz e¨te jedno zlep¨enie. Je zalo‘en‚ na jedno duchej my¨lienke: slov

niektor˜ch d•‘ok (veŒmi kr tkych a veŒmi dlh˜ch slov) je p omerne m lo. Ak by sme text

de¨ifrovali ru‡ne, sk£¨ali by sme na tieto miesta dosadzovaŸ jednotliv‚ slov , ‡o by n m

ur‡ilo ‡asŸ kŒ£‡a. Takto z¡skan£ ‡asŸ kŒ£‡a by sme sa p otom sna‘ili roz¨¡riŸ.

Uk ‘eme teraz, ako t£to my¨lienku vyu‘iŸ v programe. Predp oklada jme napr¡klad, ‘e

v za¨ifrovanom texte je na niektorom mieste slovo d•‘ky 2 za‡¡na j£ce na a a ‘e ‘iadne slovo

d•‘ky 2 v slovn¡ku sa neza‡¡na p¡smenom z . Potom by sme vedeli, ‘e v kŒ£‡i na mieste,

ktor‚ sa p o dp¡salo p o d dan‚ miesto, ur‡ite neb olo p¡smeno b , leb o p omo cou p¡smena b

sme p¡smeno a mohli dostaŸ iba z p¡smena z (a p¡smeno z na danej p oz¡cii byŸ nem“‘e).

Tak˜chto obmedzen¡ m“‘eme na z klade slovn¡ka n  jsŸ viac a pre ka‘d£ p oz¡ciu kŒ£‡a

vytvor¡me zoznam ho dn“t, ktor‚ sa na tomto mieste v kŒ£‡i m“‘u vyskytn£Ÿ. V priazni-

vom pr¡pade sa stane, ‘e na niektorej p oz¡cii n m zostane nula mo‘nost¡ { znamen  to,

‘e sme zvolili nespr vnu d•‘ku kŒ£‡a a treba sk£¨aŸ in˜ kŒ£‡.

Ak v¨ak m me pre ka‘d£ p oz¡ciu kŒ£‡a asp o¤ jednu mo‘nosŸ, m“‘eme p ou‘iŸ z¡skan‚

inform cie pri prehŒad van¡. PrehŒad vame v p o dstate rovnako ako predt˜m { v‘dy

dosad¡me jedno p¡smeno do kŒ£‡a a over¡me spr vnosŸ kŒ£‡a. Sk£¨ame v¨ak iba tie

mo‘nosti, ktor‚ predt˜m nevyl£‡ili. Navy¨e je v˜ho dn‚ za‡aŸ t˜mi p oz¡ciami kŒ£‡a, ktor‚

ma j£ na jmenej mo‘nost¡.

Pre priro dzen‚ texty sa pri tomto sp “sob e rie¨enia ‡asto st va, ‘e pre nespr vnu d•‘ku

kŒ£‡a z¡skame pre niektor£ p oz¡ciu nula mo‘nost¡, tak‘e k samotn‚mu prehŒad vaniu ani

nepr¡de. Naopak, ak sk£¨ame spr vnu d•‘ku kŒ£‡a, tak n m pre mnoh‚ (niekedy a j pre

v¨etky) p oz¡cie zostane iba jedna mo‘nosŸ, ktor£ m“‘eme priamo do kŒ£‡a dosadiŸ.
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Zadanie na jprv obmedz¡me na vybran‚ druhy v˜robkov. Zru¨¡me p onuky neobsahuj£ce

nami vybran‚ druhy v˜robkov. Z ka‘dej p onuky vy¨krt me v˜robky, ktor‚ nie s£ vy-

bran‚. PokiaŒ niektor  p onuka obsahovala v„‡¨¡ p o ‡et predmetov, ako chceme nak£piŸ,

obmedz¡me ho na nakup ovan˜ p o ‡et. Ak p o zo¨krtan¡ dostaneme viacero p on£k s rovna-

k˜mi p o ‡tami vybran˜ch predmetov, nech me iba t£ na jlacnej¨iu. Z p o dmienok zadania

trivi lne vypl˜va, ‘e takto upraven  £loha bude maŸ rovnak‚ rie¨enie, ako p “vo dn . Bu-

deme ju rie¨iŸ dynamick˜m programovan¡m.

M me teda predmety o ‡¡slovan‚ 1 a‘ k ( k � 5) s cenami c

i

a z ka‘d‚ho z t˜chto

predmetov chceme nak£piŸ m

i

( m

i

� 6) kusov s vyu‘it¡m p on£k, pri‡om i -ta p onuka

zlac¤uje sadu s p

ij

kusmi j -teho tovaru na cenu w

i

.

Na jsk“r si zade�nujeme kon�gur cie a op er cie s nimi:

� Kon�gur ciami nazveme p ostupnosti c

1

; : : : ; c

k

cel˜ch nez p orn˜ch ‡¡sel, kde c

i

vyjadruje, koŒko kusov i -teho druhu tovaru nakupujeme, pri‡om tento p o ‡et nesmie

prekro ‡iŸ m

i

.

� Kon�gur cie mo‘no s‡¡tavaŸ p o zlo‘k ch, pri‡om ak Œub ovoŒn  zlo‘ka presiahne

m

i

, obmedz¡me ju na m

i

(s‡¡tanie kon�gur ci¡ x a y ozna‡me x � y ). Zrejme plat¡

x � y = y � x .

� Kon�gur cia y je roz¨¡ren¡m kon�gur cie x (p¡¨eme x � y , pr¡padne x � y , ak

navy¨e x 6= y ), ak pre ka‘d‚ i je x

i

� y

i

. Zrejme plat¡ x � x � y .

� Kon�gur cia je trivi lna , ak obsahuje jedin˜ kus jedin‚ho tovaru (kon�gur ciu

obsahuj£cu jeden kus i -teho predmetu ozna‡me T

i

).

� Kon�gur cia je prost  , ak ju mo‘no dostaŸ s‡¡tan¡m p on£k (b ez prid vania jed-

notliv˜ch predmetov).

Keƒ‘e pre ka‘d£ kon�gur ciu e je v‘dy e

i

� 6, m“‘eme sa na kon�gur cie p ozeraŸ ako

na z pisy ‡¡sel v sedmi‡kovej s£stave a p o dŒa toho ich o ‡¡slovaŸ ‡¡slami v rozsahu 0 a‘

7

5

� 1 = 16806. Ozna‡me v

e

tak˜to k¢ d kon�gur cie e . Je jasn‚, ‘e prevo d e na v

e

a

naopak mo‘no urobiŸ v ‡ase O ( k ).

Ozna‡me ƒalej w

e

minim lnu cenu, za ktor£ mo‘no nak£piŸ kon�gur ciu e . Je zrejm‚,

‘e w

x � y

� w

x

+ w

y

. Navy¨e ak x � y , p otom w

x

� w

y

.

Na¨¡m cieŒom je n  jsŸ kon�gur ciu e , ktor  je roz¨¡ren¡m zadanej kon�gur cie m a jej

w

e

je na jmen¨ie mo‘n‚. Keƒ‘e n kup sa v‘dy sklad  zo zlacnen˜ch p on£k doplnen˜ch

jednotliv˜mi predmetmi, mo‘no ka‘d£ kon�gur ciu e rozlo‘iŸ na prost£ kon�gur ciu p

a niekoŒko trivi lnych kon�gur ci¡ k

i

tak, ‘e e = p �

P

i

k

i

a teda w

e

= w

p

+

P

i

w

k

i

pre nejak‚ vyhovuj£ce p a p ostupnosŸ k

i

. Ak by sme teda vedeli sp o ‡¡taŸ ceny w

p

pre

v¨etky prost‚ kon�gur cie, m me £lohu vyrie¨en£, preto‘e sta‡¡ presk£maŸ tie mo‘nosti,

kde prost‚ kon�gur cie dopln¡me trivi lnymi tak, aby v˜sledn  kon�gur cia obsahovala

v¨etky p o‘adovan‚ predmety z m .
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Ceny prost˜ch kon�gur ci¡ sp o ‡¡tame dynamick˜m programovan¡m, pri‡om budeme

p ostup ovaŸ o d kon�gur ci¡ s na jmen¨¡m v

p

a‘ p o kon�gur cie s na jv„‡¨¡m v

p

. Pre pr zdnu

kon�gur ciu (jej k¢ d je nula) je jej cena nulov . Keƒ‘e optim lne zaplatenie ka‘dej

nepr zdnej prostej kon�gur cie zahª¤a prik£p enie nejakej zŒavnenej p onuky k niektorej

men¨ej prostej kon�gur cii, sta‡¡ p olo‘iŸ

w

p

= min f w

q

i

+ w

j

; q

i

� p

j

= p;

q

i

� p je prost  kon�gur cia, p

j

je kon�gur cia zŒavnenej p onuky g :

To mo‘no Œahko urobiŸ, keƒ‘e v okamihu p o ‡¡tania minim lnej ceny kon�gur cie p s£ ceny

v¨etk˜ch men¨¡ch p otrebn˜ch kon�gur ci¡ w

i

u‘ vyp o ‡¡tan‚ ( q

i

� p , a teda v

q

i

< v

p

).

Zadanie v¨ak vy‘aduje nielen v˜p o ‡et w

e

, ale tie‘, ktor‚ p onuky sme pre minim lny

n kup p ou‘ili. Na to sta‡¡ pri v˜p o ‡te minima prip o jiŸ a j inform ciu o tom, pre ktor‚

i; j sa minimum dosahuje a p o dŒa toho p otom prost£ kon�gur ciu p , ktorej roz¨¡ren¡m

z¡skame optim lne zaplatenie e , rozlo‘iŸ na p onuky (o dobrat¡m p oslednej pridanej p onuky

z¡skame men¨iu prost£ kon�gur ciu, ktor£ rozlo‘¡me t˜m ist˜m sp “sob om).

€asov  zlo‘itosŸ. Pr¡pravn  f za (�ltrovanie zadania) trv  O ( nm ), v˜p o ‡et mini-

m lnych cien prost˜ch kon�gur ci¡ O ( smk ) (kde s = (1 + max

i

m

i

)

k

) je p o ‡et v¨etk˜ch

kon�gur ci¡), v˜p o ‡et minim lnej ceny zadanej kon�gur cie O ( sk ) a sp„tn‚ vyhŒadanie

optim lneho zaplatenia O ( s ). Celkovo teda O ((1 + max

i

m

i

)

k

mk + nm ).

Pam„Ÿov  zlo‘itosŸ. O ((1 + max

i

m

i

)

k

+ mk + n ).
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›iesta Stredo eur¢pska olympi da v programovan¡ (Central Europ ean Olympiad in

Informatics | CEOI) sa konala v d¤o ch 2. { 9. septembra 1999 v Brne. CEOI je s£Ÿa‘ou

stredo¨kol kov; ka‘d  z£‡astnen  kra jina m  pr vo vyslaŸ ¨tyro ch s£Ÿ‘iacich, ved£ceho

v˜pravy a z stup cu ved£ceho. Pravidelne sa jej z£‡ast¤uj£ zakladateŒsk‚ kra jiny €esk 

Republika, Chorv tsko, Maƒarsko, PoŒsko, Rumunsko, Slovensk  Republika a Slovinsko.

Tento rok organiz tori vyu‘ili pr vo p ozvaŸ t¡my z Nemeckej sp olkovej republiky, Bosny

a Hercegoviny a USA. Z €eskej republiky sa okrem o�ci lneho t¡mu z£‡astnili ƒal¨ie dva

{ €esk  republika B a t¡m z Gymn zia Jaro¨ova v Brne.

Dru‘stvo Slovenska sa z£‡astnilo v zlo‘en¡ Michal Breznick˜ (gym. Pre¨ov), Vladi-

m¡r Koutn˜ (gym. J. Hronca Bratislava), J n Oravec (gym. J.G. Ta jovsk‚ho B. Bys-

trica) a D vid P l (gym. J. Hronca Bratislava) p o d veden¡m Martina P la a J na Senka

(Matematicko-fyzik lna fakulta UK).

VzhŒadom na to, ‘e na CEOI b olo vyslan‚ \B" dru‘stvo (na jlep¨¡ ¨tyria ¨tudenti sa

z£‡astnia Medzin ro dnej informatickej olympi dy v Turecku), neo ‡ak val sa tak˜ dobr˜

v˜sledok, ako vlani. Slovensk‚ dru‘stvo z¡skalo dve bronzov‚ medaily (J n Oravec a

D vid P l).

Slovensko sa s£Ÿa‘e z£‡astnilo vƒaka sp onzorskej p o dp ore Slovenskej informatickej

sp olo ‡nosti, ktor  �nancovala cestovn‚ n klady.

Martin P l

Zadania £loh 6. Stredo eur¢pskej informatickej olympi dy

Ob jedn vky

Ved£ci z sob ovania (VZ) si utriedil v¨etky druhy tovaru ab ecedne p o dŒa n zvov na vi-

sa‡k ch. V¨etky druhy, ma j£ce men  za‡¡na j£ce rovnak˜m p¡smenom, s£ ulo‘en‚ v rov-

nakom sklade (v tej istej budove) ozna‡enom t˜mto p¡smenom. Po ‡as d¤a VZ prij¡ma

a knihuje ob jedn vky tovaru, ktor‚ ma j£ byŸ do dan‚ zo skladov. Ka‘d  ob jedn vka

obsahuje iba jeden druh tovaru. VZ sprac£va p o‘iadavky v takom p orad¡, v akom ich

dostal.

Pozn te dopredu v¨etky ob jedn vky, ktor‚ bude dnes VZ spracov vaŸ, ale neviete, v

akom p orad¡. Zistite v¨etky mo‘n‚ p oradia, v ak˜ch m“‘e VZ nav¨t¡viŸ sklady, ak chce

splniŸ v¨etky p o‘iadavky pre dan˜ de¤ jednu p o druhej.

Vstup: Vstupn˜ s£b or ORDERS.IN obsahuje jedin˜ riadok so v¨etk˜mi ozna‡eniami

p o‘adovan˜ch tovarov (v n ho dnom p orad¡). Ka‘d˜ druh tovaru je reprezentovan˜ za-

‡iato ‡n˜m p¡smenom na visa‡ke. S£ p ou‘it‚ iba mal‚ p¡smen  anglickej ab ecedy. Po ‡et

ob jedn vok neprekro ‡¡ 200.

V˜stup: V˜stupn˜ s£b or ORDERS.OUT m  obsahovaŸ v¨etky mo‘n‚ p oradia, v ktor˜ch

m“‘e VZ nav¨tevovaŸ sklady. Ka‘d˜ sklad je reprezentovan˜ jedn˜m mal˜m p¡smenom
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anglickej ab ecedy|za‡iato ‡n˜m p¡smenom na visa‡ke tovaru. Ka‘d‚ p oradie skladov

vyp¡¨te do v˜stupn‚ho s£b oru iba raz, ka‘d‚ p oradie na zvl ¨tny riadok. V¨etky riadky

obsahuj£ce p oradia musia byŸ utrieden‚ p o dŒa ab ecedy (p ozri pr¡klad). ’iadny v˜stupn˜

s£b or neprekro ‡¡ 2 megaba jty.

Pr¡klad:

ORDERS.IN

bbjd

ORDERS.OUT

bbdj

bbjd

bdbj

bdjb

bjbd

bjdb

dbbj

dbjb

djbb

jbbd

jbdb

jdbb

Hra s paritami

Vy a kamar t hr vate nasleduj£cu hru. V ¨ kamar t nap¡¨e p ostupnosŸ sklada j£cu sa z

n£l a jednotiek. Vy si vyb eriete s£visl£ p o dp ostupnosŸ (napr. p o dp ostupnosŸ o d tretej p o

piatu cifru vr tane) a sp˜tate sa ho, ‡i t to p o dp ostupnosŸ obsahuje p rny aleb o nep rny

p o ‡et jednotiek. V ¨ priateŒ o dp ovie na va¨u ot zku, a vy sa ho m“‘ete op„Ÿ sp˜taŸ na

nejak£ in£ p o dp ostupnosŸ atƒ. Va¨ou £lohou je uh dnuŸ cel£ p ostupnosŸ ci�er.

Po dozrievate v ¨ho priateŒa, ‘e nie v¨etky jeho o dp ovede s£ spr vne a chcete ho

usved‡iŸ z nepravdy. Rozho dli ste sa teda nap¡saŸ program, ktor˜ v m s t˜m p om“‘e.

Program dostane p ostupnosŸ va¨ich ot zok sp olu s o dp oveƒami, ktor‚ ste dostali o d

v ¨ho priateŒa. CieŒom tohto programu je n  jsŸ prv£ o dp oveƒ, ktor  je dok zateŒne zl ,

t.j. existuje p ostupnosŸ, ktor  s£hlas¡ s o dp oveƒami na v¨etky predch dza j£ce ot zky,

av¨ak neexistuje p ostupnosŸ, ktor  s£hlas¡ a j s touto o dp oveƒou.

Vstup: Prv˜ riadok vstupn‚ho s£b oru PARITY.IN obsahuje jedno ‡¡slo ud va j£ce d•‘ku

p ostupnosti n£l a jednotiek. T to d•‘ka je men¨ia aleb o rovn  1 000 000 000. V druhom

riadku je jedno kladn‚ cel‚ ‡¡slo ur‡uj£ce p o ‡et p olo‘en˜ch ot zok a o dp oved¡ na ne. Po-

‡et ot zok a o dp oved¡ na ne je men¨¡ aleb o rovn˜ 5 000. Nasleduj£ce riadky ¨p eci�kuj£

ot zky a o dp ovede. Ka‘d˜ riadok obsahuje jednu ot zku a o dp oveƒ na ¤u: dve cel‚ ‡¡sla

(p oz¡cia prvej a p oslednej cifry zvolenej s£vislej p o dp ostupnosti) a jedno slovo ¨p eci�ku-

j£ce o dp oveƒ, ktor‚ je buƒ even pre p rny p o ‡et jednotiek aleb o odd pre nep rny p o ‡et

jednotiek.

V˜stup: Vo v˜stupnom s£b ore PARITY.OUT sa nach dza jedin˜ riadok obsahuj£ci jedno

cel‚ ‡¡slo X . €¡slo X ud va, ‘e existuje p ostupnosŸ n£l a jednotiek vyhovuj£ca prv˜m

X paritn˜m p o dmienkam, av¨ak neexistuje ‘iadna p ostupnosŸ vyhovuj£ca prv˜m X + 1
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paritn˜m p o dmienkam. Ak existuje p ostupnosŸ n£l a jednotiek vyhovuj£ca v¨etk˜m

zadan˜m p o dmienkam, bude ‡¡slo X rovn‚ p o ‡tu v¨etk˜ch p olo‘en˜ch ot zok.

Pr¡klad 1:

PARITY.IN

10

5

1 2 even

3 4 odd

5 6 even

1 6 even

7 10 odd

PARITY.OUT

3

Pr¡klad 2:

PARITY.IN

10

5

1 2 even

1 4 even

2 4 odd

1 10 even

3 10 even

PARITY.OUT

5

Telef¢nne ‡¡sla

V dne¨nom svete sa ‡asto stret vame s mno‘stvom telef¢nnych ‡¡siel, ktor‚ s£ st le dlh¨ie

a dlh¨ie. Potrebujete si tak‚to ‡¡sla pam„taŸ. Jedna z met¢ d, ako to spraviŸ, je priradiŸ

‡¡slam p¡smen  (viƒ. obr zok).

1 ij 2 ab c 3 def

4 gh 5 kl 6 mn

7 prs 8 tuv 9 wxy

0 o qz

T˜mto sp “sob om sa d  ka‘d‚mu slovu aleb o skupine slov priradiŸ jednozna‡n‚ ‡¡slo,

teda m“‘ete si pam„taŸ slov  namiesto ‡¡siel. Je jasn‚, ‘e to m  svo je ‡aro, ak je mo‘n‚

n  jsŸ jedno duch˜ vzŸah medzi slovom a danou osob ou. Takto si m“‘te zapam„taŸ, ‘e

telef¢nne ‡¡slo v ¨ho priateŒa ¨achistu 941837296 sa d  pre‡¡taŸ ako WHITEPAWN a

‡¡slo v ¨ho obŒ£b en‚ho u‡iteŒa 2855304 ako BULLDOG.

Nap¡¨te program, ktor˜ n  jde na jkrat¨iu p ostupnosŸ slov (t.j. ma j£cu na jmen¨¡ mo‘n˜

p o ‡et slov), ktor  zo dp oved  dan‚mu ‡¡slu a dan‚mu zoznamu slov. Priradenie p¡smen

‡¡sliciam je p op¡san‚ na obr zku hore.
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Vstup: Prv˜ riadok vstupn‚ho s£b oru PHONE.IN obsahuje telef¢nne ‡¡slo, ktor‚ho

prepis m te n  jsŸ. €¡slo p ozost va z na jviac 100 ci�er. Druh˜ riadok obsahuje celkov˜

p o ‡et slov v slovn¡ku (maximum je 50 000). Ka‘d˜ z nasleduj£cich riadkov obsahuje

jedno slovo, ktor‚ p ozost va z maxim lne 50 mal˜ch p¡smen anglickej ab ecedy. Celkov 

veŒkosŸ vstupn‚ho s£b oru nepresiahne 300 kiloba jtov.

V˜stup: Jedin˜ riadok v˜stupn‚ho s£b oru PHONE.OUT obsahuje na jkrat¨iu p ostupnosŸ

slov, ktor£ na¨iel v ¨ program. Nasleduj£ce slov  s£ o d seba o ddelen‚ jednou medzerou.

Ak £loha nem  rie¨enie, tento riadok obsahuje text ' No solution. ' Ak existuje viac

rie¨en¡ ma j£cich minim lny p o ‡et slov, vyp¡¨te Œub ovoŒn‚ z nich.

Pr¡klad:

PHONE.IN

7325189087

5

it

your

reality

real

our

PHONE.OUT

reality our

(ƒal¨ia mo‘nosŸ ' real it your ' zo dp oveda j£ca tomu ist‚mu ‡¡slu je dlh¨ia)

Hra na ¨achovni‡ke

Mlad¡ program tori u‘ o d ¨k“lky radi hr va j£ nasledovn£ hru. Na ¨achovnici s rozmermi

4 x 4 (¨achovni‡ke) je 8 bielych a 8 ‡iernych kame¤ov (¨utrov), na ka‘dom p ol¡‡ku presne

jeden ¨uter. Tak£to kon�gur cia ¨utrov naz˜vame p oz¡cia hry. Dva ¨utre susedia, ak

s£ na p ol¡‡kach, ktor‚ ma j£ sp olo ‡n£ hranu (nie roh). To znamen , ‘e ka‘d˜ ¨uter m 

nana jv˜¨ ¨tyro ch susedov. Jedin˜ pr¡pustn˜ Ÿah v na¨ej hre je v˜mena Œub ovoŒn˜ch dvo ch

susedn˜ch ¨utrov. Va¨ou £lohou je n  jsŸ na jkrat¨iu p ostupnosŸ Ÿahov transformuj£cu

dan£ p o ‡iato ‡n£ p oz¡ciu na dan£ koncov£ p oz¡ciu.

Vstup: Po ‡iato ‡n  p oz¡cia hry je p op¡san  prv˜mi 4 riadkami vstupn‚ho s£b oru

GAME.IN . V ka‘dom riadku s£ ¨tyri symb oly, de�nuj£ce farbu ka‘d‚ho kame¤a v riadku

zŒava doprava. Riadky vstupu p opisuj£ riadky na ¨achovni‡ke zhora nadol. Symb ol 0

znamen  biely ¨uter a symb ol 1 znamen  ‡ierny ¨uter. Medzi symb olmi nie je ‘iadna

medzera. Piaty riadok je pr zdny. Nasleduj£ce ¨tyri riadky p opisuj£ koncov£ p oz¡ciu

t˜m ist˜m sp “sob om.

V˜stup: Prv˜ riadok v˜stupn‚ho s£b oru GAME.OUT obsahuje p o ‡et Ÿahov N . Nasledu-

j£cich N riadkov p opisuje p ostupnosŸ Ÿahov p o ‡as hry. Jeden riadok p opisuje jeden Ÿah

a obsahuje 4 kladn‚ cel‚ ‡¡sla R

1

, C

1

, R

2

, C

2

o ddelen‚ jednou medzerou. S£ to s£radnice

susedn˜ch p ol¡‡ok pre dan˜ Ÿah, t.j. p ol¡‡ok [ R

1

; C

1

] a [ R

2

; C

2

], kde R

1

(resp. R

2

) je ‡¡slo

riadku na ¨achovni‡ke a C

1

(resp. C

2

) je ‡¡slo st•p ca ¨achovni‡ky. Riadky na ¨achovni‡ke

s£ ‡¡slovan‚ o d 1 (horn˜ riadok) p o 4 (sp o dn˜ riadok) a st•p ce s£ ‡¡slovan‚ o d 1 (Œav˜

st•p ec) p o 4 (prav˜ st•p ec), teda s£radnice Œav‚ho horn‚ho p ol¡‡ka s£ [1 ; 1]. Ak existuje
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viacero na jkrat¨¡ch p ostupnost¡ Ÿahov transformuj£cich dan£ p o ‡¡ato ‡n£ p oz¡ciu na dan£

koncov£ p oz¡ciu, m“‘ete vyp¡saŸ ŒubuvoŒn£ z nich.

Pr¡klad:

GAME.IN

1111

0000

1110

0010

1010

0101

1010

0101

GAME.OUT (Jedno zo spr vnych rie-

¨en¡)

4

1 2 2 2

1 4 2 4

3 2 4 2

4 3 4 4

Mesto z ko ciek

Deti sa radi hra j£ s dreven˜mi ko ckami. Oby‡a jne stava j£ vysok‚ ve‘e, ale mal˜ Janko

sn¡va o £plne in˜ch veciach. On p ostav¡ mesto. Jeho otecko mu k£pil ob d•‘nikov˜ stol¡k

so ¨¡rkou rovnou K ko ciek a d•‘kou L ko ciek. Janko sa rozho dol, ‘e si e¨te pred stavan¡m

mesta nakresl¡ veŒk˜ pro jekt. Na stol¡k si nakreslil ¨tvorcov£ sieŸ K � L ¨tvorcov. Na

niektor‚ z t˜chto ¨tvorcov chce p olo‘iŸ ve‘u sklada j£cu sa z jednej aleb o viacer˜ch ko ciek.

Ostatn‚ ¨tvorce bud£ pr zdne. Preto‘e je stol¡k veŒmi veŒk˜, Jankovi sa nechce robiŸ pl n

pre ka‘d˜ jeden ¨tvorec. Chce sa iba rozho dn£Ÿ, ako m  vyzeraŸ jeho mesto spredu a

zb oku. Nakreslil si teda dva p ohŒady (dvo jrozmern‚ priemety pl novan‚ho mesta) na

papier. Na nasleduj£com obr zku si m“‘ete p ozrieŸ pr¡klady t˜chto n ‡rtov a pr¡slu¨n‚

mest  z dreven˜ch ko ciek.

� � � � �

Predn˜ priemet Bo ‡n˜ priemet Maxim lne mesto Minim lne mesto (predn˜ a zadn˜ p ohŒad)

Jankov otecko sa ob va, ‘e nebude maŸ dosŸ ko ciek na dokon‡enie Jankovho vysn¡va-

n‚ho mesta. Preto o d v s chce, aby ste nap¡sali program, ktor˜ bude p o ‡¡taŸ minim lne a

maxim lne mno‘stvo ko ciek, z ktor˜ch sa d  Jankovo v˜sn¡van‚ mesto p ostaviŸ. Navy¨e,

v ¨ program m  rozho dn£Ÿ, ‡i sa to v“b ec d .

Vstup: Prv˜ riadok vstupn‚ho s£b oru TOWN.IN obsahuje dve kladn‚ cel‚ ‡¡sla K , L |

¨¡rku a d•‘ku stol¡ka (vyjadren£ p o ‡tom ko ciek). Ani ¨¡rka, ani d•‘ka nie je v„‡¨ia ako

100 000 ko ciek. Nasleduj£ce riadky vstupn‚ho s£b oru obsahuj£ p opis predn‚ho priemetu

mesta. Popis p ozost va z p ostupnosti v˜¨ok viditeŒn˜ch budov na ka‘dom ¨tvor‡eku

zŒava doprava (v˜¨ka je tie‘ meran  v ko ck ch). V ka‘dom riadku je pr ve jedno ‡¡slo,

teda p o ‡et riadkov p opisuj£cich predn˜ priemet je rovn‚ K |¨¡rke stol¡ka. Po dobne,

nasleduj£cich L riadkov vstupn‚ho s£b oru obsahuje prav˜ priemet mesta. V˜¨ky ve‘¡ z
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dreven˜ch ko ciek s£ teraz zap¡san‚ o dpredu dozadu. M“‘ete predp okladaŸ, ‘e v meste

nie je ‘iadna budova vy¨¨ia ako 5 000 ko ciek. M“‘ete predp okladaŸ, ‘e maxim lny p o ‡et

ko ciek, p otrebn˜ch na p ostavenie cel‚ho mesta, neprekro ‡¡ 2 000 000 000 ko ciek.

V˜stup: V˜stupn˜ s£b or TOWN.OUT obsahuje jedin˜ riadok. Ak nie je mo‘n‚ p ostaviŸ

mesto, sp•¤a j£ce dan‚ priemety, vyp¡¨te text ' No solution. ' V opa‡nom pr¡pade tam

vyp¡¨te dve ‡¡sla o ddelen‚ jedinou medzerou. Prv‚ ‡¡slo je minim lny p o ‡et a druh‚

maxim lny p o ‡et ko ciek, z ktor˜ch m“‘e mal˜ Janko p ostaviŸ svo je vysn¡van‚ mesto

p o dŒa pro jektu.

Pr¡klad 1:

TOWN.IN

4 3

1

3

4

2

1

4

2

TOWN.OUT

10 21

Pr¡klad 2:

TOWN.IN

2 2

4

1

1

3

TOWN.OUT

No solution.

Okru‘n  cesta

V Adelovciach na ostrove Zanzibar je cestovn  kancel ria. Jej ¨‚f Brutus sa rozho dol

p on£knuŸ svo j¡m klientom, okrem mnoh˜ch in˜ch atrakci¡, prehliadku mesta. Chce na

tejto atrakcii ‡o na jviac zarobiŸ a preto sa rozho dol, ‘e je d“le‘it‚ n  jsŸ na jkrat¨iu mo‘n£

okru‘n£ cestu. Va¨ou £lohou je nap¡saŸ program, ktor˜ n  jde tak£to cestu.

V meste je N kri‘ovatiek o ‡¡slovan˜ch o d 1 p o N a M ob o jsmern˜ch ciest o ‡¡slovan˜ch

o d 1 p o M . Dve kri‘ovatky m“‘u byŸ sp o jen‚ viacer˜mi cestami, av¨ak ‘iadna cesta

nesp  ja ‘iadnu kri‘ovatku samu so seb ou. Ka‘d  okru‘n  cesta je p ostupnosŸ ‡¡siel ciest

y

1

; : : : ; y

k

, k > 2. Cesta y

i

(1 � i � k � 1) sp  ja kri‘ovatky x

i

a x

i +1

,cesta y

k

sp  ja

kri‘ovatky x

k

a x

1

. €¡sla x

1

; : : : ; x

k

ma j£ byŸ r“zne. D•‘ka okru‘nej cesty je s£‡tom

d•‘ok v¨etk˜ch ciest na nej, t.j. L ( y

1

) + L ( y

2

) + : : : + L ( y

k

) , kde L ( y

i

) je d•‘ka cesty

y

i

(1 � i � k ). V ¨ program m  n  jsŸ tak£to okru‘n£ cestu, ktorej d•‘ka je minim lna,

aleb o zistiŸ, ‘e to nie je mo‘n‚, preto‘e v meste neexistuje ‘iadna okru‘n  cesta.

Vstup: Prv˜ riadok vstupn‚ho s£b oru TRIP.IN obsahuje dve cel‚ kladn‚ ‡¡sla: p o ‡et

kri‘ovatiek N � 100 a p o ‡et ciest M � 10 000. Ka‘d˜ z nasleduj£cich M riadkov p opisuje

jednu cestu. Obsahuje 3 kladn‚ cel‚ ‡¡sla: ‡¡slo prvej kri‘ovatky, ‡¡slo druhej kri‘ovatky

a d•‘ku cesty, ktor  ich sp  ja (kladn‚ cel‚ ‡¡slo men¨ie ako 500).
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V˜stup: V˜stupn˜ s£b or TRIP.OUT sa sklad  z jedin‚ho riadku. Tento riadok obsahuje

buƒ reŸazec ' No solution. ' v pr¡pade, ‘e neexistuje ‘iadna okru‘n  cesta, aleb o obsahuje

‡¡sla v¨etk˜ch kri‘ovatiek na na jkrat¨ej okru‘nej ceste v p orad¡, v akom sa prech dza j£

(t.j. ‡¡sla x

1

a‘ x

k

z na¨ej de�n¡cii okru‘nej cesty), o ddelen‚ jedinou medzerou. Ak

existuje viacero okru‘n˜ch ciest s minim lnou d•‘kou, m“‘ete vyp¡saŸ Œub ovoŒn£ z nich.

Pr¡klad 1:

TRIP.IN

5 7

1 4 1

1 3 300

3 1 10

1 2 16

2 3 100

2 5 15

5 3 20

TRIP.OUT (Jedna zo spr vnych o d-

p oved¡)

1 3 5 2

Pr¡klad 2:

TRIP.IN

4 3

1 2 10

1 3 20

1 4 30

TRIP.OUT

No solution.



11. Medzin ro dn  informatick  olympi da

V d¤o ch 9. { 16. okt¢bra 1999 sa v Turecku v meste Antalya uskuto ‡nil 11. ro ‡n¡k

Medzin ro dnej informatickej olympi dy (IOI). Z£‡astnilo sa na ¤om 252 s£Ÿa‘iacich zo

65 kra j¡n. Reprezenta‡n‚ dru‘stvo Slovenska b olo vybran‚ na z klade v˜b erov‚ho s£-

stredenia, ktor‚ sa konalo v d¤o ch 6. { 11. 6. 1999 na Matematicko-fyzik lnej fakulte

Univerzity Komensk‚ho. V˜b erov‚ho s£stredenia sa z£‡astnilo jeden sŸ na j£sp e¨nej¨¡ch

rie¨iteŒov celo¨t tneho kola MO kateg¢rie P. ›tyria na j£sp e¨nej¨¡ £‡astn¡ci tvorili dru‘stvo

na IOI, druh¡ ¨tyria reprezentovali Slovensko na Stredo eur¢pskej informatickej olympi de.

V˜sledky v˜b erov‚ho s£stredenia:

meno b o dy meno b o dy

1 Michal Fori¨ek 408.1 7 Vladim¡r Koutn˜ 297.7

2 Richard Kr Œovi‡ 369.3 8 Michal Breznick˜ 291.7

3 J n Senko 341.8 9 Jozef ›i¨ka 269.5

4 J n Lunter 312.5 10 Peter Ko¨in r 259.4

5 J n Oravec 311.4 11 Tom ¨ Kezes 212.8

6 D vid P l 304.3

Slovensko reprezentovali Michal Fori¨ek z gymn zia Popradsk‚ n bre‘ie, Poprad, Ri-

chard Kr Œovi‡ z gymn zia Novohradsk , Bratislava, J n Lunter z gymn zia Jozefa Gre-

gora Ta jovsk‚ho, Bansk  Bystrica a J n Senko z SP›E Komensk‚ho, Ko¨ice. Ved£cou

v˜pravy b ola RNDr. Gabriela Andrejkov  z Pr¡ro dovedeckej fakulty Univerzity P.J. ›a-

f rika Ko¨ice, p edagogick˜m ved£cim Martin P l z Matematicko-fyzik lnej fakulty Uni-

verzity Komensk‚ho.

S£Ÿa‘ sa skladala z dvo ch s£Ÿa‘n˜ch dn¡. Ka‘d˜ de¤ s£Ÿa‘iaci rie¨ili tri £lohy al-

goritmick‚ho charakteru. Tento rok sa pr¡pravy zhostili tureck¡ organiz tori a to veŒmi

d“kladne { £lohy b oli oproti minul˜m ro ‡n¡kom v˜razne Ÿa‘¨ie. Ich n ro ‡nosŸ b ola umo c-

nen  a j n ro ‡n˜mi testovac¡mi d tami, tak‘e a j p omerne efekt¡vne programy z¡skavali iba

m lo b o dov.

Novinkou b ol a j sp “sob testovania. Testovanie s£Ÿa‘n˜ch programov neprebiehalo za

£‡asti ved£ceho v˜pravy s£Ÿa‘iaceho, ako p o minul‚ roky, ale neverejne. Ved£ci v˜pravy

dostali k disp oz¡cii v˜sledky testovania, programy s£Ÿa‘iacich, ako a j testovacie vstupy a

v˜stupy pre jednotliv‚ £lohy a mali tri ho diny ‡asu na zistenie pr¡padn˜ch nezrovnalost¡

pri testovan¡ a na pr¡padn‚ p o danie protestu. Bohu‘iaŒ, organiz tori nedali k disp oz¡cii

p ou‘it˜ testovac¡ software, a tak mali ved£ci v˜pravy so s£Ÿa‘iacimi k disp oz¡cii len

p omerne Ÿa‘kop dne sp “soby ladenia.

Tento rok sa n m s¡ce nep o darilo obh  jiŸ prv‚ miesto z minul‚ho roka, av¨ak toh-

toro ‡n˜ v˜sledok { dve zlat‚ a jedna bronzov  medaila { je usp oko juj£ci. Konkr‚tne

v˜sledky
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meno b o dy

Michal Fori¨ek 418 zlato

Richard Kr Œovi‡ 404 zlato

J n Senko 210 bronz

J n Lunter 107 {

n s radia v neo�ci lnom ho dnoten¡ na piatu a‘ “smu prie‡ku (p o dŒa meto diky b o-

dovania) v neo�ci lnom ho dnoten¡ kra j¡n. Na¨i tradi‡n¡ priatelia a s£p eri €esi (jedna

zlat , tri bronzov‚) a Poliaci (zlato, dve striebra a bronz) sa umiestnili p orovnateŒne s

nami. Na prv˜ch miestach sa umiestnili Vietnam (tri zlat‚, jedna strieb orn ), Rusko (tri

zlat‚, jedna bronzov ) a €¡na (dve zlat‚, dve strieb orn‚ medaily). N m m“‘e byŸ tro chu

Œ£to, ‘e J n Lunter nez¡skal medailu a ‘e J novi Senkovi sa nep o darilo zopakovaŸ zlat£

medailu z minul‚ho roka.

Martin P l

Zadania £loh 11. Medzin ro dnej informatickej olympi dy

Ob cho d¡k s kvetmi

Chcete usp oriadaŸ v˜klad v ¨ho ob cho du s kvetmi na jlep¨¡m mo‘n˜m sp “sob om. M te

F r“znych kyt¡c kvetov a na jmenej toŒko v z v rade. V zy s£ prip evnen‚ na p olicu a

s£ ‡¡slovan‚ o d 1 p o V , kde V je p o ‡et v z, zŒava doprava tak, ‘e v za 1 je na jŒavej¨ia

a v za V na jpravej¨ia. Kytice sa da j£ premiest¤ovaŸ a s£ jednozna‡ne identi�kovan‚

cel˜mi ‡¡slami o d 1 p o F . Tieto id -‡¡sla ma j£ v˜znam: ur‡uj£ p o‘adovan‚ p oradie kyt¡c

v rade v z tak, ‘e kytica i mus¡ byŸ vo v ze naŒavo o d kytice j pr ve vtedy, keƒ i < j .

Nech napr¡klad m me kyticu azaliek ( id = 1), kyticu b eg¢ni¡ ( id = 2) a kyticu cara� tov

( id = 3). Kytice mus¡me p oukladaŸ do v z, pri‡om mus¡me d vaŸ p ozor, aby ich id -‡¡sla

b oli v spr vnom p orad¡. Kytica azaliek mus¡ byŸ naŒavo o d kytice b eg¢ni¡ a b eg¢nie

musia byŸ naŒavo o d cara� tov. V pr¡pade, ‘e v z je viac ako kyt¡c, niektor‚ v zy ostan£

pr zdne. V jednej v ze m“‘e byŸ na jviac jedna kytica.

V zy (rovnako ako kytice) ma j£ r“zne charakteristiky. Teda str‡enie kytice do v zy

m  svo ju estetick£ ho dnotu vyjadren£ cel˜m ‡¡slom. Estetick‚ ho dnoty s£ vyjadren‚ v

tabuŒke ni‘¨ie. Ak v za ostane pr zdna, jej estetick  ho dnota bude rovn  0.

kytice v zy

1 (azalky)

2 (b eg¢nie)

3 (cara� ty)

1 2 3 4 5

7 23 -5 -24 16

5 21 -4 10 23

-21 5 -4 -20 20

Po dŒa tabuŒky napr¡klad azalky bud£ na jlep¨ie vyzeraŸ vo v ze 2, ale vo v ze 4 bud£

vyzeraŸ otrasne.
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Na dosiahnutie na jlep¨ieho efektu m me maximalizovaŸ s£‡et estetick˜ch ho dn“t pre

usp oriadanie pri zachovan¡ p o‘adovan‚ho p oradia kyt¡c. Ak existuje viac ne‘ jedno usp o-

riadanie s maxim lnou ho dnotou s£‡tu, vyp¡¨te Œub ovoŒn‚ z nich (pr ve jedno).

Predp oklady:

� 1 � F � 100, kde F je p o ‡et kyt¡c kvetov. Kytice s£ o ‡¡slovan‚ o d 1 p o F .

� F � V � 100, kde V je p o ‡et v z.

� � 50 � A

ij

� 50, kde A

ij

je estetick  ho dnota z¡skan  str‡en¡m i -tej kytice do j -tej

v zy.

Vstup: Vstupn˜ s£b or je textov˜ a vol  sa FLOWER.INP .

� Prv˜ riadok obsahuje dve ‡¡sla: F , V .

� Nasleduj£cich F riadkov: Ka‘d˜ z t˜chto riadkov obsahuje V cel˜ch ‡¡sel tak, ‘e

A

ij

je dan‚ ako j -te ‡¡slo na riadku ( i + 1) vstupn‚ho s£b oru.

V˜stup: V˜stupn˜ s£b or je textov˜ s£b or s menom FLOWER.OUT obsahuj£ci 2 riadky:

� Prv˜ riadok bude obsahovaŸ s£‡et estetick˜ch ho dn“t v ¨ho usp oriadania.

� Druh˜ riadok mus¡ obsahovaŸ usp oriadanie ako zoznam F ‡¡sel tak, ‘e k -te ‡¡slo na

tomto riadku ur‡uje v zu, do ktorej je vlo‘en  k -ta kytica.

Pr¡klad:

FLOWER.INP

3 5

7 23 -5 -24 16

5 21 -4 10 23

-21 5 -4 -20 20

FLOWER.OUT

53

2 4 5

Vyho dno covanie: V ¨ program m“‘e b e‘aŸ maxim lne 2 sekundy. Bo dy za ‡iasto ‡ne

spr vne v˜stupy nie s£ udeŒovan‚.

Skryt‚ k¢ dy

Je dan  mno‘ina k¢ dov˜ch slov a text. Predp oklada jme, ‘e text obsahuje spr vu, vytvo-

ren£ vnoren¡m k¢ dov˜ch slov do¤ho ƒ b elsk˜m (a mo‘no nejednozna‡n˜m) sp “sob om.

K¢ dov‚ slov  a text s£ p ostupnosti vytvoren‚ len z veŒk˜ch a mal˜ch p¡smen anglickej

ab ecedy. Rozli¨ujeme mal‚ a veŒk‚ p¡smen . D•‘ka k¢ dov‚ho slova je de�novan  obvykl˜m

sp “sob om. Napr¡klad k¢ dov‚ slovo ALL m  d•‘ku 3.

P¡smen  k¢ dov‚ho slova sa nemusia vyskytovaŸ v danom texte hneƒ p o seb e. Napr¡-

klad k¢ dov‚ slovo ALL sa v‘dy vyskytuje v texte v p ostupnosti tvaru A u L v L , kde u a v

ozna‡uj£ Œub ovoŒn‚ (mo‘no pr zdne) p ostupnosti p¡smen. Hovor¡me, ‘e A u L v L je pokr˜-

vaj£ca postupnosŸ pre ALL . Vo v¨eob ecnosti p okr˜va j£ca p ostupnosŸ pre k¢ dov‚ slovo je

de�novan  ako s£visl  p o dp ostupnosŸ textu tak , ‘e prv‚ a p osledn‚ p¡smeno p o dp ostup-

nosti s£ rovnak‚ ako v k¢ dovom slove a je mo‘n‚ z¡skaŸ z nej k¢ dov‚ slovo vymazan¡m

niektor˜ch (mo‘no ‘iadnych) p¡smen p o dp ostupnosti. Poznamena jme, ‘e k¢ dov‚ slovo

sa m“‘e vyskytovaŸ v jednej aleb o viacer˜ch p okr˜va j£cich p ostupnostiach aleb o sa v

texte v“b ec nemus¡ vyskytovaŸ. Jedna p okr˜va j£ca p ostupnosŸ m“‘e byŸ p okr˜va j£cou

p ostupnosŸou pre viac ako jedno k¢ dov‚ slovo.
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Pokr˜va j£ca p ostupnosŸ je identi�kovan  svo jou ¨tartovacou p oz¡ciou (p oz¡cia prv‚ho

p¡smena) a koncovou p oz¡ciou (p oz¡cia p osledn‚ho p¡smena) v texte (prv‚ p¡smeno textu je

p oz¡cia 1). Hovor¡me, ‘e dve p okr˜va j£ce p ostupnosti, p ovedzme c

1

a c

2

, sa neprer˜vaj£ ,

ak ¨tartovacia p oz¡cia c

1

je v„‡¨ia ne‘ ( > ) koncov  p oz¡cia c

2

aleb o naopak. Inak hovor¡me,

‘e dve p okr˜va j£ce p ostupnoti sa prekr˜vaj£ .

Kv“li z¡skaniu skrytej spr vy v texte sa p o dujmete n  jsŸ rie¨enie. Rie¨enie je mno-

‘ina p olo‘iek, z ktor˜ch ka‘d  obsahuje k¢ dov‚ slovo a p okr˜va j£cu p ostupnosŸ pre toto

k¢ dov‚ slovo tak, ‘e s£ splnen‚ nasleduj£ce p o dmienky:

a) ’iadne dve p okr˜va j£ce p ostupnosti sa navz  jom neprekr˜va j£

b) Pokr˜va j£ca p ostupnosŸ nepresiahne d•‘ku 1 000

c) S£‡et d•‘ok k¢ dov˜ch slov je maxim lny (ka‘d  z p olo‘iek prispieva k s£‡tu d•‘kou

k¢ dov‚ho slova, ktor‚ obsahuje)

V pr¡pade, ‘e existuje viac ne‘ jedno rie¨enie, vyp¡¨te Œub ovoŒn‚ (jedno) z nich.

Predp oklady:

� 1 � N � 100, kde N je p o ‡et k¢ dov˜ch slov.

� Maxim lna d•‘ka k¢ dov‚ho slova je 100 p¡smen.

� 1 � d•‘ka dan‚ho textu � 1 000 000 p¡smen.

� Hovor¡me, ‘e p okr˜va j£ca p ostupnosŸ c pre k¢ dov‚ slovo w je sprava minim lna,

ak ‘iadny vlastn˜ pre�x c (vlastn˜ pre�x c je s£visl  p o dp ostupnosŸ c za‡¡na j£ca

jej prv˜m p¡smenom krat¨ia ako c ) je p okr˜va j£ca p ostupnosŸ pre w . Napr¡klad

pre k¢ dov‚ slovo ALL , AAALAL je sprava minim lna p okr˜va j£ca p ostupnosŸ, pri‡om

AAALALAL je tie‘ p okr˜va j£ca, ale nie je sprava minim lna.

Je zaru‡en‚, ‘e v danom texte

a) pre ka‘d£ p oz¡ciu v texte, p o ‡et sprava minim lnych p ostupnost¡ obsahuj£cich

t£to p oz¡ciu neprekro ‡¡ 2 500

b) p o ‡et sprava minim lnych p ostupnost¡ neprekro ‡¡ 10 000

Vstup: Vstup om s£ dva textov‚ s£b ory: WORDS.INP a TEXT.INP . S£b or WORDS.INP

obsahuje zoznam k¢ dov˜ch slov a s£b or TEXT.INP obsahuje text.

� Prv˜ riadok s£b oru WORDS.INP obsahuje ho dnotu N . Ka‘d˜ z nasleduj£cich N

riadkov obsahuje k¢ dov‚ slovo, ktor‚ je p ostupnosŸou p¡smen b ez medzier. K¢ dov‚

slov  s£ identi�kovan‚ ich p orad¡m v˜skytu v s£b ore WORDS.INP : cel‚ ‡¡sla 1 a‘ N

sl£‘ia ako identi�ka‡n‚ ‡¡sla pre k¢ dov‚ slov .

� S£b or TEXT.INP obsahuje p ostupnosŸ p¡smen (ukon‡en£ znakom end-of-line nasle-

dovan˜m znakom end-of-�le ). Tento s£b or neobsahuje medzery.

Odp or£‡ania pre program torov v Pascale:

Rad¡me v m deklarovaŸ vstupn˜ s£b or ako typ text namiesto typ ov‚ho s£b oru kv“li

efektivite.

V˜stup: V˜stup mus¡ byŸ textov˜ s£b or s menom CODES.OUT .

� Prv˜ riadok bude obsahovaŸ s£‡et z¡skan˜ va¨¡m rie¨en¡m.

� Ka‘d˜ z nasleduj£cich riadkov bude ur‡ovaŸ jednu p olo‘ku v ¨ho rie¨enia: riadok

p ozost va z tro ch cel˜ch ‡¡sel i , s , e . Pritom i je identi�ka‡n‚ ‡¡slo k¢ dov‚ho

slova, ktor‚ sa vyskytuje v p okr˜va j£cej p ostupnosti ur‡enej ¨tartovacou p oz¡ciou

s a koncovou p oz¡ciou e . Poradie v˜stupn˜ch riadkov, ktor‚ nasleduj£ za prv˜m

riadkom, nie je d“le‘it‚.
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Pr¡klad:

WORDS.INP

4

RuN

RaBbit

HoBbit

StoP

TEXT.INP

StXRuYN vRuHoaBbvizXzt NwRRuuN NP

CODES.OUT

12

2 9 21

1 4 7

1 24 28

(Pozn mka: Skryt  spr va, ktor  sa d  z¡skaŸ z rie¨enia, je " RuN RaBbit RuN ". (al-

ternat¡vne rie¨enie m“‘e byŸ " RuN HoBbit RuN "). Pam„ta jte na to, ‘e spr va sa nem 

ob javiŸ na v˜stup e.)

Vyho dno covanie: V ¨ program m“‘e b e‘aŸ maxim lne 10 sek£nd. Bo dy za ‡iasto ‡ne

spr vne v˜stupy nie s£ udeŒovan‚.

Po dzemn‚ mesto

Ste uv„znen¡ v jednom p o dzemnom meste Cappado cie. Potulovan¡m sa v tme n ho dou

n  jdete mapu mesta. Nane¨Ÿastie, na map e nie je ‘iadna zna‡ka, ktor  by v m prezradila,

kde sa pr ve nach dzate. Va¨ou £lohou je zistiŸ to sk£man¡m mesta.

Mapa mesta je ob d•‘nikov  mrie‘ka s jednotkov˜mi ¨tvorcami. Ka‘d˜ ¨tvorec je buƒ

otvoren˜, ozna‡en˜ p¡smenom ' O ', aleb o je ‡asŸou weŒk‚ho m£ru a je ozna‡en˜ p¡smenom

' W '. Severn˜ smer je na map e tie‘ ozna‡en˜. Na¨Ÿastie m te p oruke kompas, tak‘e viete

mapu spr vne orientovaŸ. Na za‡iatku sa nach dzate na otvorenom ¨tvorci.

V¨etko za‡¡na volan¡m pro ced£ry (aleb o funkcie) start b ez argumentov. Mesto m“‘te

sk£maŸ p ou‘it¡m pro ced£r (aleb o funkci¡) look a move .

M“‘te kl sŸ ot zky formou volania funkcie look( dir ) , kde dir ozna‡uje smer, v kto-

rom sa p ozer te, ‡o m“‘e byŸ jeden zo znakov ' N ', ' S ', ' E ' aleb o ' W ' ozna‡uj£cich sever, juh,

v˜cho d resp. z pad. Predp oklada jme, ‘a argument dir je ' N '. Odp oveƒou bude p¡smeno

' O ', ak ¨tvorec na sever o d v s je otvoren˜ a ' W ', ak je tam weŒk˜ m£r. Po dobne, je mo‘n‚

p ozrieŸ sa a z¡skaŸ inform ciu o in˜ch susedn˜ch ¨tvorco ch.

M“‘te urobiŸ krok na jeden zo susedn˜ch ¨tvorcov volan¡m move( dir ) , dir ozna‡uje

smer v ¨ho kroku ako je p op¡san‚ vy¨¨ie. M“‘te urobiŸ krok len na otvoren˜ ¨tvorec.

Snaha p ohn£Ÿ sa na weŒk˜ m£r by b ola krutou chyb ou. Je mo‘n‚ dosiahnuŸ Œub ovoŒn˜

otvoren˜ ¨tvorec z Œub ovoŒn‚ho in‚ho otvoren‚ho ¨tvorca.

Va¨u £lohou je n  jsŸ p oz¡ciu otvoren‚ho ¨tvorca, na ktorom ste na¨li mapu cho den¡m

a p ozeran¡m na ‡o na jmen¨¡ p o ‡et volan¡ look(dir) . Keƒ n  jdete p oz¡ciu, mus¡te to

ozn miŸ volan¡m finish( x , y ) , kde x je horizont lna (z pado-v˜cho dn ) s£radnica a y

je vertik lna (juho-severn ) s£radnica p oz¡cie.

Predp oklady:

� 3 � U � 100, kde U je ¨¡rka mapy, t.j. d•‘ka v p o ‡te ¨tvorcov v horizont lnom

smere (t.j. z pado-v˜cho dnom).
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� 3 � V � 100, kde V je v˜¨ka mapy, t.j. d•‘ka v p o ‡te ¨tvorcov vo vertik lnom

smere (t.j. juho-severnom).

� Mesto je obkolesen‚ weŒk˜m m£rom, ktor˜ je zakreslen˜ na map e.

� Juho-z padn˜ roh mesta m  s£radnice (1 ; 1) a severo-v˜cho dn˜ roh m  s£radnice

( U; V ).

Vstup: Vstup om je textov˜ s£b or s menom UNDER.INP .

� Prv˜ riadok obsahuje dve ‡¡sla: U , V .

� Ka‘d˜ z nasleduj£cich V riadkov obsahuje riadok mapy v horizont lnom smere.

Ka‘d˜ riadok p ozost va z U znakov, tak‘e x -t˜ znak na ( V � y + 2)-tom riadku

vstupn‚ho s£b oru obsahuje inform ciu o p oz¡cii ( x; y ) na map e: Je to buƒ p¡smeno

' W ' ozna‡uj£ce weŒk˜ m£r, aleb o p¡smeno ' O ' ozna‡uj£ce otvoren˜ ¨tvorec. D ta na

t˜chto riadko ch neobsahuj£ ‘iadne medzery.

V˜stup: ’iadny v˜stupn˜ s£b or nebude vytvoren˜. V˜sledok n  jden˜ va¨¡m progra-

mom mus¡ byŸ ozn men˜ volan¡m finish( x , y ) .

Pr¡klad:

UNDER.INP

-

6

x ( E )

y

( N )

5 8

WWWWW

WWWOW

WWWOW

WOOOW

WOWOW

WOOWW

WWOOW

WWWWW

Mo‘n  interakcia, ktor  skon‡¡ spr v-

nym volan¡m finish :

start()

look('N') 'W'

look('E') 'O'

move('E')

look('E') 'W'

finish(3,5)

In¨trukcie pre program torov v Pascale: Vo va¨om zdro jovom s£b ore m te maŸ:

uses undertpu;

Tento unit (tpu) p oskytuje nasleduj£ce pro ced£ry a funkcie:

procedure start; { musi byt volana prva }

function look (dir:char):char;

procedure move (dir:char);

procedure finish (x,y:integer); { musi byt volana posledna }

In¨trukcie pre program torov v C/C++: Vo va¨om zdro jovom s£b ore m te maŸ:

#include "under.h"

Tento hlavi‡kov˜ s£b or p oskytuje nasleduj£ce deklar cie:

void start (void); /* musi byt volana prva */

char look (char);

void move (char);

void finish (int,int); /* musi byt volana posledna */
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Takisto vytvoriŸ pro jekt nazvan˜ under , ktor˜ by mal obsahovaŸ v ¨ program a kni‘-

nicu pre interakcie s n zvom underobj.obj . Na to p otrebujete p ou‘iŸ p onuku menu IDE

project a vybraŸ p olo‘ku open na vytvorenie pro jektu a p ou‘iŸ add item na prip o jenie

v ¨ho zdro jov‚ho s£b oru ( under.c aleb o under.cpp ) a s£b oru underobj.obj . Pou‘ite

voŒbu kompil tora LARGE memory mo del . (Pozor: toto je zmena oproti pam„Ÿov‚mu

mo delu sp om¡nan‚mu v Rules of Contest )

Vyho dno covanie: V ¨ program m“‘e b e‘aŸ maxim lne 5 sek£nd.

Na z¡skanie pln‚ho p o ‡tu b o dov, A , za dan˜ testovac¡ vstup, p o ‡et volan¡ look , x , mus¡

byŸ men¨¡ aleb o rovn˜ ‡¡slu M , ur‡en‚mu vyho dno covac¡m programom. Poznamena jme,

‘e M je zvolen‚ v„‡¨ie ako ( > ) minimum. ›p eci lne, M je nez visl‚ o d p oradia sk£¨ania

smerov v smere aleb o proti smeru ho dinov˜ch ru‡i‡iek. M“‘te z¡skaŸ ‡iasto ‡n˜ p o ‡et

b o dov, ak p o ‡et volan¡ lo ok je v„‡¨¡ ne‘ ( > ) M , ale men¨¡ ako ( < ) dvo jn sob ok M . Bo dy,

ktor‚ dostanete, s£ vyp o ‡¡tan‚ zaokr£hlen¡m na na jbli‘¨ie cel‚ ‡¡slo ho dnoty z¡skan‚ p o dŒa

nasleduj£ceho vzŸahu:

A ak x � M

A (2 M � x )

M

ak M < x < 2 M

0 ak x � 2 M

Za nespr vne spr vanie v ¨ho programu z¡skate 0 b o dov. Nespr vne spr vanie v tejto

£lohe s£ nasleduj£ce:

� Volanie kni‘ni‡nej pro ced£ry (aleb o funkcie) s neakceptovateŒn˜m argumentom,

napr¡klad znakom, ktor˜ neozna‡uje smer.

� Pokus p ohn£Ÿ sa do weŒk‚ho m£ru.

� NeschopnosŸ do dr‘aŸ in¨trukcie.

Ako vysk£¨aŸ v ¨ program: Vytvorte textov˜ s£b or s menom PLACE.TXT obsahuj£ci

p oz¡ciu mapy. Spustite v ¨ program. Z¡skate v˜sledok v s£b ore RESULT.TXT .

S£b or PLACE.TXT m  obsahovaŸ jedin˜ riadok obsahuj£ci horizont lne a vertik lne

s£radnice mapy. Potrebujete vytvoriŸ v ¨ vlastn˜ s£b or vstupn˜ch d t UNDER.INP . S£b or

RESULT.TXT bude obsahovaŸ dva riadky. Prv˜ riadok bude obsahovaŸ argumenty x a y z

v ¨ho volania finish( x , y ) . V druhom riadku bude spr va v tvare " You used look nnn

times ". Poznamena jme, ‘e t to sk£¨ka je pre kontrolu kompatiblity v ¨ho programu s

kni‘nicou. Nem  ni‡ do ‡inenia s korektnosŸou v ¨ho rie¨enia.

Semaf¢ry

V meste Dingilville je doprava usp oriadan  neobvykl˜m sp “sob om. S£ tam ulice a kri‘o-

vatky, ktor‚ ich sp  ja j£. Medzi Œub ovoŒn˜mi dvomi kri‘ovatkami je na jviac jedna ulica.

’iadna ulica nesp  ja kri‘ovatku samu so seb ou. €as p otrebn˜ na prejdenie ulice je rov-

nak˜ pre oba smery. Na ka‘dej kri‘ovatke je semaf¢r, na ktorom svieti v ka‘dom okamihu

mo dr‚ aleb o purpurov‚ svetlo. Farby na semaf¢re sa menia p erio dicky: Mo dr  svieti ur-

‡it£ dobu, p otom purpurov  ur‡it£ (nie nutne t£ ist£) dobu atƒ. PrejsŸ z kri‘ovatky na
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kri‘ovatku p o ulici m“‘e vozidlo vtedy a len vtedy, ak svetl  na ob o ch kri‘ovatk ch v

momente jeho o dcho du z prvej kri‘ovatky na druh£ s£ rovnakej farby. Presnej¨ie, v oka-

mihu tesne p o o dcho de vozidla z kri‘ovatky musia maŸ ob e svetl  rovnak£ farbu. Vozidl 

m“‘u ‡akaŸ na kri‘ovatk ch. M te k disp oz¡cii mapu mesta, na ktorej je

� pre ka‘d£ ulicu ‡as na jej prejdenie (cel‚ ‡¡slo),

� doby trvania ka‘dej z dvo ch farieb na ka‘dej kri‘ovatke (cel‚ ‡¡sla),

� p o ‡iato ‡n  farba svetla a ‡as zost va j£ci do prvej zmeny farby na ka‘dej kri‘ovatke.

Va¨ou £lohou je n  jsŸ cestu z danej p o ‡iato ‡nej kri‘ovatky do danej koncovej kri‘o-

vatky, ktorej prejdenie trv  minim lny ‡as. Cesta m  za‡aŸ v okamihu spustenia pre-

m vky. Ak existuje viacero tak˜chto ciest, vyp¡¨te len jednu z nich.

Predp oklady:

� 2 � N � 300, kde N je p o ‡et kri‘ovatiek. Kri‘ovatky s£ o ‡¡slovan‚ ‡¡slami o d 1 p o

N . Tieto ‡¡sla sa naz˜va j£ identi�ka‡n‚ ‡¡sla.

� 1 � M � 14 000, kde M je p o ‡et ul¡c.

� 1 � l

ij

� 100, kde l

ij

je ‡as p otrebn˜ na prejdenie cesty ved£cej z kri‘ovatky i na

kri‘ovatku j .

� 1 � t

ic

� 100, kde t

ic

je doba trvania farby c na semaf¢re na kri‘ovatke i . Index c

je buƒ B pre mo dr£ aleb o P pre purpurov£.

� 1 � r

ic

� t

ic

, kde r

ic

je zvy¨uj£ci ‡as pre p o ‡iato ‡n£ farbu na kri‘ovatke i .

Vstup: Vstup om je textov˜ s£b or s menom LIGHTS.INP .

� Prv˜ riadok obsahuje dve ‡¡sla: identi�ka‡n‚ ‡¡slo p o ‡iato ‡nej kri‘ovatky a identi-

�ka‡n‚ ‡¡slo cieŒovej kri‘ovatky.

� Druh˜ riadok obsahuje dve ‡¡sla: N , M .

� Nasleduj£cich N riadkov obsahuje inform ciu o N kri‘ovatk ch. ( i + 2)-h˜ riadok

vstupn‚ho s£b oru obsahuje inform ciu o i -tej kri‘ovatke: C

i

, r

ic

, t

iB

, t

iP

, kde C

i

je

buƒ ' B ' aleb o ' P ', ur‡uj£ce p o ‡iato ‡n£ farbu semaf¢ru na i -tej kri‘ovatke.

� Posledn˜ch M riadkov obsahuje inform ciu o M uliciach. Ka‘d˜ riadok m  tvar i ,

j , l

ij

, kde i a j s£ identi�ka‡n‚ ‡¡sla kri‘ovatiek, ktor‚ s£ sp o jen‚ touto cestou.

V˜stup: V˜stup om mus¡ byŸ textov˜ s£b or s menom LIGHTS.OUT .

Ak cesta existuje:

� Prv˜ riadok bude obsahovaŸ ‡as, ktor˜ je p otrebn˜ na prejdenie ‡asovo minim lnej

cesty z p o ‡iato ‡nej do cieŒovej kri‘ovatky.

� Druh˜ riadok bude obsahovaŸ zoznam kri‘ovatiek, ktor‚ le‘ia na vami n  jdenej

‡asovo minim lnej ceste. Vyp¡¨te kri‘ovatky do v˜stupn‚ho s£b oru v p orad¡, v

akom sa vyskytuj£ na ceste. To znamen , ‘e prv‚ cel‚ ‡¡slo v tomto riadku je

identi�ka‡n‚ ‡¡slo prvej kri‘ovatky a p osledn‚ ‡¡slo je identi�ka‡n‚ ‡¡slo p oslednej

kri‘ovatky.

Ak cesta neexistuje:

� Jedin˜ riadok obsahuj£ci ‡¡slo 0.
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Pr¡klad:

LIGHTS.INP

1 4

4 5

B 2 16 99

P 6 32 13

P 2 87 4

P 38 96 49

1 2 4

1 3 40

2 3 75

2 4 76

3 4 77

LIGHTS.OUT

127

1 2 4

Vyho dno covanie: V ¨ program m“‘e b e‘aŸ maxim lne 2 sekundy. Bo dy za ‡iasto ‡ne

spr vne v˜stupy nie s£ udeŒovan‚.

Kopy

Hra pre jedn‚ho hr ‡a sa hr  s N kopami v rade, ka‘d  z nich obsahuje nula aleb o viac

kame¤ov (viƒ obr. 32). Kopy s£ o ‡¡slovan‚ o d 1 p o N . V jednom Ÿahu si zvol¡te kopu,

napr¡klad p , a ‡¡slo, napr¡klad m . Z kopy p je n sledne prenesen˜ch m kame¤ov na ka‘d£

s ¤ou susediacich k“p. Pozri pr¡klad na obr zku 33 Kopa p m  dvo ch susedov p � 1 a p + 1,

ak 1 < p < N , suseda 2, ak p = 1, a suseda N � 1, ak p = N . Aby b olo mo‘n‚ urobiŸ

Ÿah, kopa p mus¡ maŸ asp o¤ 2 m kame¤ov, ak m  dvo ch susedov, a asp o¤ m kame¤ov, ak

m  len jedn‚ho suseda.

CieŒom hry je vyrovnaŸ v¨etky kopy, t.j. dosianuŸ, aby mali v¨etky rovnak˜ p o ‡et

kame¤ov na ‡o na jmen¨¡ mo‘n˜ p o ‡et Ÿahov. V pr¡pade, ‘e existuje viac ne‘ jedno

rie¨enie, vyp¡¨te len jedno z nich.

� �

Kopy: 1 2 3 4 5 Kopy: 1 2 3 4 5

Obr. 32: P„Ÿ k“p s 0, 7, 8, 1 a 4 kame¤mi Obr. 33: Tieto kopy p o Ÿahu: p = 2, m = 2

Predp oklady:

� Je zaru‡en‚, ‘e je mo‘n‚ vyrovnaŸ kopy na nie viac ako 10 000 Ÿahov.

� 2 � N � 200

� 0 � C

i

� 2 000, kde C

i

je p o ‡et kame¤ov v kop e i na za‡iatku hry (1 � i � N ).

Vstup: Vstup om je textov˜ s£b or s menom FLAT.INP , obsahuj£ci dva riadky.
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� Prv˜ riadok: N

� Druh˜ riadok: obsahuje N cel˜ch ‡¡sel, i -te z nich je ho dnota C

i

.

V˜stup: V˜stup om je textov˜ s£b or FLAT.OUT .

� Prv˜ riadok: p o ‡et Ÿahov: (Toto ‡¡slo ozna‡me M )

� Ka‘d˜ z nasleduj£cich M riadkov obsahuje dve cel‚ ‡¡sla reprezentuj£ce Ÿah: p , m .

†ahy vo v˜stupnom s£b ore musia byŸ vyp¡san‚ v p orad¡, v akom sa ma j£ vykonaŸ,

teda v ¨ prv˜ Ÿah bude zap¡san˜ v druhom riadku v˜stupn‚ho s£b oru.

Pr¡klad:

FLAT.INP

5

0 7 8 1 4

FLAT.OUT

5

5 2

3 4

2 4

3 1

4 2

Vyho dno covanie: V ¨ program m“‘e b e‘aŸ maxim lne 3 sekundy.

Na z¡skanie pln‚ho p o ‡tu b o dov A za dan˜ testovac¡ vstup, p o ‡et va¨ich Ÿahov x mus¡

byŸ men¨¡ aleb o rovn˜ ako ‡¡slo B , ur‡en‚ vyho dno covac¡m programom. €¡slo B nie je

nutne minim lne. V skuto ‡nosti, pre testovac¡ vstup je B zvolen‚ v z vislosti o d p o ‡tu

Ÿahov p o dŒa jedno duchej strat‚gie b ez nadbyto ‡n˜ch Ÿahov a v z visloti o d priemern‚ho

p o ‡tu kame¤ov v kop ch. M“‘ete z¡skaŸ ‡iastkov‚ b o dy. Po ‡et b o dov je vyp o ‡¡tan˜

zaokr£hlen¡m na na jbli‘¨ie cel‚ ‡¡slo p o dŒa nasleduj£ceho vzŸahu:

A ak x � B

2 A (

3

2

B � x )

B

ak B < x <

3

2

B

0 ak x �

3

2

B

P s zeme

Obyvatelia Dinginville hŒada j£ p ozemok na stavbu letiska. K disp oz¡cii je mapa kra ja.

Mapa kra ja je ob d•‘nikov  mrie‘ka z jednotkov˜ch ¨tvorcov, identi�kovan˜ch dvo jicou

s£radn¡c ( x; y ), kde x je vo dorovn  a y zvisl  s£radnica. Nadmorsk‚ v˜¨ky jednotliv˜ch

¨tvorcov s£ zakreslen‚ na map e.

Va¨ou £lohou je n  jsŸ ob d•‘nikov£ oblasŸ s maxim lnou mo‘nou plo chou (t.j. ob d•‘-

nikov£ oblasŸ obsahuj£cu na jv„‡¨¡ mo‘n˜ p o ‡et ¨tvorcov) tak£, ‘e:

a) rozdiel v˜¨ok medzi na jvy¨¨¡m a na jni‘¨¡m ¨tvorcom v oblasti nepresahuje dan˜

limit C a z rove¤

b) ¨¡rka (t.j. p o ‡et ¨tvorcov v z padov˜cho dnom smere) je na jviac 100.

V pr¡pade, ‘e existuje viacero tak˜chto oblast¡, vyp¡¨te len jednu z nich.

Predp oklady:

� 1 � U � 700, 1 � V � 700, kde U a V ozna‡uj£ rozmery mapy. Presnej¨ie, U je

p o ‡et ¨tvorcov v z pado-v˜cho dnom smere, V v juho-severnom smere.



11. Medzin rodn  informatick  olympi da, zadania 137

� 0 � C � 10

� � 30 ; 000 � H

xy

� 30 000, kde cel‚ ‡¡slo H

xy

je v˜¨ka ¨tvorca so s£radnicami ( x; y ),

� 1 � x � U , 1 � y � V .

� Juhoz padn˜ roh mapy m  s£radnice (1 ; 1), severov˜cho dn˜ roh m  s£radnice

( U; V )

Vstup: Vstup je textov˜ s£b or s n zvom LAND.INP .

� Prv˜ riadok obsahuje tri cel‚ ‡¡sla U , V a C .

� Ka‘d˜ z nasleduj£cich V riadkov obsahuje cel‚ ‡¡sla H

xy

pre x = 1 ; : : : ; U . Pres-

nej¨ie, H

xy

sa vyskytuje ako x -t‚ ‡¡slo na riadku ( V � y + 2).

V˜stup: V˜stup mus¡ byŸ texov˜ s£b or s n zvom LAND.OUT p ozost va j£ci z jedn‚ho

riadku, ktor˜ obsahuje ¨tyri cel‚ ‡¡sla ur‡uj£ce n  jden£ oblasŸ: X min , Y min , X max ,

Y max , kde ( X min; Y min ) s£ s£radnice juhoz padn‚ho rohu p ozemku a ( X max; Y max )

s£ s£radnice severov˜cho dn‚ho rohu oblasti.

Pr¡klad:

LAND.INP

10 15 4

41 40 41 38 39 39 40 42 40 40

39 40 43 40 36 37 35 39 42 42

44 41 39 40 38 40 41 38 35 37

38 38 33 39 36 37 32 36 38 40

39 40 39 39 39 40 40 41 43 41

39 40 41 38 39 38 39 39 39 42

36 39 39 39 39 40 39 41 40 41

31 37 36 41 41 40 39 41 40 40

40 40 40 42 41 40 39 39 39 39

42 40 44 40 38 40 39 39 37 41

41 41 40 39 39 40 41 40 39 40

47 45 49 43 43 41 41 40 39 42

42 41 41 39 40 39 42 40 42 42

41 44 49 43 46 41 42 41 42 42

45 40 42 42 46 42 44 40 42 41

-

6

x ( E )

y

( N )

41 40 41 38 39 39 40 42 40 40

39 40 43 40 36 37 35 39 42 42

44 41 39 40 38 40 41 38 35 37

38 38 33 39 36 37 32 36 38 40

39 40 39 39 39 40 40 41 43 41

39 40 41 38 39 38 39 39 39 42

36 39 39 39 39 40 39 41 40 41

31 37 36 41 41 40 39 41 40 40

40 40 40 42 41 40 39 39 39 39

42 40 44 40 38 40 39 39 37 41

41 41 40 39 39 40 41 40 39 40

47 45 49 43 43 41 41 40 39 42

42 41 41 39 40 39 42 40 42 42

41 44 49 43 46 41 42 41 42 42

45 40 42 42 46 42 44 40 42 41

LAND.OUT

4 5 8 11

Vyho dno covanie: V ¨ program m“‘e b e‘aŸ maxim lne 60 sek£nd. Bo dy za ‡iasto ‡ne

spr vne v˜stupy nie s£ udeŒovan‚.



Kore¨p onden‡n˜ semin r SK MO

V 48. ro ‡n¡ku matematickej olympi dy SK MO prebiehal pre na j£sp e¨nej¨¡ch olym-

pionikov predch dza j£ceho ro ‡n¡ka MO zo Slovenska kore¨p onden‡n˜ semin r SK MO.

Tento kore¨p onden‡n˜ semin r vznikol u‘ v 24. ro ‡n¡ku MO preto, aby b olo umo‘-

nen‚ venovaŸ individu lnu starostlivosŸ a j t˜m ¨tudentom, ktor¡ nenav¨tevovali triedy

so zameran¡m na matematiku. V s£‡asnosti, preto‘e existuje veŒk‚ mno‘stvo in˜ch

matematick˜ch kore¨p onden‡n˜ch semin rov (napr¡klad kra jsk˜ch, ktor˜m je venovan 

samostatn  kapitola), a preto‘e p o ‡et ¨k“l so zameran¡m na matematiku st£p ol, semin r

SK MO sa zameriava na zlep¨enie pr¡pravy v¨etk˜ch ¨tudentov, ktor¡ preuk zali svo je

schopnosti v predch dza j£cich ro ‡n¡ko ch MO. Keƒ‘e £lohy tohoto semin ra svo jou

n ro ‡nosŸou prevy¨uj£ ak£koŒvek in£ matematick£ s£Ÿa‘ pre stredo¨kol kov, semin r

sa st va d“le‘itou s£‡asŸou pr¡pravy a j na medzin ro dn£ matematick£ olympi du.

V 44. ro ‡n¡ku MO b ol KS SK MO prv˜kr t zorganizovan˜ samostatne na Slovensku.

Pozost va tradi‡ne z piatich s‚ri¡ p o sedem £loh. Do rie¨enia sa v tomto ro ‡n¡ku zap o jilo

16 ¨tudentov.

Kore¨p onden‡n˜ semin r viedol Eugen Kov ‡ a opravovanie zab ezp e‡ovali ¨tudenti

a pracovn¡ci MFF UK (v¨etko b˜val¡ olympionici).

Celkov‚ p oradie KS SK MO 1998/99

1. Peter Novotn˜ , 4 Gymn zium VeŒk  Okru‘n , ’ilina, 90 ; 5 b o du;

2. Tom ¨ Jur¡k , 3 Gymn zium Po¨tov , Ko¨ice, 73 ; 5 b o du;

3. Martin Hri¤ k , 4 Gymn zium Alejov , Ko¨ice, 71 b o dov;

4. Miroslava Sot kov  , 3 Po¨tov , Ko¨ice, 55 ; 5 b o du;

5. Peter M jek , 3 Gymn zium J. Hronca, Bratislava, 53 b o dov;

Katar¡na Quittnerov  , 1 Gymn zium Bil¡kova, Bratislava, 53 b o dov.

Uv dzame v¨etky pr¡klady tohto ro ‡n¡ka s£Ÿa‘e sp olu s rie¨eniami, preva‘ne ¨tu-

dentsk˜mi. Pr¡klady b oli vyb eran‚ z pr¡kladov zo jury MMO a z n ro dn˜ch olympi d, ‡i

in˜ch s£Ÿa‘¡ t˜chto kra j¡n: PoŒsko, Rak£sko, Kanada, Chorv tsko, Ukra jina, Bielorusko,

Bulharsko.



Zadania s£Ÿa‘n˜ch £loh KS SK MO

Prv  s‚ria

1.1 Nech n je nep rne priro dzen‚ ‡¡slo. Predp oklada jme, ‘e cel‚ nez p orn‚ ‡¡sla

x

1

; x

2

; : : : ; x

n

s£ rie¨en¡m nasleduj£cej s£stavy rovn¡c:

( x

2

� x

1

)

2

+ 2( x

2

+ x

1

) + 1 = n

2

;

( x

3

� x

2

)

2

+ 2( x

3

+ x

2

) + 1 = n

2

;

.

.

.

( x

1

� x

n

)

2

+ 2( x

1

+ x

n

) + 1 = n

2

:

Dok ‘te, ‘e x

1

= x

n

aleb o existuje j (1 5 j 5 n � 1) tak‚, ‘e x

j

= x

j +1

.

(Polish{Austrian comp. 93/94)

1.2 Nech n je priro dzen‚ ‡¡slo a nech P

0

je p evn˜ vrchol pravideln‚ho ( n + 1)-

uholn¡ka. Ostatn‚ jeho vrcholy ozna‡¡me v Œub ovoŒnom p orad¡ P

1

, P

2

, : : : ,

P

n

. Ka‘dej strane ( n + 1)-uholn¡ka prirad¡me priro dzen‚ ‡¡slo nasleduj£cim

sp “sob om: ak jej koncov˜mi vrcholmi s£ P

i

a P

j

, tak jej prirad¡me ‡¡slo j i � j j .

Nech S je s£‡et v¨etk˜ch ‡¡sel priraden˜ch stran m ( n + 1)-uholn¡ka. (Zrejme

S z le‘¡ o d p oradia ozna‡enia vrcholov.)

a) Ak  je (pri p evnom n ) na jmen¨ia mo‘n  ho dnota s£‡tu S ?

b) Pre koŒko r“znych p orad¡ ozna‡enia vrcholov sa t to minim lna ho dnota

nadob£da?

(Polish{Austrian comp. 93/94)

1.3 V rovine s£ dan‚ dve r“zne rovnob e‘n‚ priamky k ; l a kru‘nica, ktor  nem 

s priamkou k sp olo ‡n˜ b o d. Z b o du A le‘iaceho na priamke k zostro j¡me

doty‡nice k danej kru‘nici, ktor‚ pret¡na j£ priamku l v b o do ch B ; C . Nech m

je priamka prech dza j£ca b o dom A a stredom £se‡ky B C . Dok ‘te, ‘e v¨etky

takto z¡skan‚ priamky m (o dp oveda j£ce r“znym v˜b erom b o du A ) prech dza j£

jedn˜m p evn˜m b o dom.

(PoŒsko, MO 93/94)

1.4 N  jdite v¨etky tro jice racion lnych ‡¡sel x; y ; z tak˜ch, ‘e ‡¡sla

x + y + z ;

1

x

+

1

y

+

1

z

; xy z

s£ priro dzen‚.

(PoŒsko, MO 93/94)

1.5 Pre priro dzen‚ ‡¡slo n ozna‡me P

n

mno‘inu v¨etk˜ch p o dmno‘¡n mno‘iny

f 1 ; 2 ; : : : ; n g . V z vislosti o d ‡¡sla n ur‡te p o ‡et v¨etk˜ch funkci¡ g : P

n

!

! f 1 ; 2 ; : : : ; k g (kde k je p evne dan‚ priro dzen‚ ‡¡slo) tak˜ch, ‘e pre Œub ovoŒn‚
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A; B 2 P

n

plat¡

g ( A \ B ) = min( g ( A ) ; g ( B )) :

(PoŒsko, MO 93/94)

1.6 Kru‘nica vp¡san  do tro juholn¡ka AB C sa dot˜ka jeho str n AB a B C v b o do ch

P ; Q . Priamka P Q pret¡na os uhla B AC v b o de S . Dok ‘te, ‘e priamky AS

a S C s£ navz  jom kolm‚.

(PoŒsko, MO 93/94)

1.7 Nech a; b s£ re lne ‡¡sla. N  jdite v¨etky funkcie f : R � R ! R , ktor‚ pre v¨etky

x; y ; z 2 R sp•¤a j£ rovnosŸ

f ( x; y ) = a � f ( x; z ) + b � f ( y ; z ) :

(Polish{Austrian comp etition 93/94)

Druh  s‚ria

2.1 N  jdite v¨etky priro dzen‚ ‡¡sla x a y ktor‚ sp•¤a j£ rovnosŸ

x + y

2

+ z

3

= xy z ;

pri‡om z je na jv„‡¨¡ sp olo ‡n˜ deliteŒ ‡¡sel x a y .

(jury MMO, Kanada 95)

2.2 Na ¨achovnicu 8 � 8 umiestnime 32 bielych a 32 ‡iernych kame¤ov. Budeme

hovoriŸ, ‘e dva kamene tvoria spriatelen£ dvojicu , ak s£ r“znej farby a le‘ia

v rovnakom riadku aleb o v rovnakom st•p ci ¨achovnice. N  jdite na jv„‡¨¡ a na-

jmen¨¡ mo‘n˜ p o ‡et spriatelen˜ch dvoj¡c na ¨achovnici.

(KS Kanada, 95/96)

2.3 Nech O je b o d vn£tri konvexn‚ho ¨tvoruholn¡ka AB CD s obsahom S . Nech

K ; L; M a N s£ p ostupne vn£torn‚ b o dy jeho str n AB , B C , CD a D A .

Dok ‘te, ‘e ak O K B L a O MD N s£ rovnob e‘n¡ky, tak plat¡ nerovnosŸ

p

S =

=

p

S

1

+

p

S

2

, kde S

1

a S

2

s£ p ostupne obsahy ¨tvoruholn¡kov O NAK

a O LC M .

(jury MMO, Kanada 95)

2.4 Rovnostrann˜ tro juholn¡k je rozdelen˜ na n

2

zho dn˜ch rovnostrann˜ch tro-

juholn¡kov. Pav£k sed¡ v jednom z vrcholov t˜ch tro juholn¡kov a mucha v ne-

jakom inom. Pav£k a mucha sa striedavo p os£va j£ v‘dy do nejak‚ho susedn‚ho

vrcholu. Dok ‘te, ‘e pav£k m“‘e v‘dy chytiŸ muchu.

(Baltic MO, 93/94)

2.5 M me k disp oz¡cii tri neozna‡en‚ n doby: pr zdna m -litrov , pr zdna n -litrov 

a pln  ( m + n )-litrov . €¡sla m a n s£ priro dzen‚ a nes£deliteŒn‚. Dok ‘te, ‘e pre

ka‘d‚ ‡¡slo k 2 f 1 ; 2 ; : : : ; m + n � 1 g mo‘no prelievan¡m dostaŸ v ( m + n )-litrovej

n dob e k litrov vo dy.

(PoŒsko, MO 93/94)
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2.6 Dok ‘te, ‘e priro dzen‚ ‡¡slo n je s£‡inom pr ve dvo ch prvo ‡¡sel s rozdielom 2

vtedy a len vtedy, keƒ

' ( n ) � ( n ) = ( n � 3)( n + 1) ;

kde � ( n ) znamen  s£‡et v¨etk˜ch kladn˜ch deliteŒov ‡¡sla n a ' ( n ) je p o ‡et

priro dzen˜ch ‡¡sel men¨¡ch aleb o rovn˜ch n , ktor‚ s£ nes£deliteŒn‚ s n

( v ar phi ( n ) je tzv. Eulerova funkcia ).

(KS Kanada, 95/96)

2.7 Dok ‘te, ‘e s£‡ty d•‘ok protiŒahl˜ch hr n ¨tvorstena sa rovna j£ pr ve vtedy,

keƒ sa rovna j£ s£‡ty uhlov zovret˜ch stenami ¨tvorstena pri t˜chto hran ch.

(PoŒsko, MO 93/94)

Tretia s‚ria

3.1 Nech A = f 1 ; 2 ; 3 ; : : : ; 2 n g a nech g : A ! A je funkcia de�novan  pre k 2 A

vzŸahom g ( k ) = 2 n � k + 1. Zistite, ‡i existuje funkcia f : A ! A tak , ‘e pre

Œub ovoŒn‚ k 2 A plat¡ f ( k ) 6= g ( k ) a f ( f ( f ( k ))) = g ( k ), ak

a) n = 999,

b) n = 1000.

(Chorv tsko, MO 97/98)

3.2 Dok ‘te, ‘e pre k 2 N , k = 2 rovnica

x

x

1

1

+ x

x

2

2

+ : : : + x

x

k

k

= x

x

k +1

k +1

;

kde x

1

; x

2

; : : : ; x

k +1

s£ navz  jom r“zne nenulov‚ cel‚ ‡¡sla, nem  rie¨enie.

(KS Kanada, 95/96)

3.3 V tro juholn¡ku AB C plat¡ j AB j = 15, j B C j = 12, j AC j = 13. Nech M je stred

strany B C , K priese‡n¡k osi uhla AB C so stranou AC a O priese‡n¡k priamok

AM a B K . …alej nech b o d L je p„ta kolmice z b o du O na stranu AB . Dok ‘te,

‘e j < ) O LK j = j < ) O LM j .

(Baltic MO, 93/94)

3.4 Zistite, ‡i existuje priro dzen‚ ‡¡slo n > 1, ktor‚ sp•¤a nasleduj£cu p o dmienku:

Existuje rozklad mno‘iny priro dzen˜ch ‡¡sel na n nepr zdnych p o dmno‘¡n

tak˜ch, ‘e Œub ovoŒn˜ s£‡et n � 1 ‡¡sel, pri‡om ka‘d‚ vyb erieme z inej z n �

� 1 p o dmno‘¡n rozkladu, le‘¡ vo zvy¨nej n -tej p o dmno‘ine.

Pozn mka: Mno‘iny A

1

; A

2

; : : : ; A

n

tvoria rozklad mno‘iny A , ak s£ p o dvo ch

disjunktn‚ a plat¡ A

1

[ A

2

[ : : : [ A

n

= A .

(jury MMO, Kanada 95)

3.5 Nech n je priro dzen‚ ‡¡slo, n = 3. Nech x

1

; x

2

; : : : ; x

n

s£ re lne ‡¡sla tak‚, ‘e

x

i

< x

i +1

pre 1 5 i 5 n � 1. Dok ‘te, ‘e

n ( n � 1)

2

X

i<j

x

i

x

j

>

 

n � 1

X

i =1

( n � i ) x

i

!

0

@

n

X

j =2

( j � 1) x

j

1

A

:
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(jury MMO, Kanada 95)

3.6 V rovine s£ dan‚ ¨tyri navz  jom r“zne b o dy A; B ; C ; D le‘iace (v tomto p orad¡)

na priamke p , pri‡om j AB j = a , j B C j = b , j C D j = c .

a) Zostro jte (ak je to mo‘n‚) b o d P nele‘iaci na priamke p tak˜, ‘e j < ) AP B j =

= j < ) B P C j = j < ) C P D j .

b) Dok ‘te, ‘e tak˜ b o d P existuje pr ve vtedy, keƒ ( a + b )( b + c ) < 4 ac .

(Polish{Austrian comp. 93/94)

3.7 ›tvorec je rozdelen˜ na 16 zho dn˜ch ¨tvor‡ekov, ktor‚ ma j£ sp olu 25 vrcholov.

Ak˜ na jmen¨¡ p o ‡et z nich (vrcholov) mo‘no vybraŸ, aby medzi nevybrat˜mi

vrcholmi nezostali ¨tyri tak‚, ktor‚ vytv ra j£ ¨tvorec so stranami rovnob e‘n˜mi

so stranami p “vo dn‚ho ¨tvorca?

(Polish{Austrian comp. 93/94)

›tvrt  s‚ria

4.1 Pre re lne ‡¡sla x; y ; z plat¡ x

2

+ y

2

+ z

2

5 2. Dok ‘te, ‘e p otom x + y + z 5

5 2 + xy z .

(Ukra jina, MO 98)

4.2 Dan˜ je ¨tvorsten S AB C . Nech O je stred guŒovej plo chy, ktor  prech dza

vrcholom S a pret¡na hrany S A , S B a S C p ostupne v b o do ch A

1

; B

1

; C

1

tak˜ch,

‘e b o dy A; B ; C ; A

1

; B

1

; C

1

le‘ia na nejakej guŒovej plo che. Dok ‘te, ‘e priamka

S O je kolm  na rovinu AB C .

(Ukra jina, MO 98)

4.3 V kra jine Di¨tancia je n miest, pri‡om ‘iadne tri z nich nele‘ia na jednej

priamke. VzdialenosŸou dvo ch jej ‡ast¡ A a B (z ktor˜ch v ka‘dej le‘¡ asp o¤

jedno mesto) budeme rozumieŸ na jmen¨iu vzdialenosŸ medzi nejak˜m mestom

z A a nejak˜m mestom z B . Nech d je tak‚ ‡¡slo, ‘e pre Œub ovoŒn‚ rozdelenie

kra jiny na dve ‡asti (pri‡om ka‘d  obsahuje asp o¤ jedno mesto) nebude ich

vzdialenosŸ v„‡¨ia ako d . Dok ‘te, ‘e je mo‘n‚ p ostaviŸ n � 1 ciest (ka‘d  sp  ja

dve mest ), aby platili nasleduj£ce p o dmienky:

(i) d•‘ka ka‘dej cesty neprevy¨uje d ,

(ii) z ka‘d‚ho mesta sa mo‘no dostaŸ do ka‘d‚ho in‚ho.

(Ukra jina, MO 98)

4.4 Zistite, ‡i existuj£ funkcie f : R ! R , g : R ! R tak‚, ‘e pre ka‘d‚ re lne ‡¡slo

x platia rovnosti

a) f ( g ( x )) = x

2

, g ( f ( x )) = x

3

,

b) f ( g ( x )) = x

2

, g ( f ( x )) = x

4

.

(Ukra jina, MO 98)

4.5 Dok ‘te, ‘e pre Œub ovoŒn‚ priro dzen‚ ‡¡slo n > 1 existuje tak‚ priro dzen‚ ‡¡s-

lo m , ‘e pre nejak‚ cel‚ nenulov‚ ‡¡sla k

1

; k

2

; : : : ; k

m +4

s£ splnen‚ rovnosti

mn = k

1

+ k

2

+ : : : + k

m +4

= k

1997

1

+ k

1997

2

+ : : : + k

1997

m +4

:

(Ukra jina, MO 98)
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4.6 Dan˜ je rovnoramenn˜ tro juholn¡k AB C , s uhlom pri vrchole B veŒkosti 100

�

.

Vn£tri tro juholn¡ka le‘¡ b o d D , pri‡om j < ) AB D j = 25

�

, j < ) AC D j = 5

�

. Na

pred•‘en¡ ramena B A (za b o dom A ) le‘¡ b o d E , pre ktor˜ plat¡ j AE j + j C D j =

= j AC j . Zistite, ‡i s£ priamky AD a E C rovnob e‘n‚.

(Ukra jina, MO 98)

4.7 N  jdite v¨etky kone‡n‚ mno‘iny M � R obsahuj£ce asp o¤ dva prvky tak‚, ‘e

pre Œub ovoŒn‚ a; b 2 M , a 6= b plat¡

2

3

a � b

2

2 M .

(Bielorusko, MO 98)

Piata s‚ria

5.1 Nech m a n s£ priro dzen‚ ‡¡sla tak‚, ‘e A =

( m + 3)

n

+ 1

3 m

je cel‚ ‡¡slo. Dok ‘te,

‘e p otom je A nep rne cel‚ ‡¡slo.

(Bulharsko, MO 98)

5.2 Dan˜ je tro juholn¡k AB C , ktor˜ nie je tup ouhl˜. Na jeho stran ch AB , B C

a CA s£ zvonku zostro jen‚ p ostupne ¨tvorec, pravideln˜ n -uholn¡k a pravideln˜

m -uholn¡k ( m; n > 5), pri‡om ich stredy s£ vrcholmi rovnostrann‚ho tro juhol-

n¡ka. Dok ‘te, ‘e m = n = 6 a vyp o ‡¡ta jte veŒkosti uhlov tro juholn¡ka AB C .

(Bulharsko, MO 98)

5.3 Nech a

1

; a

2

; : : : ; a

n

s£ re lne ‡¡sla, pri‡om nie v¨etky s£ rovn‚ nule. Dok ‘te,

‘e rovnica

p

1 + a

1

x +

p

1 + a

2

x + : : : +

p

1 + a

n

x = n

m  na jviac jeden nenulov˜ kore¤.

(Bulharsko, MO 98)

5.4 Strany a uhloprie‡ky pravideln‚ho n -uholn¡ka P s£ ofarb en‚ k farbami tak, ‘e

(i) pre ka‘d£ farbu f a Œub ovoŒn‚ dva vrcholy A a B mnohouholn¡ka P je £se‡ka

AB ofarb en  farb ou f aleb o pre nejak˜ vrchol C s£ £se‡ky AC a B C ofarb en‚

farb ou f ;

(ii) strany Œub ovoŒn‚ho tro juholn¡ka s vrcholmi vo vrcholo ch mnohouholn¡ka P

s£ ofarb en‚ na jviac dvoma farbami.

Dok ‘te, ‘e k 5 2.

(Bulharsko, MO 98)

5.5 Zistite, ‡i existuje p ostupnosŸ kladn˜ch re lnych ‡¡sel f x

n

g

1

n =1

tak , ‘e pre

ka‘d‚ priro dzen‚ ‡¡slo n plat¡

x

n +2

=

p

x

n +1

�

p

x

n

:

(Bulharsko, MO 98)

5.6 V rovine je dan˜ch n + 1 b o dov tak, ‘e ‘iadne tri nele‘ia na priamke. Ur‡te

v¨etky priro dzen‚ ‡¡sla k sp•¤a j£ce p o dmienku: Niektor‚ z b o dov mo‘no sp o jiŸ

£se‡kami tak, ‘e Œub ovoŒn˜ch b o dov je p osp  jan˜ch pr ve k £se‡kami.
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(Bulharsko, MO 98)

5.7 Dan˜ je ostrouhl˜ tro juholn¡k AB C . Nech D ; E ; F s£ p„ty jeho v˜¨ok

spusten˜ch p ostupne z vrcholov A; B ; C . Priamka prech dza j£ca b o dom D

a rovnob e‘n  s E F pret¡na priamky AC a AB p ostupne v b o do ch Q a R .

Priamky E F a B C sa pret¡na j£ v b o de P . Dok ‘te, ‘e kru‘nica op¡san 

tro juholn¡ku P QR prech dza stredom strany B C .

(jury MMO, Argent¡na 97)
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Rie¨enia s£Ÿa‘n˜ch £loh KS SK MO

Prv  s‚ria

1.1 (Peter M jek) Polo‘me x

n +1

= x

1

a k

i

= x

i

� x

i � 1

(pre i = 2 ; 3 ; : : : ; n + 1).

Nech tie‘ k

n +1

= k

1

. Keƒ‘e n je nep rne, n

2

d va zvy¨ok 1 p o delen¡ 4. Zrejme ‡¡sla

x

i

� x

i � 1

a x

i

+ x

i � 1

ma j£ rovnak£ paritu. Ak by b oli nep rne, p otom ( x

i

� x

i � 1

)

2

+

+ 2( x

i

+ x

i � 1

) + 1 � 1 + 2 + 1 � 0 (mo d 4), ‡o nem“‘e nastaŸ. Preto k

i

= x

i

� x

i � 1

je pre ka‘d‚ i = 2 ; 3 ; : : : ; n + 1 p rne ‡¡slo. Ak o d‡¡tame dve p o seb e id£ce rovnice, p o

£prave dost vame

( x

i +1

� x

i � 1

) ( x

i +1

+ x

i � 1

+ 2 � 2 x

i

) = 0 ;

‡o p o dosaden¡ d va

( k

i +1

+ k

i

) ( k

i +1

� k

i

+ 2) = 0 :

To znamen , ‘e pre ka‘d‚ i = 1 ; 2 ; : : : ; n plat¡ k

i +1

= � k

i

aleb o k

i +1

= k

i

� 2.

Predp oklada jme sp orom, ‘e pre ‘iadne i neplat¡ k

i

= 0. Potom m me p ostupnosŸ

cel˜ch nenulov˜ch p rnych ‡¡sel k

1

; k

2

; : : : ; k

n

; k

n +1

, kde ka‘d˜ ‡len z¡skavame z pre-

do¨l‚ho p omo cou niektorej z op er ci¡ k

i +1

= � k

i

, aleb o k

i +1

= k

i

� 2. Pritom p o p ou‘it¡

nep rneho p o ‡tu ( n ) tak˜chto krokov m me dostaŸ k

n +1

= k

1

. V¨¡ma jme si znamienko

a absol£tnu ho dnotu ‡¡sel k

i

. Po ka‘dom p ou‘it¡ prvej op er cie, pri ktorej sa znamienko

zmen¡ na opa‡n‚, je p otrebn‚ urobiŸ ƒal¨iu prv£ op er ciu, aby sa znamienko vr tilo na

p “vo dn‚ (samozrejme, ‘e je mo‘n‚ zmeniŸ znamienko a j druhou op er ciou, ale v tom

pr¡pade by sme museli

"

prejsŸ cez nulu\ ). Celkovo sa teda urob¡ p rny p o ‡et op er ci¡

zmeny znamienka (aby k

n +1

= k

1

). Ak p o p ou‘it¡ druhej op er cie st£pne absol£tna

ho dnota k

i

a je v„‡¨ia ako k

1

, mus¡ sa nesk“r p ou‘iŸ druh  op er cia, aby absol£tna

ho dnota k

i

klesla. Ak p ou‘it¡m druhej op er cie absol£tna ho dnota klesne a je men¨ia

ako k

1

, mus¡ sa nesk“r p ou‘iŸ druh  op er cia, aby st£pla. Tak‘e a j p o ‡et p ou‘it¡ druhej

op er cie mus¡ byŸ p rny. Celkov˜ p o ‡et op er ci¡, p o ktor˜ch dostaneme op„Ÿ prv˜ ‡len,

je teda p rny. To je v¨ak sp or s predp okladom, ‘e n (p o ‡et op er ci¡) je nep rne ‡¡slo.

Preto mus¡ existovaŸ tak‚ i 2 f 2 ; 3 ; : : : ; n + 1 g , ‘e k

i

= 0, a teda x

i

= x

i � 1

.

1.2 (Katar¡na Quittnerov )

a) Z tro juholn¡kovej nerovnosti j a j + j b j = j a + b j (kde a; b 2 R ) vypl˜va, ‘e s£‡et

‡¡sel priraden˜ch stran m medzi vrcholmi P

i

a P

j

(kde 0 5 i; j 5 n , i 6= j ) v smere a j

proti smeru ho dinov˜ch ru‡i‡iek je asp o¤ j i � j j . ›p eci lne pre i = 0 a j = n dost vame

S = 2 n . Ho dnota 2 n sa pritom nadob£da napr¡klad pre p ostupn‚ ozna‡enie vrcholov

P

0

; P

1

; P

2

; : : : ; P

n

.

b) Nech P

i

1

; P

i

2

; : : : ; P

i

k

s£ vrcholy le‘iace medzi P

0

a P

n

v smere ho dinov˜ch

ru‡i‡iek (o d P

0

k P

n

) a P

j

1

; P

j

2

; : : : ; P

j

n � k � 1

s£ vrcholy le‘iace medzi vrcholmi P

0

a P

n

(o d P

0

k P

n

) proti smeru ho dinov˜ch ru‡i‡iek. S£‡et S bude zrejme minim lny

(t.j. S = 2 n ) pr ve vtedy, keƒ i

1

< i

2

< : : : < i

k

a j

1

< j

2

< : : : < j

n � k � 1
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(op„Ÿ to vypl˜va z tro juholn¡kovej nerovnosti). Ale mno‘iny I = f i

1

; i

2

; : : : ; i

k

g a J =

= f j

1

; j

2

; : : : ; j

n � k � 1

g s£ disjunktn‚ a I [ J = f 1 ; 2 ; : : : ; n � 1 g . To znamen , ‘e p o ‡et

r“znych p orad¡ s minim lnym s£‡tom je rovn˜ p o ‡tu p o dmno‘¡n mno‘iny f 1 ; 2 ; : : : ; n �

� 1 g , ktor˜ je 2

n � 1

.

1.3 Ozna‡me I stred a r p olomer danej kru‘nice 
. Nech N ; S s£ p o rade na jbli‘¨¡

a na jvzdialenej¨¡ b o d kru‘nice 
 o d priamky k .

—loha sa zrejme nezmen¡, ak namiesto l budeme uva‘ovaŸ priamku l

0

6� k , ktor  je

s ¤ou rovnob e‘n . Preto‘e ak dve doty‡nice ku kru‘nici 
 z b o du A pret¡na j£ priamku l

0

v b o do ch B

0

; C

0

, tak zrejme priamka m

0

prech dza j£ca b o dom A a stredom £se‡ky B

0

C

0

bude identick  s m (vypl˜va to napr¡klad z rovnoŒahlosti tro juholn¡kov AB C a AB

0

C

0

).

A B

C

E

F

I

M

N




S

T

U

V

X

�

Obr. 34

Teda nech l je doty‡nica ku kru‘nici 
 v b o de S . Ozna‡me h vzdialenosŸ priamok

k a l . ZvoŒme teraz A 2 k . Zostro jme b o dy B ; C 2 l a ozna‡me f T g =

 !

AN \ l . …alej

nech M je stred B C a j AB j = c , j B C j = a , j AC j = b .

Uva‘ujme priamku rovnob e‘n£ s k prech dza j£cu cez N a jej prieniky s AB a AC

ozna‡me E a F . Zrejme v rovnoŒahlosti so stredom A a ko e�cientom h= ( h � 2 r ) sa

tro juholn¡k AE F zobraz¡ na tro juholn¡k AB C a b o d N na b o d T . M me teda rovnosŸ

j AN j

j AT j

=

h � 2 r

h

: (1)

Zrejme 
 je kru‘nica vp¡san  do tro juholn¡ka AB C a prip¡san  tro juholn¡ku AE F .

Naviac sa dot˜ka priamky E F v b o de N . Jej obraz v uva‘ovanej rovnoŒahlosti bude

teda kru‘nica prip¡san  tro juholn¡ku AB C , dot˜ka j£ca sa priamky B C v b o de T .

Ozna‡me U , V b o dy dotyku tejto kru‘nice s priamkami AB a AC . Preto‘e plat¡

j AB j + j B T j = j AB j + j B U j = j AU j = j AV j = j AC j + j C V j = j AC j + j C T j ;
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dost vame rovnosti

j B T j � j C T j = j AC j � j AB j = b � c ; j B T j + j C T j = a :

Z toho vypl˜va j C T j =

1

2

( a � b + c ). Ale S je b o d dotyku kru‘nice vp¡sanej tro juhol-

n¡ku AB C , teda plat¡ j B S j =

1

2

( a � b + c ). OdtiaŒ m me j B S j = j C T j , tak‘e b o dy S ,

T s£ rovnako vzdialen‚ o d B , C , a teda a j j M S j = j M T j .

V¨imnime si teraz tro juholn¡k N S T a priamku m . T  pret¡na priamky N S , S T , T N

v b o do ch X ; M ; A . Potom z Menelaovej vety dost vame

j N X j

j X S j

�

j S M j

j M T j

�

j T A j

j AN j

= 1 :

Keƒ‘e j M S j = j M T j , tak

j N X j

j X S j

=

j AN j

j AT j

:

Z (1) a vzŸahu j N X j + j X S j = 2 r dost vame ƒalej

2 r � j S X j

j S X j

=

h � 2 r

h

;

o dkiaŒ

j S X j =

hr

h � r

:

(Zrejme je h � r 6= 0.) VeŒkosŸ j S X j teda z vis¡ len o d h; r , ktor‚ s£ nez visl‚ na v˜b ere

b o du A . To ale znamen , ‘e b o d X , le‘iaci na N S vo vzdialenosti hr = ( h � r ) o d S , je

sp olo ‡n˜m b o dom v¨etk˜ch priamok m .

1.4 (Katar¡na Quittnerov ) €¡sla x; y ; z s£ korene rovnice ( � � x )( � � y )( � � z ) = 0,

teda

�

3

� a�

2

+ b� � c = 0 ; (1)

kde a = x + y + z , b = xy + xz + y z =

�

1

x

+

1

y

+

1

z

�

xy z a c = xy z s£ p o dŒa zadania

priro dzen‚ ‡¡sla. Keby niektor‚ z ‡¡sel x; y ; z neb olo cel‚, p otom by sa dalo nap¡saŸ

v tvare

p

q

, kde p; q s£ cel‚, nes£deliteŒn‚ a q > 1. Po dosaden¡ do (1) a vyn sob en¡ q

2

by sme dostali, ‘e

p

3

q

= ap

2

� bpq + cq

2

je cel‚ ‡¡slo, ‡o je sp or. €¡sla x; y ; z s£ teda

cel‚ a nenulov‚ (preto‘e xy z je priro dzen‚ ‡¡slo). Navy¨e, buƒ s£ v¨etky tri kladn‚,

aleb o s£ pr ve dve z p orn‚. Predp oklada jme na jprv, ‘e pr ve dve s£ z p orn‚. Bez

ujmy na v¨eob ecnosti nech s£ to y a z . Potom plat¡

1

x

+

1

y

+

1

z

=

1

x

�

1

j y j

�

1

j z j

= 1 ;
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z ‡oho

1

x

= 1 +

1

j y j

+

1

j z j

> 1 ;

‡o pre x kladn‚ cel‚ ‡¡slo nie je mo‘n‚. €¡sla x; y ; z s£ teda v¨etky tri cel‚ kladn‚. Potom

v¨ak x + y + z a xy z s£ priro dzen‚ ‡¡sla a p “vo dn˜ probl‚m sa redukuje na n  jdenie

tak˜ch priro dzen˜ch ‡¡sel x; y ; z , ‘e

1

x

+

1

y

+

1

z

je tie‘ priro dzen‚ ‡¡slo. Bez ujmy na

v¨eob ecnosti, nech x = y = z = 1. Zrejme plat¡

1 5

1

x

+

1

y

+

1

z

5

1

z

+

1

z

+

1

z

=

3

z

5 3 ; (2)

aleb o tie‘

1

x

+

1

y

+

1

z

= n; kde n 2 f 1 ; 2 ; 3 g :

Rozob erieme v¨etky mo‘nosti.

1) Ak n = 3, p otom z (2) vypl˜va x = y = z = 1.

2) Ak n = 2, p otom z = 1. Ak by b olo z = 2, p otom

1

x

+

1

y

+

1

z

5

3

z

5

3

2

< 2, ‡o je

sp or. M me teda

1

x

+

1

y

= 1. Sp orom analogicky uk ‘eme, ‘e y 5 2, z ‡oho Œahko

dop o ‡¡tame x = y = 2.

3) Ak n = 1, p otom z 5 3. Ak by b olo z = 4, p otom

1

x

+

1

y

+

1

z

5

3

z

5

3

4

< 1,

‡o je sp or. Pre z = 1 dost vame

1

x

+

1

y

= 0, ‡o pre x; y priro dzen‚ zjavne nem 

rie¨enie. Pre z = 2 dost vame

1

x

+

1

y

=

1

2

, ‡i‘e (sp orom) y 5 4. œahko dor tame

rie¨enia y = 3, x = 6 a y = x = 4. Pre z = 3 m me

1

x

+

1

y

=

2

3

, z ‡oho vypl˜va

x = y = 3.

Rie¨eniami s£ teda Œub ovoŒn‚ p ermut cie tro j¡c f 1 ; 1 ; 1 g , f 1 ; 2 ; 2 g , f 2 ; 3 ; 6 g , f 2 ; 4 ; 4 g

a f 3 ; 3 ; 3 g .

1.5 (Katar¡na Quittnerov ) Z p o dmienky pre funkciu g vypl˜va, ‘e ak A � B , tak plat¡

g ( A ) 5 g ( B ). Ak teda p o dmno‘in m mno‘iny N = f 1 ; 2 ; : : : ; n g prirad¡me ho dnoty

z mno‘iny f 1 ; 2 ; : : : ; k g , na jmen¨ia z p ou‘it˜ch ho dn“t bude g ( ; ) a na jv„‡¨ia g ( N ) =

= m .

Po dmienku pre funkciu g m“‘eme indukciou roz¨¡riŸ do tvaru g ( A

1

\ A

2

\ : : : \ A

l

) =

= min ( g ( A

1

) ; g ( A

2

) ; : : : ; g ( A

l

)), kde l je Œub ovoŒn‚ priro dzen‚ ‡¡slo.

Ozna‡me N

i

= N n f i g . Mno‘in m N

1

; N

2

; : : : ; N

n

priraƒme Œub ovoŒn‚ ho dnoty

z mno‘iny f 1 ; 2 ; : : : ; m g . V¨etky ostatn‚ mno‘iny s£ jednozna‡ne ur‡en‚ ako prienik

niekoŒk˜ch z mno‘¡n N

1

; N

2

; : : : ; N

n

, ‡¡m je jednozna‡ne ur‡en  a j ho dnota ich obrazu.

œahko zist¡me, ‘e ka‘d  z takto de�novan˜ch funkci¡ vyhovuje zadaniu. Pre ka‘d‚ m



Kore¨ponden‡n˜ semin r SK MO, rie¨enia 149

dostaneme m

n

mo‘nost¡ oho dnotenia mno‘¡n N

1

; N

2

; : : : ; N

n

. V¨etk˜ch mo‘nost¡ je

teda

P

k

m =1

m

n

.

1.6 (Josef ›ev‡¡k) Ozna‡me uhly tro juholn¡ka �; � ; 
 . Ozna‡me V stred kru‘nice

vp¡sanej tro juholn¡ku AB C . Zrejme plat¡ j P B j = j B Q j , j < ) B P Q j =

1

2

( � � � ). Potom

j < ) AP Q j = j < ) AP S j = � � j < ) B P Q j =

1

2

( � + � ). Z rove¤ j < ) V C A j =

1

2


 a j < ) V AC j =

1

2

� .

To znamen , ‘e

j < ) AV C j = � � j < ) V C A j � j < ) V AC j =

� + �

2

= j < ) AP S j :

…alej j < ) P AS j =

1

2

� = j < ) V AC j . To znamen , ‘e tro juholn¡ky AP S a AV C s£ p o dobn‚

(p o dŒa vety uu ). OdtiaŒ dost vame

j AP j

j AS j

=

j AV j

j AC j

;

a teda

j AP j

j AV j

=

j AS j

j AC j

:

Z rove¤ v¨ak plat¡ j < ) P AV j =

1

2

� = j < ) S AC j . To znamen , ‘e a j tro juholn¡ky P AV

a S AC s£ p o dobn‚. Potom ale

j < ) V P A j = j < ) C S A j =

�

2

;

‡o je tvrdenie, ktor‚ b olo treba dok zaŸ.

A B

C

P

Q

S

V

�

Obr. 35

1.7 Funkcia f � 0 (identicky rovn  nule) zrejme vyhovuje zadaniu. …alej predp ok-

lada jme, ‘e

f 6� 0 : (1)

Po dosaden¡ y = x do rovnice

f ( x; y ) = a � f ( x; z ) + b � f ( y ; z ) (2)
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dost vame f ( x; x ) = ( a + b ) f ( x; z ). To znamen , ‘e a + b = 0, aleb o funkcia f nez vis¡

o d druhej premennej.

Ak a + b = 0, p otom f ( x; x ) = 0 pre v¨etky x 2 R . Dosaden¡m z = y do (2) dost vame

f ( x; y ) = a [ f ( x; y ) � f ( y ; y )] = a � f ( x; y ). Potom z (1) vypl˜va a = 1, b = � 1. Polo‘me

g ( x ) = f ( x; 0). Potom ak do (2) dosad¡me z = 0, m me f ( x; y ) = f ( x; 0) � f ( y ; 0) =

= g ( x ) � g ( y ).

Ak a + b 6= 0, p otom f ( x; y ) = f ( x; 0). Op„Ÿ p olo‘me g ( x ) = f ( x; 0). Z (2) p otom

dost vame g ( x ) = a � g ( x ) + b � g ( y ), ‡i‘e

(1 � a ) g ( x ) = b � g ( y ) :

Ak a = 1 a b = 0, m“‘e byŸ g Œub ovoŒn  funkcia. Ak a 6= 1, p otom g ( x ) =

b

1 � a

g ( y )

pre v¨etky x; y 2 R . Ale z (1) vypl˜va b = 1 � a a g je teda kon¨tantn  funkcia. Rovnako

pre b 6= 0.

Zhrnutie:

� Ak a + b = 1 a b 6= 0, rie¨en¡m je funkcia f ( x; y ) � c , kde c 2 R je Œub ovoŒn 

kon¨tanta.

� Ak a = 1 a b = 0, rie¨en¡m je funkcia f ( x; y ) = g ( x ), kde g : R ! R je Œub ovoŒn 

funkcia.

� Ak a = 1 a b = � 1, rie¨en¡m je funkcia f ( x; y ) = g ( x ) � g ( y ), kde g : R ! R je

Œub ovoŒn  funkcia.

� V ostatn˜ch pr¡pado ch je rie¨en¡m funkcia f ( x ) � 0.

Zrejme v ka‘dom z pr¡padov vyhovuje n  jden  funkcia zadaniu.

Druh  s‚ria

2.1 (Katar¡na Quittnerov ) Polo‘me si x = x

0

z ; y = y

0

z ; p otom x

0

+ y

2

0

z + z

2

= x

0

y

0

z

2

,

tak‘e x

0

= x

1

z ;

x

1

+ y

2

0

+ z = x

1

y

0

z

2

: (1)

Pre v¨etky priro dzen‚ k ; l plat¡

k l = k + l � 1 ; (2)

preto‘e t to nerovnosŸ je ekvivalentn  s ( k � 1)( l � 1) = 0. Z (1) vypl˜va, ‘e x

1

+ z je

deliteŒn‚ y

0

, tak‘e mus¡ x

1

+ z = y

0

, a teda s vyu‘it¡m (2) a j x

1

z = y

0

� 1 : Pre z = 3

teda plat¡

x

1

y

0

z

2

= x

1

y

0

z ( z � 1) + x

1

y

0

z = 2 x

1

y

0

z + y

0

x

1

z = z + x

1

y

0

z + y

0

( y

0

� 1) =

= z + 3 x

1

y

0

+ y

0

( y

0

� 1) = z + 2 x

1

y

0

+ ( x

1

+ y

0

� 1) + ( y

2

0

� y

0

) =

= z + x

1

+ y

2

0

+ (2 x

1

y

0

� 1) > z + x

1

+ y

2

0

;

‡o je ale sp or s (1), preto mus¡ byŸ z < 3.
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Pre z = 1 dost vame rovnicu x

1

+ y

2

0

+ 1 = x

1

y

0

, ktor  je ekvivalentn  s

( y

0

� 1) ( x

1

� y

0

� 1) = 2 :

Keƒ‘e y

0

� 1 = 0, m“‘u nastaŸ iba dve mo‘nosti a pre ka‘d£ z nich dostaneme rie¨enie:

x = x

1

= 5, y = y

1

= 2, aleb o x = x

1

= 5, y = y

0

= 3.

Pre z = 2 dost vame z rovnosti (1)

x

1

+ y

2

0

+ 2 = 4 x

1

y

0

:

Keƒ‘e x

1

+ 2 je deliteŒn‚ y

0

, mus¡ x

1

+ 2 = y

0

. S vyu‘it¡m tejto nerovnosti a (2) p otom

pre y

0

= 4 vypl˜va

4 x

1

y

0

= 3 x

1

y

0

+ ( y

0

� 2) y

0

= x

1

+ 3 y

0

� 1 + y

2

0

� 2 y

0

= x

1

+ y

2

0

+ 3 > x

1

+ y

2

0

+ 2 :

Mus¡ preto y

0

5 3. Rozobrat¡m mo‘nost¡ dostaneme ƒal¨ie dve rie¨enia: x = 4 ; y = 2 a

x = 4 ; y = 6.

Rie¨eniami s£ p otom usp oriadan‚ tro jice ( x; y ; z ) = (5 ; 2 ; 1), (5 ; 3 ; 1), (4 ; 2 ; 2),

(4 ; 6 ; 2). Zrejme v¨etky sp•¤a j£ p o dmienky zadania.

2.2 (Katar¡na Quittnerov ) Na jprv dok ‘eme, ‘e pre Œub ovoŒn‚ umiestnenie kame¤ov

je p o ‡et spriatelen˜ch dvoj¡c nana jv˜¨ 256 a na jmenej 128.

Uva‘ujme Œub ovoŒn˜ riadok. Po ‡et spriatelen˜ch dvoj¡c v tomto riadku je p otom

zrejme

pq = p (8 � p ) = (4 � (4 � p )) (4 + (4 � p )) = 16 � (4 � p )

2

5 16 ;

kde p , resp. q s£ p o ‡ty kame¤ov jednotliv˜ch farieb. Bez ujmy na v¨eob ecnosti m“‘eme

navy¨e predp okladaŸ p = q , pri‡om nazvime dominantnou p o ‡etnej¨iu farbu (teda t£,

ktor  m  v na¨om riadku p kame¤ov). S‡¡tan¡m cez v¨etky riadky a st•p ce dost vame

horn‚ ohrani‡enie p o ‡tu P v¨etk˜ch spriatelen˜ch dvoj¡c

P 5 (8 + 8) � 16 = 256 :

Vr Ÿme sa v¨ak e¨te k n ¨mu riadku a pre ka‘d˜ kame¤ v ¤om uva‘ujme p o ‡et

spriatelen˜ch dvoj¡c , v ktor˜ch sa nach dza. Ozna‡me ƒalej S s£‡et tak˜chto p o ‡tov

pre v¨etky kamene z tohto riadku. Do s£‡tu S prispieva j£ pritom jednak riadkov‚

spriatelen‚ dvojice (p o ‡tom 2 pq { ka‘d  dvakr t) a jednak st•p cov‚ spriatelen‚ dvojice .

V¨imnime si asp o¤ st•p ce prisl£cha j£ce ku kame¤om dominantnej farby v na¨om riadku.

Kame¤ov v t˜chto st•p co ch je samozrejme 8 p , z nich v¨ak len 32 m“‘e byŸ dominantnej

farby. Zvy¨n˜ch, na jmenej 8 p � 32 kame¤ov v¨ak u‘ mus¡ byŸ druhej farby, a pr ve tieto

kamene vytv ra j£ s kame¤mi dominantnej farby v na¨om riadku st•p cov‚ spriatelen‚

dvojice . Celkovo je teda

S = 2 pq + 8 p � 32 = 2 p (8 � p ) + 8 p � 32 =

= � 2 p

2

+ 24 p � 32 = 32 � 2( p � 8)( p � 4) = 32 :
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S‡¡tan¡m ho dn“t S pre v¨etky riadky dostaneme dvo jn sob ok celkov‚ho p o ‡tu spriate-

len˜ch dvoj¡c (ka‘d  b ola zap o ‡¡tan  dvakr t), tak‘e 2 P = 8 � 32 = 256, P = 128.

T˜m sme dostali horn˜ a j doln˜ o dhad P . Po ‡et 256 m“‘eme dosiahnuŸ napr¡k-

lad ¨achovnicov˜m (striedav˜m) usp oriadan¡m bielych a ‡iernych kame¤ov, p o ‡et 128

m“‘eme dosiahnuŸ napr¡klad tak, ‘e biele kamene bud£ v prv˜ch ¨tyro ch st•p co ch,

‡ierne vo zvy¨n˜ch.

2.3 Ak O le‘¡ na AC , p otom ¨tvoruholn¡ky AB CD , AK O N a O LC M s£ p o dobn‚

a plat¡ j AC j = j AO j + j O C j . Potom

p

S =

p

S

1

+

p

S

2

.

A

B

C

D

K

L

M

N

O

W X Y Z

�

Obr. 36

…alej nech O nele‘¡ na AC . Bez ujmy na v¨eob ecnosti m“‘eme predp okladaŸ, ‘e O

a D le‘ia na rovnakej strane priamky AC . Bo dom O prelo‘me priamku a jej priese‡n¡ky

s priamkami B A , AD , CD a B C ozna‡me p o p orad¡ W , X , Y a Z . Na jprv uva‘ujme

pr¡pad, keƒ W = X = A . Potom

j O W j

j O X j

= 1, zatiaŒ ‡o

j O Z j

j O Y j

> 1. Ot ‡a jme t£to priamku

okolo b o du O p okiaŒ Y = Z = C . Potom

j O W j

j O X j

> 1 a

j O Z j

j O Z j

= 1. To znamen , ‘e

v nejakej p olohe muselo platiŸ

j O W j

j O X j

=

j O Z j

j O Y j

. …alej sa zaob era jme len t˜mto pr¡padom.

Ozna‡me T

1

; T

2

; P

1

; P

2

; Q

1

a Q

2

p o p orad¡ obsahy £tvarov K B LO , N O M D , W K O ,

O LZ , O N X a Y M O . Potrebujeme dok zaŸ, ‘e T

1

+ T

2

= 2

p

S

1

S

2

. Keƒ‘e tro juholn¡ky

W B Z , W K O a O LZ s£ p o dobn‚, dost vame

p

P

1

+

p

P

2

=

p

P

1

+ T

1

+ P

2

�

j W O j

j W Z j

+

j O Z j

j W Z j

�

=

p

P

1

+ T

1

+ P

2

:
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OdtiaŒ T

1

= 2

p

P

1

P

2

. Po dobne T

2

= 2

p

Q

1

Q

2

. Preto‘e

j O W j

j O Z j

=

j O X j

j O Y j

, dost vame

P

1

P

2

=

j O W j

2

j O Z j

2

=

j O X j

2

j O Y j

2

=

Q

1

Q

2

:

Ozna‡me

P

1

P

2

=

Q

1

Q

2

= k . Potom

T

1

+ T

2

= 2

p

P

1

P

2

+ 2

p

Q

1

Q

2

= 2

p

P

1

P

2

(1 + k ) =

= 2

p

(1 + k ) P

1

(1 + k ) P

2

= 2

p

( P

1

+ Q

1

)( P

2

+ Q

2

) =

= 2

p

S

1

S

2

:

T˜m je £loha vyrie¨en .

2.4 (Katar¡na Quittnerov ) Ozna‡me si veŒk˜ tro juholn¡k ABC a zvoŒme si s£radnicov˜

syst‚m tak, aby strana AB le‘ala na osi x a b o d C mal y -ov£ s£radnicu kladn£.

Pav£ka na jprv p o¨leme do b o du C . Ak p o ceste muchu chyt¡, sme hotov¡.

Inak dok ‘eme, ‘e pav£k m“‘e (p o pr¡padnom kone‡nom p o ‡te krokov v ka‘dej

v˜¨ke) st le zostup ovaŸ (teda zmen¨ovaŸ svo ju y -ov£ s£radnicu) tak, aby sa v‘dy p o

jeho kroku mucha nach dzala v rovnostrannom tro juholn¡ku A

0

B

0

C

0

, kde C

0

je p oz¡cia

pav£ka a A

0

B

0

je ‡asŸ £se‡ky AB (aleb o A

0

= B

0

= C

0

ako b o d C

0

le‘¡ na strane AB ).

Po kone‡nom p o ‡te krokov teda pav£k muchu chyt¡. D“kaz budeme robiŸ indukciou.

1

�

Prv˜ krok je zrejme splnen˜ (pav£k je v b o de C ).

2

�

Nech je teraz pav£k v b o de C

1

, mucha v pr¡slu¨nej z¢ne A

1

B

1

C

1

(nie v b o de

C

1

) a mucha je

"

na Ÿahu\ . Ak sa mucha p osunie tak, ‘e zostane v tro juholn¡ku

A

1

B

1

C

1

(a nevlezie do C

1

), p otom sta‡¡, aby pav£k zliezol ¨ikmo doprava aleb o

¨ikmo doŒava tak, aby mal muchu op„Ÿ vo svo jej z¢ne. Ak sa mucha p osunie von

z A

1

B

1

C

1

smerom doprava (smer doŒava je analogick˜), p otom sa pav£k p osunie

tie‘ doprava (vo dorovne) a dostane tak muchu op„Ÿ do svo jej z¢ny. V tomto pr¡pade

v¨ak mucha bude na pravom okra ji novej z¢ny, tak‘e v ƒal¨om kroku z nej buƒ

nevyjde (a p otom pav£k m“‘e zost£piŸ) aleb o sa zase m“‘e p osun£Ÿ len smerom

doprava von z pav£kovej z¢ny. Posuny smerom doprava v¨ak m“‘e mucha urobiŸ len

kone‡ne veŒa kr t (k˜m nenaraz¡ na prav£ stenu tro juholn¡ka AB C ).

Zrejme pri ‘iadnom kroku nem“‘e pav£k vyjsŸ z p “vo dn‚ho tro juholn¡ka.

T˜m je d“kaz hotov˜.

2.5 (Katar¡na Quittnerov ) Bez ujmy na v¨eob ecnosti m“‘eme predp okladaŸ, ‘e m =

= n . Keƒ‘e ( m; n ) = 1, existuje priro dzen‚ ‡¡slo a 5 n a cel‚ nez p orn‚ ‡¡slo b tak‚, ‘e

am � bn = k (n sobky ‡¡sla m toti‘ d va j£ v¨etky zvy¨ky p o delen¡ ‡¡slom n ). Ozna‡me

si M , N a O p ostupne m -litrov£, n -litrov£ n dobu a ( m + n )-litrov£ n dobu. Odlejeme

z O (cez N ) ( b + 1)-kr t n litrov do M , pri‡om v‘dy, keƒ sa n m do nej cel˜ obsah N

nezmest¡, vylejeme M ( m litrov) nasp„Ÿ do O a zvy¨ok vo dy z N vylejeme do (teraz

pr zdnej) M . T˜mto sp “sob om v O zostane z = a

0

m � bn litrov, kde a

0

� 1 je p o ‡et
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vyliat¡ n doby M do O . Ak a

0

> a , p otom a

0

= a + 1 (leb o inak z = 2 m + k > m + n ),

tak‘e z = m + k a sta‡¡ M vyliaŸ do N a z O vyliaŸ m litrov vo dy do M . Ak a

0

< a ,

p otom a

0

= a � 1 (leb o inak z 5 � 2 m + k < 0), tak‘e z = k � m a sta‡¡ doplniŸ M

vo dou z N doplna a p otom vyliaŸ M do O . Ak a

0

= a , sme hotov¡. T˜m sme dok zali,

‡o b olo treba.

2.6 Ma jme n = pq , kde pq s£ prvo ‡¡sla tak‚, ‘e q = p + 2. Potom p o dŒa zn mych

vzor‡ekov plat¡

' ( n ) = ( p � 1) ( q � 1) = ( p � 1) ( p + 1) ;

� ( n ) =

p

2

� 1

p � 1

�

q

2

� 1

q � 1

= ( p + 1) ( q + 1) = ( p + 1) ( p + 3) ;

( n � 3) ( n + 1) = ( p ( p + 2) � 3) ( p ( p + 2) + 1) = ( p

2

+ 2 p � 3) ( p

2

+ 2 p + 1) =

= ( p + 3) ( p � 1) ( p + 1)

2

:

OdtiaŒ u‘ jasne vid¡me, ‘e plat¡ ' ( n ) � ( n ) = ( n � 3) ( n + 1).

Ma jme teraz priro dzen‚ ‡¡slo n s kanonick˜m rozkladom n = p

e

1

1

p

e

2

2

: : : p

e

k

k

tak‚, ‘e

' ( n ) � ( n ) = ( n � 3) ( n + 1) : (1)

Potom plat¡

' ( n ) = n

�

1 �

1

p

1

� �

1 �

1

p

2

�

: : :

�

1 �

1

p

k

�

;

� ( n ) =

p

e

1

+1

1

� 1

p

1

� 1

�

p

e

2

+1

2

� 1

p

2

� 1

: : :

p

e

k

+1

k

� 1

p

k

� 1

:

Dosaden¡m do (1) dost vame

( n � 3) ( n + 1) = n �

p

1

� 1

p

1

: : :

p

k

� 1

p

k

�

p

e

1

+1

1

� 1

p

1

� 1

: : :

p

e

k

+1

k

� 1

p

k

� 1

=

=

p

e

1

1

: : : p

e

k

k

p

1

: : : p

k

�

�

p

e

1

+1

1

� 1

�

: : :

�

p

e

k

+1

k

� 1

�

=

= p

e

1

� 1

1

: : : p

e

k

� 1

k

�

�

p

e

1

+1

1

� 1

�

: : :

�

p

e

k

+1

k

� 1

�

: (2)

Potom pre ka‘d‚ i = 1 ; 2 ; : : : ; k plat¡ p

e

i

� 1

i

j ( n � 3) ( n + 1). Keƒ‘e p

e

i

� 1

i

j n a na jv„‡¨¡

sp olo ‡n˜ deliteŒ ‡¡sel n a n + 1 je 1, tak nutne p

e

i

� 1

i

j n � 3, a teda p

e

i

� 1

i

j 3. Kladn˜mi

deliteŒmi tro jky s£ len ‡¡sla 1 a 3, tak‘e buƒ p

e

i

� 1

i

= 1 aleb o p

e

i

� 1

i

= 3. V prvom pr¡pade

dost vame e

i

= 1 a v druhom p

i

= 3, e

i

= 2. Ale preto‘e m me kanonick˜ rozklad, tak

druh  mo‘nosŸ m“‘e nastaŸ pre na jviac jedno i 2 f 1 ; 2 ; : : : ; k g . M“‘u teda nastaŸ dva

pr¡pady.
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Ak n = 3

2

� p

1

: : : p

k � 1

, p otom dosaden¡m do (2) a p o malej £prave dost vame

26

�

p

2

1

� 1

�

: : :

�

p

2

k � 1

� 1

�

= (3 p

1

: : : p

k � 1

� 1) (9 p

1

: : : p

k � 1

+ 1) : (3)

Prav  strana p oslednej rovnosti ur‡ite nie je deliteŒn  tromi, ale 3 j p

2

� 1 pre Œub ovoŒn‚

prvo ‡¡slo p 6= 3. Tak‘e mus¡ byŸ k = 1 a n = 9. Vtedy ale neplat¡ rovnosŸ zo zadania

(6 � 13 6= 6 � 10).

Ak n = p

1

: : : p

k

, p otom (2) m  tvar

( p

2

1

� 1) : : : ( p

2

k

� 1) = ( n � 3) ( n + 1) : (4)

Rozob erieme niekoŒko mo‘nost¡.

Ak k = 1, p otom n = p a ' ( n ) � ( n ) = p

2

� 1 = p

2

� 2 p � 3 + 2 p + 4 > p

2

� 2 p � 3 =

= ( n � 3) ( n + 1). Tak‘e t to mo‘nosŸ nem“‘e nastaŸ.

Ak k = 2, p otom n = pq , kde p; q s£ r“zne prvo ‡¡sla. Dosaden¡m do (1) dost vame

' ( n ) � ( n ) =

�

p

2

� 1

� �

q

2

� 1

�

= ( pq � 3) ( pq + 1) � (( p � q )

2

� 4) =

= ( n � 3) ( n + 1) � (( p � q )

2

� 4) :

To ale znamen , ‘e j p � q j = 2, a teda n je s£‡inom dvo ch prvo ‡¡sel s rozdielom 2.

Matematickou indukciou vzhŒadom na k dok ‘eme, ‘e pre k = 3 plat¡ ' ( n ) � ( n ) <

< ( n � 3) ( n + 1).

1

�

Ak k = 3, p otom n = p

1

p

2

p

3

. Bez ujmy na v¨eob ecnosti nech p

1

< p

2

< p

3

. Zrejme

p

3

� p

2

= 2, a teda ( p

2

2

� 1) ( p

2

3

� 1) 5 ( p

2

p

3

� 3) ( p

2

p

3

+ 1). Polo‘me m = p

2

p

3

,

p = p

1

. Postupn˜mi £pravami dost vame

' ( mp ) � ( mp ) =

�

p

2

1

� 1

�

: : :

�

p

2

k

� 1

� �

p

2

� 1

�

5 ( m � 3) ( m + 1)

�

p

2

� 1

�

=

= m

2

p

2

� 2 mp

2

� 3 p

2

� m

2

+ 2 m + 3 =

= ( mp � 3) ( mp + 1) + 2 mp (1 � p ) + 3(2 � p ) + m (2 � m ) <

< ( mp � 3) ( mp + 1) :

V p oslednej nerovnosti sme vyu‘ili p = 2 a m > 2.

2

�

Nech k = 3 a nech pre n = p

1

p

2

: : : p

k

plat¡ ' ( n ) � ( n ) < ( n � 3) ( n + 1). Uk ‘eme, ‘e

a j t to nerovnosŸ plat¡ a j pre n = p

1

p

2

: : : p

k

p

k +1

. Sta‡¡ na to p ou‘iŸ rovnak˜ p ostup,

ak˜ sme p ou‘ili v prvom kroku, ale pre ‡¡sla m = p

1

p

2

: : : p

k

a p = p

k +1

(pri‡om

v prvej nerovnosti vyu‘¡vame induk‡n˜ predp oklad a v p oslednej p = 2 a m > 2).

T˜m je hotov˜ induk‡n˜ krok.

Celkovo teda dost vame, ‘e m“‘e nastaŸ jedine pr¡pad k = 2, n = pq , kde p; q s£

prvo ‡¡sla, pre ktor‚ plat¡ j p � q j = 2. T˜m sme dok zali, ‡o b olo treba

2.7 Pre ¨tyri b o dy U; V ; X ; Y , ktor‚ nele‘ia v jednej rovine budeme symb olom

j < ) X ( U V ) Y j veŒkosŸ ostr‚ho uhla medzi rovinami, ktor˜ch prienikom je priamka U V
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a prech dza j£ b o dmi X , Y (t.j. ide o roviny U V X a U V Y ). Nech je dan˜ ¨tvorsten

AB CD . Dok ‘eme ekvivalenciu nasledovn˜ch dvo ch tvrden¡:

j AB j + j CD j = j AC j + j B D j ; (1)

j < ) C ( AB ) D j + j < ) A ( C ) D j B = j < ) B ( AC ) j D + j < ) A ( B D ) C j : (2)

Z tejto ekvivalencie p otom vyplynie tvrdenie v zadan¡.

D“kaz implik cie (1)= ) (2). Nech I je stred kru‘nice vp¡sanej tro juholn¡ku AB C

a nech sa t to kru‘nica dot˜ka jeho str n AB , AC , B C p ostupne v b o do ch E ; F ; K .

Nech J je stred kru‘nice vp¡sanej tro juholn¡ku B CD a nech sa t to kru‘nica dot˜ka

jeho str n B D , CD , B C p ostupne v b o do ch G; H ; L . Potom z rovnosti (1) dost vame

j AE j + j B E j + j C H j + j D H j = j AF j + j C F j + j B G j + j D G j : (3)

Z vlastnost¡ vp¡sanej kru‘nice ale vypl˜va

j AE j = j AF j ; j B E j = j B K j ; j C F j = j C K j ;

j D G j = j D H j ; j B G j = j B L j ; j C H j = j C L j :

To znamen , ‘e rovnosŸ (3) mo‘no prep¡saŸ do tvaru

j B K j + j C L j = j B L j + j C K j :

A preto‘e j B K j + j C K j = j B L j + j C L j (= j B C j ), tak j B K j = j B L j a j C K j = j C L j , ‡i‘e

b o dy K a L spl˜va j£.

Rovina I J K je zrejme kolm  na priamku B C . Potom sa priamky (v nej le‘iace),

ktor‚ prech dza j£ b o dmi I a J a s£ p ostupne kolm‚ na roviny AB C a B C pret¡na j£

v b o de, ktor˜ ozna‡¡me S . —se‡ky I E , I F , I K s£ rovnako dlh‚ (s£ to p olomery jednej

kru‘nice). To znamen , ‘e pravouhl‚ tro juholn¡ky S I E , S I F , S I K s£ zho dn‚. OdtiaŒ

dost vame rovnosti

j < ) S E I j = j < ) S F I j ; j S E j = j S F j = j S K j : (4)

Analogicky dost vame z tro juholn¡kov S J G , S J H , S J K rovnosti

j < ) S GJ j = j < ) S H J j ; j S G j = j S H j = j S K j : (5)

Tak‘e S je stredom guŒovej plo chy, ktor  sa dot˜ka hr n AB , AC , B C , B D , CD

p ostupne v b o do ch E ; F ; K ; G; H .

Ozna‡me P a Q kolm‚ priemety b o du S do rov¡n AB D a ACD . Pravouhl‚ tro juhol-

n¡ky S P E a S P G ma j£ sp olo ‡n£ o dvesnu S P a zho dn‚ z kladne S E a S G (s£ to

£se‡ky rovnakej d•‘ky ako S K ), a teda plat¡ rovnosŸ uhlov

j < ) S E P j = j < ) S GP j : (6)
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Analogicky dost vame a j

j < ) S F Q j = j < ) S H Q j : (7)

Bo dy E ; F ; G; H s£ teda kolm˜mi priemetmi b o du S na hrany AB , AC , B D , CD .

Naviac

b o dy S; E ; P ; I le‘ia v rovine kolmej na priamku AB ;

b o dy S; F ; Q; I le‘ia v rovine kolmej na priamku AC ;

b o dy S; G; P ; J le‘ia v rovine kolmej na priamku B D ;

b o dy S; H ; Q; J le‘ia v rovine kolmej na priamku CD :

OdtiaŒ dost vame (vypl˜va o dtiaŒ prv  rovnosŸ, ostatn‚ dost vame analogicky)

j < ) C ( AB ) D j = j < ) I E P j = j < ) I E S j + j < ) S E P j ;

j < ) A ( C ) D j B = j < ) QH J j = j < ) QH S j + j < ) S H J j ;

j < ) B ( AC ) j D = j < ) I F Q j = j < ) I F S j + j < ) S F Q j ;

j < ) A ( B D ) C j = j < ) P GJ j = j < ) P GS j + j < ) S GJ j :

RovnosŸ (2) je p otom priamym d“sledkom vzŸahov (4), (5), (6), (7). To plat¡ ale len ak

b o d S le‘¡ vn£tri ¨tvorstena AB CD . V opa‡nom pr¡pade, sta‡¡ v p osledn˜ch rovnostiach

pr¡slu¨n‚ uhly o d‡¡taŸ (ak napr. b o d S le‘¡ v p olpriestore opa‡nom k p olpriestoru,

ktor˜ je ur‡en˜ rovinou AB D a b o dom C , tak sa o d‡¡ta j£ j < ) S E P j a j < ) S GP j ). T˜m

je implik cia (1)= ) (2) dok zan .

Pri d“kaze opa‡nej implik cie vyu‘ijeme nasledovn£ Lemu (je zrejm‚, ‘e naoza j

plat¡).

Lema. V ka‘dom ¨tvorstene je s£‡et dvo ch uhlov pri nejakom vrchole v„‡¨¡ ako tret¡

uhol.

D“kaz implik cie (2)= ) (1). Predp oklada jme, ‘e plat¡ rovnosŸ (2) a neplat¡ (1). Bez

ujmy na v¨eob ecnosti nech

j AB j + j CD j > j AC j + j B D j (9)

(v opa‡nom pr¡pade sta‡¡ pr¡slu¨ne zameniŸ ozna‡enie).

Uva‘ujme b o d X p os£va j£ci sa p ozd•‘ hrany CD . Ak X = C , tak rozdiel j B X j �

� j C X j = j B C j > j AB j � j AC j . Ak X = D , p otom j B X j � j C X j = j B D j � j CD j <

< j AB j � j AC j (p o dŒa (9)). To znamen , ‘e existuje tak  p oloha b o du X , ‘e j B X j �

� j C X j = j AB j � j AC j , ‡i‘e

j AB j + j C X j = j AC j + j B X j :

…alej nech X je p evn˜ b o d hrany CD sp•¤a j£ci p osledn£ rovnosŸ. T to rovnosŸ je pre

¨tvorsten AB C X analogick  rovnosti (1). Potom pre tento ¨tvorsten plat¡ a j rovnosŸ

analogick  (2), ‡i‘e

j < ) C ( AB ) X j + j < ) A ( C X ) B j = j < ) B ( AC ) X j + j < ) A ( B X ) C j : (10)
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Preto‘e b o d X le‘¡ na £se‡ke CD , tak plat¡

j < ) C ( AB ) D j = j < ) C ( AB ) X j + j < ) D ( AB ) X j ;

j < ) B ( AC ) j D = j < ) B ( AC ) X j ; j < ) A ( B D ) C j = j < ) A ( B D ) X j ; (11)

j < ) A ( C ) D j B = j < ) A ( C X ) B j :

Taktie‘ plat¡

j < ) A ( B X ) C j = 180

�

� j < ) A ( B X ) D j : (12)

Po dosaden¡ rovnost¡ (11) do (2) a rovnosti (12) do (10) dost vame

j < ) C ( AB ) X j + j < ) D ( AB ) X j + j < ) A ( C X ) B j = j < ) B ( AC ) X j + j < ) A ( B D ) X j ;

j < ) C ( AB ) X j + j < ) A ( C X ) B j = j < ) B ( AC ) X j + 180

�

� j < ) A ( B X ) D j ;

ktor‚ n m dokopy d va j£

j < ) D ( AB ) X j = j < ) A ( B D ) X j + j < ) A ( B X ) D j � 180

�

: (13)

Nech Z je Œub ovoŒn˜ b o d vn£tri ¨tvorstena AB D X . Ozna‡me p ostupne U; V ; W

kolm‚ priemety b o du Z do rov¡n B D X , B AX , B AD . Priemetmi b o dov V a W na

hranu AB je ten ist˜ b o d Y (je to priemet b o du Z na AB ). V ¨tvoruholn¡ku Z V Y W

s£ uhly pri vrcholo ch V a W prav‚. To znamen , ‘e

j < ) A ( B D ) X j = j < ) V Y W j = 180

�

� j < ) V W Z j :

Analogicky plat¡

j < ) A ( B D ) X j = 180

�

� j < ) U Z W j ; j < ) A ( B X ) D j = 180

�

� j < ) U Z V j :

Potom z (13) dost vame

j < ) V Z W j = j < ) U Z W j + j < ) U Z V j :

A to je u‘ sp or: preto‘e AB D X je (nedegenerovan˜) ¨tvorsten, tak b o dy Z ; U; V ; W

nele‘ia v jednej rovine, a teda a j Z U V W je (nedegenerovan˜) ¨tvorsten. Potom dost -

vame sp or s tvrden¡m Lemy . T˜m je dok zan  a j druh  implik cia.

OdtiaŒ u‘ priamo vypl˜va dokazovan‚ tvrdenie (my sme dok zali tro¨ku silnej¨ie

tvrdenie).

Tretia s‚ria

3.1 Vyrie¨ime v¨eob ecn˜ pr¡pad. Ozna‡me f

(0)

( k ) = f ( k ) a f

( n )

( k ) = f ( f

( n � 1)

( k ))

pre n 2 N . Je zrejm‚, ‘e f

( m + n )

( k ) = f

( m )

( f

( n )

( k )). V¨imnime si tie‘, ‘e g ( g ( k )) =

= g (2 n � k + 1) = k pre v¨etky k 2 A . Predp oklada jme, ‘e funkcia f sp•¤a j£ca
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dan‚ p o dmienky existuje. Keƒ si teraz zvol¡me k , budeme sk£maŸ f

( n )

( k ) ako funkciu

premennej n , m me f

( n +6)

= f

(3)

( f

(3)

( f

( n )

( k ))) = g ( g ( f

( n )

( k ))) = f

( n )

( k ). Z toho je

zrejm‚, ‘e t to funkcia je p erio dick  a pre na jmen¨iu kladn£ p eri¢ du T plat¡ T j 6. Ak

by T = 2, m me f ( f ( k )) = k , z ‡oho p otom a j g ( k ) = f ( f ( f ( k ))) = f ( k ). To je ale

sp or so zadan¡m. …alej T = 1 d va f ( k ) = k , ‡o op„Ÿ vedie na f ( f ( k )) = k . Pre T = 3

by sme dostali 2 n � k + 1 = g ( k ) = f

(3)

( k ) = k . To ale nikdy nenastane (kv“li parite).

Ost va teda jedine T = 6.

Zostro jme teraz pre ka‘d‚ k 2 A mno‘inu O

k

= f f

( n )

( k ); n 2 N

0

g , ktor  obsahuje

(vzhŒadom na p eri¢ du T = 6) ¨esŸ prvkov. Keƒ teraz pre nejak‚ l 2 A plat¡ l 2 O

k

,

p otom zrejme O

l

� O

k

(leb o O

k

obsahuje l a teda a j f ( l ), f

(2)

( l ), atƒ). Mno‘iny O

k

a O

l

ma j£ v¨ak ob e pr ve ¨esŸ prvkov, preto O

l

= O

k

. Potom v¨ak f O

k

; k 2 A g je

rozkladom A na ¨esŸprvkov‚ mno‘iny, ‡i‘e p o ‡et prvkov A mus¡ byŸ deliteŒn˜ ¨iestimi,

teda 6 j 2 n , z ‡oho dost vame nutn£ p o dmienku existencie funkcie f : 3 j n . To, ‘e t to

p o dmienka je a j p osta‡uj£ca, uk ‘eme kon¨trukciou funkcie f pre ka‘d‚ n deliteŒn‚

tromi. Nech n = 3 m ( m 2 N ). De�nujme funkciu f pre k = 1 ; 2 ; : : : ; n nasledovne:

f ( k ) = k + m , f ( k + m ) = k + 2 m , f ( k + 2 m ) = 2 n � k + 1, f ( k + 3 m ) = m � k + 1,

f ( k + 4 m ) = k + 3 m a f ( k + 5 m ) = k + 4 m . Je zrejm‚, ‘e f ( k ) 6= g ( k ) a f

(3)

( k ) = g ( k )

si ‡itateŒ Œahko over¡ s m.

›p eci lne pre n = 999 tak  funkcia existuje a pre n = 1000 neexistuje.

3.2 (Katar¡na Quittnerov ) Nech z

1

; z

2

; : : : ; z

m

(kde m = 1) s£ cel‚ ‡¡sla tak‚, ‘e

� 1 > z

1

> z

2

> : : : > z

m

. Polo‘me A

p

=

P

m

i = p

z

z

i

i

(tak‘e A

1

= z

z

1

1

+ A

2

). Potom

j A

2

j =

�

�

�

�

�

m

X

i =2

z

z

i

i

�

�

�

�

�

5

m

X

i =2

j z

z

i

i

j =

m

X

i =2

j z

i

j

�j z

i

j

<

m

X

i =2

j z

1

j

�j z

i

j

<

1

X

j = j z

1

j +1

j z

1

j

� j

=

=

1

X

j = j z

1

j +1

1

j z

1

j

j

=

1

j z

1

j

j z

1

j +1

�

1

1 �

1

j z

1

j

= j z

1

j

�j z

1

j

�

1

j z

1

j � 1

5 j z

1

j

�j z

1

j

:

To znamen , ‘e j A

2

j < j z

1

j

�j z

1

j

. Potom

0 < j z

1

j

�j z

1

j

� j A

2

j 5 j A

1

j 5 j z

1

j

�j z

1

j

+ j A

2

j < 2 j z

1

j

�j z

1

j

5 1

Preto‘e x

x

je cel‚ ‡¡slo pre x = � 1 cel‚ nenulov‚, a A

1

nie je cel‚ ‡¡slo (preto‘e 0 <

< j A

1

j < 1), tak buƒ medzi ‡¡slami x

i

nie s£ ‘iadne ‡¡sla men¨ie ne‘ � 1 aleb o v¨etky

x

1

; : : : ; x

k

a j x

k +1

s£ men¨ie ako � 1. Rozob erieme tieto pr¡pady.

1) ak s£ v¨etky men¨ie ako � 1, m“‘eme uva‘ovaŸ sumu A

0

= A

1

� x

x

k +1

k +1

. Ozna‡me

na jv„‡¨ie (na jmen¨ie v absol£tnej ho dnote) z ‡¡sel x

1

; : : : ; x

k +1

ako z . Potom

A

0

= z

z

+ A

0

0

(pr¡padne A

0

= � ( z

z

+ A

0

0

) ak z = x

k +1

). Analogickou £vahou

dostaneme j A

0

0

j < j z j

�j z j

, a teda 0 < j z j

�j z j

� j A

0

0

j = j z j

�j z j

� j � A

0

0

j 5 j z

z

+ A

0

0

j =

= j A

0

j . Tak‘e v tomto pr¡pade rovnica nem  rie¨enie.

2) ak s£ v¨etky x

1

; : : : ; x

k +1

asp o¤ � 1, ozna‡me na jv„‡¨ie z nich M . Preto‘e k = 2

a ‡¡sla s£ navz  jom r“zne, tak M = 2. Keby M = x

i

pre nejak‚ i 5 k , p otom

x

x

1

1

+ : : : + x

x

k

k

= M

M

� 1 = 2 M

M � 1

� 1 >

> M

M � 1

� 1 + ( M � 1)

M � 1

> ( M � 1)

M � 1

= x

x

k +1

k +1

:
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To je ale sp or, teda nutne M = x

k +1

. Bez ujmy na v¨eob ecnosti m“‘eme pred-

p okladaŸ, ‘e x

k +1

> x

k

> : : : > x

1

. Indukciou vzhŒadom na k uk ‘me, ‘e pre cel‚

nenulov‚ x

i

= � 1 sp•¤a j£ce nerovnosti x

k +1

> x

k

> : : : > x

1

plat¡

x

x

1

1

+ : : : + x

x

k

k

< x

x

k +1

k +1

:

Pre k = 1 je tvrdenie zrejm‚. Teraz nech tvrdenie plat¡ pre k � 1. Dok ‘eme, ‘e

plat¡ a j pre k . Ma jme teda x

k +1

> x

k

. Potom x

k +1

= 2 a plat¡

x

x

k +1

k +1

= 2 x

x

k +1

� 1

k +1

= 2 x

x

k

k +1

> 2 x

x

k

k

> x

x

k

k

+ : : : + x

x

1

1

:

Teda rovnica nem  ani v tomto pr¡pade rie¨enie.

A B

C

K

M

N = L

O

�

Obr. 37

3.3 Ozna‡me N priese‡n¡k priamky C O s AB . Priamky

AM ; B K ; C N sa pret¡na j£ v jednom b o de O . Potom

z C�evovej vety vypl˜va

j AN j

j N B j

�

j B M j

j M C j

�

j C K j

j K A j

= 1 :

Priamka B K je osou uhla pri vrchole B , a teda plat¡

j C K j

j K A j

=

j B C j

j AB j

=

4

5

: (1)

Keƒ‘e plat¡ j B M j = j C M j (preto‘e AM je Ÿa‘nica), tak

dost vame

j N B j

j AN j

=

4

5

: (2)

Na druhej strane j AN j + j N B j = j AB j = 15, p otom

j AN j =

25

3

; j B N j =

20

3

:

Z (1) a (2) vypl˜va, ‘e priamky B C a K L s£ rovnob e‘n‚. Nech D je p„ta v˜¨ky

na stranu AB . Potom plat¡

j AD j

2

� j B D j

2

= ( j AC j

2

� j CD j

2

) � ( j B C j

2

� j CD j

2

) =

= j AC j

2

� j B C j

2

= 13

2

� 12

2

= 25 :

…alej plat¡

j AN j

2

� j B N j

2

=

�

25

3

�

2

�

�

20

3

�

2

= 25 :
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Na strane AB je v¨ak iba jeden b o d X , pre ktor˜ plat¡ j AX j

2

� j B X j

2

= 25. Z toho, ale

vypl˜va, ‘e N , D a L s£ toto‘n‚ b o dy. Bo d M je stredom op¡sanej kru‘nice tro juholn¡ku

B C N . Teda tro juholn¡k C M N je rovnoramenn˜ a plat¡

j < ) C N M j = j < ) N C M j :

Keƒ‘e priamka K N je rovnob e‘n  s priamkou B C , p otom

j < ) C N K j = j < ) N C M j :

Keƒ‘e b o d L je toto‘n˜ s b o dom N , tak plat¡

j < ) O LK j = j < ) C N K j = j < ) N C M j = j < ) C N M j = j < ) O LM j :

3.4 (Vladim¡r Marko) Dok ‘eme, ‘e tak‚ priro dzen‚ ‡¡slo n neexistuje.

Pre n = 2 je s£‡et n � 1 ‡¡sel len jedno ‡¡slo, ktor‚ zrejme patr¡ len do tej mno‘iny,

v ktorej je, a teda toto n nevyhovuje.

Pre n = 3 budeme p ostup ovaŸ sp orom. Nech sa d  mno‘ina N rozdeliŸ na n

p o dmno‘¡n sp•¤a j£cich dan£ p o dmienku. Potom medzi t˜mito mno‘inami (p o dŒa

Dirichletovho princ¡pu ) existuje mno‘ina A , ktor  obsahuje asp o¤ dve ‡¡sla z mno‘iny

f 1 ; 2 ; : : : ; n + 1 g , zrejme je rozdiel medzi t˜mito dvomi ‡¡slami nana jv˜¨ n . Rozl¡¨ime

dva pr¡pady:

� Existuje tak  mno‘ina A , ‘e rozdiel medzi niektor˜mi jej prvkami je men¨¡ ako

n , ozna‡me tieto ‡¡sla x a x + d , d < n . Vezmime teraz Œub ovoŒn£ in£ mno‘inu B

a jej Œub ovoŒn˜ prvok y . Potom

y 2 B ) y + d 2 B [ A : (1)

Ak by toti‘ y + d 2 C , C 6= A ; B , p otom by sme vzali s£‡et S Œub ovoŒn˜ch n �

� 3 ‡¡sel z mno‘¡n in˜ch ako A ; B ; C (pr¡padne pre n = 3 m me S = 0), p otom

S + x + ( y + d ) m  patriŸ B a S + ( x + d ) + y m  patriŸ C , ‡o je sp or, leb o

S + ( x + d ) + y = S + x + ( y + d ).

Teraz vezmime mno‘inu A tak, ‘e na jmen¨¡ rozdiel medzi jej dvomi prvkami d je

na jmen¨¡ zo v¨etk˜ch mno‘¡n rozkladu mno‘iny N . Potom ‡¡sla x + 1 ; x + 2 ; : : : ; x +

+ d � 1 musia patriŸ r“znym mno‘in m r“znym o d A . €¡sla x + d + 1 ; x + d +

+ 2 ; : : : ; x + 2 d � 1 p o dŒa u‘ dok zan‚ho tvrdenia (1) patria buƒ A , ‡o vzhŒadom

na minimalitu d nie je mo‘n‚, aleb o tej istej mno‘ine, ktor  obsahuje ‡¡slo o d

men¨ie. Preto dvo jice ( x + 1 ; x + d + 1), ( x + 2 ; x + d + 2) a‘ ( x + d � 1 ; x + 2 d �

� 1) patria do jednej mno‘iny. Teraz v¨ak zrejme m“‘eme mno‘inu A

0

obsahuj£cu

dvo jicu ( x + 1 ; x + d + 1) zvoliŸ za p o ‡iato ‡n£ a rovnakou £vahou dostaneme, ‘e

dvo jica prvkov ( x + 1 + ( d � 1) ; x + d + 1 + ( d � 1)) = ( x + d; x + 2 d ) patr¡ tej

istej mno‘ine, ‡i‘e a j x + 2 d 2 A . Dvo jicu prvkov ( x + d; x + 2 d ) m“‘eme teraz

zvoliŸ za ( x

0

; x

0

+ d ) atƒ. Postupne dost vame, ‘e v mno‘ine A le‘ia v¨etky prvky
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x; x + d; x + 2 d; : : : ; x + k d; : : : , prvky x + 1 ; x + d + 1 ; x + 2 d + 1 ; : : : ; x + k d + 1 ; : : :

v ƒal¨ej mno‘ine atƒ.

Tvrdenie (1) zrejme plat¡ a j naopak (Œahko sa obr tia £vahy), ‡i‘e

y + d 2 B ) y 2 A [ B

a cel£ predch dza j£cu £vahu mo‘no roz¨¡riŸ a j na ‡¡sla men¨ie ako x a dost vame

rozklad N nie na n ale na d , d < n mno‘¡n, ‡o je sp or.

� Neexistuje mno‘ina A s ‡¡slami x; x + d , d < n . Keƒ‘e sme v¨ak u‘ dok zali, ‘e

d 5 n , p otom p ou‘it¡m £vah ako v predch dza j£com pr¡pade dostaneme rozklad

mno‘iny N na zvy¨kov‚ triedy mo dulo n , ‡i‘e v jednotliv˜ch mno‘in ch bud£ ‡¡sla

d va j£ce ten ist˜ zvy¨ok p o delen¡ ‡¡slom n . Potom ak s‡¡tame p o jednom ‡¡sle

z ka‘dej mno‘iny a s£‡et ozna‡¡me S , zrejme

S �

n

X

i =1

i (mo d n ) :

€¡slo S � 1 mus¡ patriŸ zvy¨kovej triede obsahuj£cej 1, ‡i‘e S � 1 � 1 (mo d n )

a p o dobne S � 2 � 2 (mo d n ). Tak v¨ak dost vame, ‘e z rove¤ 2 � S � 4

(mo d n ), ‡o nie je mo‘n‚, leb o 2 � 4 (mo d n ) len pre n 5 2. Op„Ÿ dost vame

sp or.

Tvrdenie je teda dok zan‚, hŒadan˜ rozklad neexistuje.

3.5 (Peter Novotn˜) Polo‘me

A =

n ( n � 1)

2

X

i<j

x

i

x

j

�

 

n � 1

X

i =1

( n � i ) x

i

!

0

@

n

X

j =2

( j � 1) x

j

1

A

:

Potom je nerovnosŸ v zadan¡ ekvivalentn  s A > 0. Ma jme 1 5 i < j 5 n . œahko mo‘no

zistiŸ, ‘e ko e�cient v A pri x

i

x

j

je

1

2

n ( n � 1) � ( n � i ) ( j � 1) � ( n � j ) ( i � 1). A ko e�cient

pri x

2

i

(pre 1 5 i 5 n ) je ( n � i ) ( i � 1). Teda

A =

X

i<j

x

i

x

j

�

n ( n � 1)

2

� ( n � i ) ( j � 1) � ( n � j ) ( i � 1)

�

�

n

X

i =1

x

2

i

( n � i ) ( i � 1) :

Sk£ma jme ƒalej s£‡et

B =

X

1 5 t<r 5 s<p 5 n

( x

p

� x

r

) ( x

s

� x

t

) =

X

1 5 t<r 5 s<p 5 n

( x

p

x

s

� x

r

x

s

� x

p

x

t

+ x

r

x

t

) :

Po dŒa zadania plat¡ x

1

< x

2

< : : : < x

n

. To znamen , ‘e B > 0.

Uk ‘eme, ‘e B = A . Na to sta‡¡ vyp o ‡¡taŸ ko e�cienty v B pri x

2

i

a pri x

i

x

j

. Nech

teda 1 5 i 5 n . Po s‡¡tan¡ B mo‘no dostaŸ x

2

i

len pre i = r = s . Potom p m“‘e
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nadob£daŸ ho dnoty i + 1 ; i + 2 ; : : : ; n , ‡o je n � i mo‘nost¡, a t m“‘e nadob£daŸ ho dnoty

1 ; 2 ; : : : ; i � 1, ‡o je i � 1 mo‘nost¡. Ko e�cient pri x

2

i

teda bude � ( n � i ) ( i � 1).

…alej ma jme 1 5 i < j 5 n . Na ur‡enie ko e�cientu pri x

i

x

j

rozob erieme niekoŒko

mo‘nost¡ (p o dŒa toho ako ten ‡len dostaneme).

1) Ak i = s , j = p , tak m me 1 5 t < r 5 i < j 5 n . œahko mo‘no vyp o ‡¡taŸ, ‘e

ko e�cient pri x

i

x

j

bude

1

2

i ( i � 1).

2) Ak i = r , j = s , tak m me 1 5 t < i 5 j < p 5 n . Dost vame ko e�cient

( n � j ) ( i � 1).

3) Ak i = t , j = p , tak m me 1 5 i < r 5 s < j 5 n . Dost vame ko e�cient

1

2

( j � i ) ( j � i � 1).

4) Ak i = t , j = r , tak m me 1 5 i < j 5 s < p 5 n . Dost vame ko e�cient

1

2

( n � j ) ( n � j + 1).

Po rozn sob en¡ Œahko dost vame, ‘e

n ( n � 1)

2

� ( n � i ) ( j � 1) � ( n � j ) ( i � 1) =

=

i ( i � 1)

2

� ( n � i ) ( j � 1) �

( j � i ) ( j � i � 1)

2

+

( n � j ) ( n � j + 1)

2

:

OdtiaŒ p orovnan¡m ko e�cientov okam‘ite zist¡me, ‘e A = B . No a vyu‘it¡m B > 0

dost vame dokazovan£ nerovnosŸ.

3.6 (Tom ¨ Jur¡k)

a) Zrejme P nele‘¡ na priamke p , teda P B je os uhla AP C a P C os uhla B P D .

Keƒ‘e os uhla del¡ protiŒahl£ stranu v p omere priŒahl˜ch str n, plat¡:

j AP j

j C P j

=

a

b

;

j B P j

j D P j

=

b

c

:

Preto b o d P mus¡ le‘aŸ v priese‡n¡ku dvo ch Ap oll¢niov˜ch kru‘n¡c k

1

; k

2

nad £se‡kami

AC a B D (v pr¡pade a = b , pr¡p. b = c sa z Ap oll¢niovej kru‘nice st va priamka kolm 

na p ). —loha m  zrejme v‘dy nula aleb o dve rie¨enia.

b) VzhŒadom na symetriu mo‘no predp okladaŸ a = c . Rozl¡¨ime niekoŒko pr¡padov:

� a = b > c ; vtedy je Ap oll¢niovou kru‘nicou k

1

priamka kolm  na p v b o de B a

k

2

je kru‘nica s priemerom C X , kde X le‘¡ na p olpriamke

�!

CD . Zrejme v tomto

pr¡pade £loha nem  rie¨enie. Pre d

�

l‘ky a; b; c plat¡

( a + b ) ( b + c ) = 2 a ( a + c ) = 2 a

2

+ 2 ac > 4 ac ;

nerovnosŸ v zadan¡ nie je splnen .

� a > b = c ; v tomto pr¡pade je Ap oll¢niovou kru‘nicou k

2

priamka kolm  na p v

b o de C a k

1

je kru‘nica s priemerom B X , kde X le‘¡ na p olpriamke

�!

CD . —loha

m  zrejme v tomto pr¡pade v‘dy dve rie¨enia. Pre d•‘ky a; b; c plat¡

( a + b ) ( b + c ) = ( a + b )2 b = 2 ab + 2 b

2

< 4 ab < 4 ac ;
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nerovnosŸ v zadan¡ je splnen .

� a = b = c ; ob e Ap oll¢niove kru‘nice s£ priamky, a s£ zrejme disjunktn‚. Pre d•‘ky

a; b; c plat¡

( a + b ) ( b + c ) = 4 a

2

= 4 ac ;

nerovnosŸ v zadan¡ nie je splnen .

� a = c < b ; kru‘nica k

1

m  priemer X

1

B , kde X

1

le‘¡ na p olpriamke

�!

B A a k

2

m 

priemer B X

2

, kde X

2

le‘¡ na p olpriamke

�!

CD . Tieto kru‘nice sa zrejme nepret¡na j£

a £loha nem  rie¨enie. Pre d•‘ky a; b; c plat¡

( a + b ) ( b + c ) = ( a + b )

2

= a

2

+ 2 ab + b

2

> 4 a

2

= 4 ac ;

nerovnosŸ v zadan¡ nie je splnen .

� a = c > b ; kru‘nica k

1

m  priemer B X

1

, kde X

1

le‘¡ na p olpriamke

�!

CD a k

2

m 

priemer X

2

C , kde X

2

le‘¡ na p olpriamke

�!

B A . Tieto kru‘nice sa zrejme pret¡na j£

a £loha m  dve rie¨enia. Pre d•‘ky a; b; c plat¡

( a + b ) ( b + c ) = ( a + b )

2

= a

2

+ 2 ab + b

2

< 4 a

2

= 4 ac ;

nerovnosŸ v zadan¡ je splnen .

� a > c > b ; geometrick  situ cia je rovnak  ako v pr¡pade a = c > b , a teda £loha

m  dve rie¨enia. Pre d•‘ky a; b; c plat¡

( a + b ) ( b + c ) < 2 a � 2 c = 4 ac ;

nerovnosŸ v zadan¡ je splnen .

� b > a > c ; geometrick  situ cia je rovnak  ako v pr¡pade a = c < b , a teda £loha

nem  rie¨enie. Pre d•‘ky a; b; c plat¡

( a + b ) ( b + c ) > 2 a � 2 c = 4 ac ;

nerovnosŸ v zadan¡ nie je splnen .

� a > b > c ; kru‘nica k

1

m  priemer B X

1

, kde X

1

le‘¡ na p olpriamke

�!

CD a k

2

m  priemer C X

2

, kde X

2

le‘¡ na p olpriamke

�!

CD . Tieto kru‘nice ma j£ nepr zdny

prienik mimo p pr ve vtedy, keƒ ma j£ nepr zdny prienik £se‡ky B X

1

a C X

2

, teda

zrejme keƒ X

1

le‘¡ na £se‡ke C X

2

b ez jej kra jn˜ch b o dov. Tentokr t mus¡me ur‡iŸ

presn£ p olohu b o dov X

1

; X

2

. Ozna‡me vzdialenosti j C X

1

j = y

1

a j D X

2

j = y

2

.

Keƒ‘e

AX

1

C X

1

=

a

b

, tak

a + b + c

y

1

=

a

b

. Preto plat¡ rovnosŸ ay

1

= ab + b

2

+ by

1

,

ktor£ mo‘no upraviŸ na y

1

=

b ( a + b )

a � b

. Po dobne mo‘no o dvo diŸ, ‘e y

2

=

c ( b + c )

b � c

.

Zrejme X

1

2 C X

2

pr ve vtedy, keƒ j C X

1

j < j C X

2

j , t.j. keƒ j C X

1

j < j D X

2

j + j CD j .

Z tejto rovnosti p o dosaden¡

b ( a + b )

a � b

< c +

c ( b + c )

b � c

=

2 bc

b � c

:
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Jedno duch˜mi ekvivalentn˜mi £pravami ( b > c ) mo‘no t£to nerovnosŸ upraviŸ na

( a + b ) ( b + c ) < 4 ac :

T˜m sme preverili v¨etky pr¡pady a dok zali, ‘e b o d P existuje pr ve vtedy, keƒ je

splnen  nerovnosŸ zo zadania.

3.7 Na £vo d p r £vah, ktor‚ vyu‘ijeme v ƒal¨om texte. Ozna‡me 1. a‘ 5. radom

jednotliv‚ rady zdola nahor. œahko nahliadneme, ‘e b o dy 1. a 2. radu tvoria vrcholy

¨tyro ch ¨tvor‡ekov 1 � 1, b o dy 1. a 3. radu tro ch ¨tvor‡ekov 2 � 2, b o dy 1. a 4. radu

dvo ch ¨tvor‡ekov 3 � 3 a 1. a 5. radu tvoria vrcholy jedn‚ho ¨tvorca 4 � 4. To n s

vedie k z veru, ‘e z 1. a 2. radu mus¡me sp olu vybraŸ asp o¤ dva vrcholy, aby nezostali

¨tyri vrcholy tvoriace jeden zo sp om¡nan˜ch ¨tvor‡ekov 1 � 1. —vahu zov¨eob ecn¡me

a dost vame, ‘e na

"

zru¨enie\ ¨tvor‡ekov 1 � 1 v dvo ch susedn˜ch rado ch mus¡me z

t˜chto dokopy o dobraŸ asp o¤ dva vrcholy. Po dobne na

"

zru¨enie\ ¨tvor‡ekov 2 � 2

s vrcholmi v dvo ch rado ch vzdialen˜ch 2, ako a j ¨tvor‡ekov 3 � 3 s vrcholmi v dvo ch

rado ch vzdialen˜ch 3, mus¡me o dobraŸ z t˜chto radov sp olu asp o¤ dva vrcholy. Naopak,

na

"

zru¨enie\ ¨tvorca 4 � 4 sta‡¡ o dobraŸ jeden vrchol.

Teraz uk ‘eme, ‘e sp olu mus¡me o dobraŸ na jmenej osem vrcholov. Dok ‘eme to

sp orom - predp oklada jme, ‘e sta‡¡ vybraŸ sedem vrcholov.

Lema. Z ka‘d‚ho radu mus¡me vybraŸ asp o¤ jeden vrchol.

1

2

3

4

5

A B C D E

�

Obr. 38

1

2

3

4

5

A B C D E

�

Obr. 39

D“kaz. Na jprv predp oklada jme, ‘e z 2. radu nemus¡me o dobraŸ ‘iaden vrchol. Tento je

susedn˜ s 1. a 3. radom. NakoŒko z 2. radu nevyb er me ‘iaden vrchol, mus¡me vybraŸ

p o dva vrcholy z 1. a 3. radu. Po dobne na z klade p o ‡iato ‡n˜ch £vah mus¡me a j

zo 4. a 5. radu vybraŸ p o 2 vrcholy. Sp olu sme tak o dobrali u‘ osem b o dov, ‡o je

sp or. Preto mus¡me nutne z 2. radu vybraŸ asp o¤ jeden vrchol. Analogicky mus¡me

o dobraŸ asp o¤ jeden vrchol a j z 3. a 4. radu. Predp oklada jme v¨ak, ‘e asp o¤ z 1. radu

nemus¡me vybraŸ ‘iaden vrchol. Potom v¨ak nutne z 2., 3. a 4. radu treba vybraŸ p o

dva b o dy a z 5. radu asp o¤ jeden b o d. Z 2. a 3. radu pritom nem“‘eme o dob eraŸ

vrcholy Œub ovoŒne, ale aby sme

"

zru¨ili\ v¨etky ¨tvor‡eky 1 � 1 a 2 � 2 s b o dmi le‘iacimi

v 1. rade, mus¡me vybraŸ asp o¤ b o dy B2, D2 a C3. (viƒ obr. 38)

Na druhej strane, v 4. rade mus¡me p onechaŸ b o d C4 (inak by sme toti‘

"

nezru¨ili\

v¨etky ¨tvor‡eky 3 � 3 s vrcholmi v 1. a 4. rade { dok ‘te si sami). Potom v¨ak, aby

sme

"

zru¨ili\ v¨etky ¨tvor‡eky 2 � 2 s vrcholmi v 2. a 4. rade, nutne mus¡me o dobraŸ
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b o dy A4 a E4 (viƒ obr. 39). T˜m sme v¨ak

"

nezru¨ili\ v¨etky ¨tvor‡eky 1 � 1 medzi

4. a 5. radom { to sa n m p o dar¡ iba ak o dob erieme vrchol C5. Z 5. radu teraz u‘

nem“‘eme o dobraŸ ‘iaden ƒal¨¡ vrchol, a teda ¨tvorec 4 � 4 sa u‘ ned 

"

zru¨iŸ\ , ‡o je

sp or. T˜m sme dok zali, ‘e a j z 1. radu (a teda tie‘ z 5. radu) mus¡me o dobraŸ asp o¤

jeden vrchol, ‡¡m je d“kaz lemy ukon‡en˜.

Z¡skan˜ p oznatok hneƒ vyu‘ijeme. Ak toti‘ mus¡me z ka‘d‚ho radu o dobraŸ asp o¤

jeden vrchol a sp olu m“‘eme o dobraŸ iba 7 vrcholov, nutne existuj£ asp o¤ tri rady,

z ktor˜ch vyb erieme pr ve jeden b o d. Tieto (rady) m“‘u byŸ iba v tak˜chto vz  jomn˜ch

p oloh ch:

� � 	 


�

Obr. 40

œahko sa presved‡¡me, ‘e s v˜nimkou tretej mo‘nosti, nie je zo ‘iadnej inej mo‘n‚

o dobraŸ tri vrcholy (z ka‘d‚ho radu p o jednom) tak, aby sme

"

zru¨ili\ v¨etky ¨tvor‡eky

tvoren‚ b o dmi t˜chto tro ch radov (b ez ujmy na v¨eob ecnosti sta‡¡ za‡aŸ tak ako

na obr zko ch). Zost va teda vysk£¨aŸ tretiu mo‘nosŸ. Sp o ‡¡va v rozlo‘en¡ zn zornenom

na obr. 41. V¨imnime si teraz ¨tvor‡eky 2 � 2 medzi 3. a 5. radom. Ak neo dob erieme vr-

chol C3, mus¡me kv“li nim o dobraŸ b o dy A3 a E3, t˜m sme v¨ak

"

nezru¨ili\ ¨tvor‡ek B3-

C4. Preto mus¡me nutne o dobraŸ vrchol C3 a p o ¤om a j vrchol B3 (jedin  mo‘nosŸ ako

"

zru¨iŸ\ z rove¤ v¨etky ¨tvor‡eky 1 � 1 medzi 3. a 4. radom a taktie‘ ¨tvor‡eky 2 � 2

medzi 1. a 3. radom (viƒ. obr. 42). Z 2. radu v¨ak u‘ nie sme schopn¡ o dobraŸ iba

dva vrcholy, aby sme

"

zru¨ili\ v¨etky zvy¨n‚ ¨tvor‡eky, ‡o je sp or.

1

2

3

4

5

A B C D E

�

Obr. 41

1

2

3

4

5

A B C D E




Obr. 42

1

2

3

4

5

A B C D E

�

Obr. 43

T˜m sme dok zali, ‘e p otrebujeme o dobraŸ minim lne osem vrcholov. Jeden zo sp “-

sob ov ako je to mo‘n‚, ukazuje obr. 43. Mimo cho dom, vƒaka dok zan‚mu m“‘eme

v p “vo dnej £lohe (¨tvor‡ekov  sieŸ 9 � 9) zdola ohrani‡iŸ minim lny p o ‡et o dobran˜ch

vrcholov ‡¡slom 4 � 8 = 32.
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›tvrt  s‚ria

4.1 Zaob era jme sa na jprv pr¡padom, keƒ je niektor‚ z ‡¡sel x; y ; z z p orn‚ (nech z < 0).

Potom z nerovnosti ( x � 1)

2

+ ( y � 1)

2

= 0 dost vame x + y 5 1 +

1

2

( x

2

+ y

2

) < 1 + 1 = 2.

Okrem toho xy 5

1

2

( x

2

+ y

2

) < 1. Potom z ( xy � 1) > 0, ‡i‘e xy z > z . No a o dtiaŒ u‘

dost vame 2 + xy z > x + y + z .

…alej ozna‡me A = 2 + xy z � ( x + y + z ), B = x

2

+ y

2

+ z

2

� 2 a zaob era jme sa

pr¡padom, keƒ s£ v¨etky ‡¡sla x; y ; z nez p orn‚. Potom m“‘u nastaŸ dve mo‘nosti.

1) Ak ( x � 1) ( y � 1) ( z � 1) = 0, p otom

2 A + B = ( x + y + z � 2)

2

+ 2( x � 1) ( y � 1) ( z � 1) = 0 :

To znamen , ‘e ak B 5 0, tak nutne A = 0.

2) Nech ( x � 1) ( y � 1) ( z � 1) < 0. Ak by b olo jedno z ‡¡sel x � 1 ; y � 1 ; z � 1

z p orn‚ a ostatn‚ dve kladn‚, p otom nie je splnen  rovnosŸ B 5 0. Teda plat¡

0 5 x; y ; z < 1. Potom ale

A = (1 � x ) (1 � y ) + (1 � xy ) (1 � z ) = 0 :

T˜m sme dok zali p o‘adovan£ nerovnosŸ.

4.2 (Peter M jek) Ozna‡me P stred guŒovej plo chy prech dza j£cej b o dmi A; B ; C ; A

1

; B

1

; C

1

.

Premietnime si kolmo cel˜ ¨tvorsten AB C S do roviny AB S . Priemety b o dov O a P

ozna‡me p o rade O

0

a P

0

. Keƒ‘e b o d O m  rovnak£ vzdialenosŸ o d b o dov S; A

1

; B

1

,

tak a j jeho kolm˜ priemet bude maŸ rovnak£ vzdialenosŸ o d b o dov S; A

1

; B

1

, a teda

bude stredom kru‘nice op¡sanej tro juholn¡ku S A

1

B

1

(v rovine S A

1

B

1

). Analogicky by

sme uk zali, ‘e b o d P

0

je stred kru‘nice, ktor  prech dza b o dmi A; B ; A

1

; B

1

.

Predp oklada jme, ‘e b o d O

0

le‘¡ vn£tri tro juholn¡ka AB C . Ak by le‘al na jeho obvo de,

aleb o mimo neho, mohli by sme previesŸ analogick‚ £vahy. Ozna‡me � = j < ) S AB j , � =

= j < ) S B A j . ›tvoruholn¡k AB B

1

A

1

je tetivov˜, tak‘e

j < ) B B

1

A

1

j = � � � ; j < ) AA

1

B

1

j = � � � :

Ale uhly A

1

B

1

S a B B

1

A

1

s£ susedn‚, teda j < ) A

1

B

1

S j = � a j < ) B

1

A

1

S j = � .

…alej ozna‡me B

0

p„tu kolmice z b o du O

0

na £se‡ku AS a S

0

priese‡n¡k priamok S O

0

a AB . Z vety o obvo dov˜ch a stredov˜ch uhlo ch vypl˜va j < ) S O

0

B

0

j = � . Z p o dobnosti

tro juholn¡kov AS

0

S a O

0

B

0

S (ma j£ dva zho dn‚ uhly) dost vame S O

0

? AB . OdtiaŒ

a z kolmosti rov¡n S O O

0

a S AB vidno, ‘e a j priamka AB je kolm  na rovinu S O O

0

,

a teda S O ? AB . Analogicky by sme uk zali, ‘e S O ? AC , ‡o znamen , ‘e priamka

S O je kolm  na rovinu AB C . T˜m sme dok zali, ‡o b olo treba.

4.3 Ozna‡me D mno‘inu v¨etk˜ch miest Di¨tancie. ZvoŒme si Œub ovoŒn‚ mesto M

1

.

Po dŒa zadania p otom mus¡ existovaŸ nejak‚ mesto M

2

2 D n f M

1

g vzdialen‚ o d M

1

nana jv˜¨ d . Medzi mestami M

1

a M

2

p ostav¡me prv£ cestu.
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Po dobne mus¡ byŸ vzdialenosŸ niektor‚ho z miest M

1

, M

2

o d niektor‚ho mesta M

3

2

2 D n f M

1

; M

2

g nana jv˜¨ d . Tu p ostav¡me druh£ cestu.

T˜mto sp “sob om n  jdeme p ostupne pre k = 4 ; 5 ; : : : ; n mesto M

k

vzdialen‚ na-

na jv˜¨ d o d niektor‚ho z miest M

1

, M

2

, : : : , M

k � 1

. Medzi t˜mito dvoma mestami

p ostav¡me ( k � 1)-v£ cestu, ‡¡m mesto M

k

"

nap o j¡me\ na sieŸ ciest medzi mestami

M

1

, M

2

, : : : , M

k � 1

, p o ktorej sa d  dostaŸ z ka‘d‚ho mesta M

i

do mesta M

j

, i , j

2 f 1 ; 2 ; : : : ; k � 1 g , i 6= j . T˜m sme splnili p o dmienky zadania.

4.4 a) Predp oklada jme, ‘e f ; g vyhovuj£ pre v¨etky x 2 R p o dmienkam

f ( g ( x )) = x

2

; (1)

g ( f ( x )) = x

3

: (2)

Nech pre x

1

; x

2

2 R plat¡ f ( x

1

) = f ( x

2

). Potom z x

3

1

= g ( f ( x

1

)) = g ( f ( x

2

)) = x

3

2

dost vame x

1

= x

2

, ‡o znamen , ‘e funkcia f je prost . …alej pre ka‘d‚ x 2 R plat¡

(dosaden¡m f ( x ) za x do (1) a aplikovan¡m f na ob e strany rovnosti (2))

f ( x )

2

= f ( g ( f ( x ))) = f ( x

3

) :

Ak dosad¡me za x p ostupne � 1 ; 0 ; 1, dost vame f (0) ; f ( � 1) ; f (1) 2 f 0 ; 1 g , ‡o je ale sp or

s t˜m, ‘e f je prost , leb o m me len dve r“zne ho dnoty pre tri r“zne argumenty. Teda

tak‚ f ; g neexistuj£.

b) Funkcie s p o‘adovan˜mi vlastnosŸami existuj£, napr¡klad:

f ( x ) =

8

>

>

<

>

>

:

j x j

2

p

j ln j x jj

1

0

pre x 6= 0 ; � 1 ; 1,

pre x = � 1 ; 1,

pre x = 0,

g ( x ) =

(

j x j

j ln j x jj

0

pre x 6= 0,

pre x = 0.

Ost va e¨te overiŸ, ‘e uveden‚ funkcie vyhovuj£ zadan˜m vzŸahom (p ozor na p o d-

mienky!).

4.5 Nech sp omedzi ‡¡sel k

i

je jedno rovn‚ � ( n + 2)

2

, ƒalej

�

( n + 2)

1997

+ ( n + 2)

�

‡¡sel

rovn˜ch n + 2 a p ‡¡sel rovn˜ch � 1 (ho dnotu p ur‡¡me nesk“r). Potom

X

i

k

i

= ( n + 2)

1998

� p =

X

i

k

1997

i

:

Pritom p o ‡et ‡¡sel k

i

je m + 4 = ( n + 2)

1997

+ ( n + 2) + 1 + p . Naviac m  platiŸ rovnosŸ

mn =

�

( n + 2)

1997

+ ( n + 2) + p � 3

�

n =

X

i

k

i

= ( n + 2)

1998

� p :

OdtiaŒ dost vame pre p p o dmienku

p ( n + 1) = ( n + 2)

1998

� n ( n + 2)

1997

� n ( n + 2) + 3 n :
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Zrejme je v˜raz na pravej strane kladn˜. Sta‡¡ u‘ len dok zaŸ, ‘e je deliteŒn˜ n + 1. Ale

( n + 2)

1998

� n ( n + 2)

1997

� n ( n + 2) + 3 n � 1 � ( � 1)1 � ( � 1)1 � 3 = 0 (mo d n + 1).

T˜m sme dok zali, ‘e pre nami zvolen‚ m a ‡¡sla k

i

s£ splnen‚ p o dmienky zadania.

4.6 (Miroslava Sot kov ) Vyp o ‡¡ta jme veŒkosti uhlov j < ) B AD j = '

1

a j < ) B E C j = '

2

.

Tieto uhly s£ rovnak‚ pr ve vtedy, keƒ s£ priamky E C a AD rovnob e‘n‚. Ozna‡me T

1

resp. T

2

p„ty kolm¡c z b o du D resp. C na priamku AB . Potom dost vame

tg '

1

=

j T

1

D j

j T

1

A j

:

Bez ujmy na v¨eob ecnosti nech j B C j = j AB j = 1. Potom zo s¡nusov˜ch viet dost vame

j B D j =

sin 35

�

sin 70

�

; j T

1

D j =

sin 25

�

sin 35

�

sin 70

�

; j AT

1

j = 1 �

cos 25

�

sin 35

�

sin 70

�

:

Dosaden¡m a £pravou p omo cou goniometrick˜ch vzorcov dostaneme

tg '

1

=

sin 25

�

sin 35

�

sin 70

�

� sin 35

�

cos 35

�

=

sin 25

�

2 cos 35

�

� cos 25

�

=

=

sin (15

�

+ 10

�

)

2 cos (45

�

� 10

�

) � cos (15

�

+ 10

�

)

:

…alej vieme, ‘e

sin 15

�

=

r

1 � cos 30

�

2

=

p

3 � 1

2

p

2

; cos 15

�

=

r

1 + cos 30

�

2

=

p

3 + 1

2

p

2

:

Dosaden¡m a £pravou dostaneme

tg '

1

=

p

3 � 1

2

p

2

cos 10

�

+

p

3+1

2

p

2

sin 10

�

p

2(sin 10

�

+ cos 10

�

) �

p

3+1

2

p

2

cos 10

�

+

p

3 � 1

2

p

2

sin 10

�

=

=

(

p

3 � 1) cos 10

�

+ (

p

3 + 1) sin 10

�

p

3((

p

3 � 1) cos 10

�

+ (

p

3 + 1) sin 10

�

)

=

1

p

3

:

Keƒ‘e '

1

< 90

�

, tak p otom dost vame '

1

= 30

�

. …alej vid¡me, ‘e

j T

2

C j = sin 80

�

= cos 10

�

;

j E T

2

j = j AC j � j CD j + 1 + cos 80

�

= 2 cos 40

�

�

sin 75

�

sin 70

�

+ 1 + sin 10

�

:

Potom £pravami dost vame

tg '

2

=

cos 10

�

2 cos 40

�

�

sin 75

�

sin 70

�

+ 1 + sin 10

�

=

cos 10

�

p

3 cos 10

�

+ (1 �

sin 75

�

sin 70

�

)

>

1

p

3

:



170

Keƒ‘e a j '

2

< 90

�

, dost vame '

1

> 30

�

. Teda '

1

6= '

2

, ‡o znamen , ‘e priamky E C ,

AD nie s£ rovnob e‘n‚.

4.7 Mno‘ina M nem“‘e obsahovaŸ nulu. Keby toti‘ 0 2 M , vezmeme x 2 M , x 6= 0

a p ostupnou voŒb ou a

k

=

�

2

3

�

k

x , b

k

= 0 (pre k = 0 ; 1 ; 2 ; : : : ) dostaneme zo vzŸahu

2

3

a

k

� b

2

k

2 M , ‘e mno‘ina M bude nekone‡n , ‡o je sp or.

Nech a

1

; a

2

; : : : ; a

n

s£ v¨etky prvky mno‘iny M , pri‡om a

1

< a

2

< : : : < a

n

.

Ak a

n

> 0, p otom pre prvky b

k

=

2

3

a

k

� a

2

n

( k = 1 ; 2 ; : : : ; n � 1) mno‘iny M plat¡

b

1

< b

2

< : : : < b

n � 1

. Naviac b

n � 1

<

2

3

a

n � 1

<

2

3

a

n

< a

n

. To znamen , ‘e nutne mus¡

byŸ a

k

= b

k

, ‡i‘e a

k

= � 3 a

2

n

, pre k = 1 ; 2 ; : : : ; n � 1. Ale preto‘e ‡¡sla a

k

s£ navz  jom

r“zne, dost vame n = 2.

Nech a

n

< 0. Ozna‡me si c

k ;l

=

2

3

a

k

� a

2

l

(pre k ; l = 1 ; 2 ; : : : ; n ). Predp oklada jme

na jprv, ‘e n = 4. Preto‘e n � 1 prvkov c

n; 1

< c

n; 2

< : : : < c

n;n � 1

mno‘iny M sa mus¡

rovnaŸ niektor˜m z n ‡¡sel a

1

< a

2

< : : : < a

n

, mus¡ platiŸ c

n; 1

= a

1

aleb o c

n; 2

= a

2

.

Po dobne (pre n � 1 ‡¡sel c

n � 1 ; 1

< c

n � 1 ; 2

< : : : < c

n � 1 ;n � 2

< c

n � 1 ;n

a pre n � 1 ‡¡sel

c

n � 2 ; 1

< c

n � 2 ; 2

< : : : < c

n � 2 ;n � 3

< c

n � 2 ;n � 1

< c

n � 2 ;n

) dostaneme c

n � 1 ; 1

= a

1

aleb o

c

n � 1 ; 1

= a

2

a tie‘ c

n � 2 ; 1

= a

1

aleb o c

n � 2 ; 1

= a

2

. To ale znamen , ‘e dve z ‡¡sel c

n; 1

,

c

n � 1 ; 1

, c

n � 2 ; 1

(a teda a j z ‡¡sel

2

3

a

n

,

2

3

a

n � 1

,

2

3

a

n � 2

) sa musia rovnaŸ, ‡o je sp or.

Vy¨etr¡me e¨te pr¡pad a

n

< 0 pre n = 3 (vtedy a

n � 2

= a

1

a c

n � 2 ; 1

nemus¡ patriŸ

do M ). Mus¡ platiŸ c

3 ; 2

> c

3 ; 1

> c

2 ; 1

a c

2 ; 3

> c

1 ; 3

> c

1 ; 2

. To znamen , ‘e

2

3

a

3

� a

2

2

=

= c

3 ; 2

= a

3

a

2

3

a

1

� a

2

2

= c

1 ; 2

= a

1

. Tak‘e

1

3

a

3

= � a

2

2

=

1

3

a

1

, ‡o nie je mo‘n‚.

Zost va n m jedine pr¡pad n = 2. Potom pre prvky a

1

; a

2

mus¡ nastaŸ jedna

z mo‘nost¡:

1)

2

3

a

1

� a

2

2

= a

1

,

2

3

a

2

� a

2

1

= a

2

,

2)

2

3

a

1

� a

2

2

= a

2

,

2

3

a

2

� a

2

1

= a

1

,

3)

2

3

a

1

� a

2

2

= a

1

,

2

3

a

2

� a

2

1

= a

1

,

4)

2

3

a

1

� a

2

2

= a

2

,

2

3

a

2

� a

2

1

= a

2

.

›tvrt˜ pr¡pad je (p o z mene a

1

a a

2

) rovnak˜ ako tret¡ pr¡pad; ak teda v treŸom

pr¡pade nebudeme predp okladaŸ a

1

< a

2

, ¨tvrt˜ pr¡pad rie¨iŸ nemus¡me. Rozob erme

teraz pr¡pady 1), 2) a 3).

1) Z rovnosti

2

3

a

1

� a

2

2

= a

1

vypl˜va a

1

= � 3 a

2

2

. Po dosaden¡ do rovnosti

2

3

a

2

� a

2

1

=

= a

2

a p o £prave dostaneme

a

2

�

a

2

+

1

3

�

�

9 a

2

2

� 3 a

2

+ 1

�

= 0 ;

pri‡om kvadratick  rovnica 9 a

2

2

� 3 a

2

+ 1 = 0 nem  re lne korene. Keƒ‘e nem“‘e byŸ

ani a

2

= 0 a pre a

2

= �

1

3

dost vame a

1

= �

1

3

= a

2

, tak tomuto pr¡padu nevyhovuje

‘iadna mno‘ina M .

2) Z rovnosti

2

3

a

1

� a

2

2

= a

2

vypl˜va a

1

=

3

2

( a

2

2

+ a

2

). Po dosaden¡ do rovnice

2

3

a

2

� a

2

1

= a

1

a p o £prave dostaneme

a

2

�

a

2

+

1

3

�

�

9 a

2

2

+ 15 a

2

+ 10

�

= 0 ;
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kde kvadratick  rovnica 9 a

2

2

+ 15 a

2

+ 10 = 0 nem  re lne korene a pre a

2

= �

1

3

dost vame a

1

= �

1

3

= a

2

. Tak‘e ani tomuto pr¡padu nevyhovuje ‘iadna mno‘ina M .

3) Z rovnosti

2

3

a

1

� a

2

2

= a

1

vypl˜va a

1

= � 3 a

2

2

. Po dosaden¡ do rovnice

2

3

a

2

� a

2

1

= a

1

a £prave dost vame

a

2

�

a

2

+

1

3

�

2

�

a

2

�

2

3

�

= 0 :

Pre a

2

= �

1

3

m me a

1

= �

1

3

= �

2

, tak‘e nutne mus¡ byŸ a

2

=

2

3

, a

1

= � 3 a

2

2

= �

4

3

.

Jedinou mno‘inou vyhovuj£cou p o dmienkam £lohy je teda M = f

2

3

; �

4

3

g (Œahko sa

mo‘no presved‡iŸ, ‘e naoza j vyhovuje).

Piata s‚ria

5.1 Dokazujeme sp orom. Predp oklada jme teda, ‘e A je p rne ‡¡slo. Potom plat¡ rovnosŸ

( m + 3)

n

+ 1 = 6 k m pre nejak‚ cel‚ k . Aby na Œavej strane rovnosti b olo p rne ‡¡slo,

mus¡ byŸ m p rne. Navy¨e 3 j m

n

+ 1, z ‡oho vypl˜va, ‘e m = 3 t + 2 a n je nep rne.

Nech m = 2

�

m

1

, kde m

1

je nep rne. Keƒ‘e n je nep rne, tak 3

n

+ 1 je tvaru 3 �

� 9

n

1

+ 1 � 4 (mo d 8), z ‡oho vyu‘it¡m faktu 2

�

j 3

n

+ 1 dostaneme � 5 2. Keƒ‘e

m

1

j 3

n

+ 1, zaveden¡m ozna‡enia a = 3

n +1

2

(a je cel‚ ‡¡slo) dost vame m

1

j a

2

+ 3.

Potom p o dŒa lemy (jej znenie a d“kaz s£ na konci rie¨enia) mus¡ byŸ m

1

= 6 t

1

+ 1. €i‘e

m = 2

�

(6 t

1

+ 1) a s£‡asne m = 3 t + 2 ‡o n m d va � = 1. Potom m = 12 t

1

+ 2 a zo

vzŸahu ( m + 3)

n

+ 1 = 6 k m vypl˜va, ‘e 4 j 5

n

+ 1, ‡o je v¨ak nemo‘n‚.

Lema. Nech m; a s£ cel‚ ‡¡sla, pri‡om ( m; 6) = 1 . Potom ak m j a

2

+ 3 , tak m � 1

(mo d 6) .

Sk“r ne‘ prejdeme k d“kazu, uvedieme nejak˜ koment r. V ‘nej¨¡ch z ujemcov o t£to

problematiku m“‘eme o dk zaŸ na ho cak£ u‡ebnicu element rnej te¢rie ‡¡sel (‡i u‘ Koli-

biar: Algebra a pr¡buzn‚ discipl¡ny aleb o skript  ›al t: Vybran‚ kapitoly z element rnej

te¢rie ‡¡sel ). Ma jme teda nep rne prvo ‡¡slo p , a sk£ma jme rie¨iteŒnosŸ rovnice x

2

�

� a � 0 (mo d p ), pri‡om predp oklad me ( a; p ) = 1. Hovor¡me, ‘e a je kvadratick˜m

zvy¨kom (nezvy¨kom) , ak kongruencia x

2

� a (mo d p ) m  (nem ) rie¨enie. œahko sa

dok ‘e, ‘e ak a je kvadratick˜m zvy¨kom (mo d p ), tak kongruencia x

2

� a (mo d p )

m  pr ve dve rie¨enia. …alej zavedieme tzv. Legendrov symb ol

�

a

p

�

=

(

1 ;

� 1 ;

ak a je kvadratick˜ zvy¨ok ;

ak a je kvadratick˜ nezvy¨ok :

Pomo cou Malej Fermatovej vety mo‘no dok zaŸ, ‘e a

p � 1

2

�

�

a

p

�

(mo d p ). …alej plat¡

tzv. Gaussov z kon reciprocity:

Veta. Nech p; q s£ nep rne prvo ‡¡sla. Potom

�

p

q

�

�

�

q

p

�

= ( � 1)

p � 1

2

�

q � 1

2

:
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Takto vybaven¡ u‘ m“‘eme prejsŸ k d“kazu lemy .

D“kaz lemy. Na jsk“r si v¨imnime, ‘e tvrdenie lemy sta‡¡ dok zaŸ pre prvo ‡¡sla (toti‘

ak by b olo m � 5 (mo d 6), tak zrejme m mus¡ maŸ nejak‚ho prvo ‡¡seln‚ho deliteŒa

p � 5 (mo d 6), pre ktor‚ho op„Ÿ plat¡ p j a

2

+ 3). Uva‘ujme teda m = p , kde p 6= 2 ; 3

je prvo ‡¡slo. Po dŒa Gaussovho z kona reciprocity plat¡

�

p

3

�

�

�

3

p

�

= ( � 1)

p � 1

2

�

3 � 1

2

= ( � 1)

p � 1

2

: ( � )

Rozob erieme dve mo‘nosti. Ak p � 1 (mo d 3), p otom zrejme

�

p

3

�

= 1, a z ( � )

dost vame

�

3

p

�

= ( � 1)

p � 1

2

. Potom

�

� 3

p

�

� ( � 3)

p � 1

2

� ( � 1)

p � 1

2

� 3

p � 1

2

� ( � 1)

p � 1

2

�

�

3

p

�

� ( � 1)

p � 1

= 1 (mo d p ) :

Teda � 3 je kvadratick˜ zvy¨ok (mo d p ) pre p � 1 (mo d 3). V pr¡pade p � 2 (mo d 3)

zrejme plat¡

�

p

3

�

= � 1, a z ( � ) dost vame

�

3

p

�

= � ( � 1)

p � 1

2

. Potom analogicky ako

v predch dza j£com pr¡pade dost vame

�

� 3

p

�

� � 1 (mo d p ), a teda � 3 je kvadratick˜

nezvy¨ok.

Celkovo sme teda dostali, ‘e � 3 je kvadratick˜ zvy¨ok (mo d p ) pr ve vtedy, keƒ

p � 1 (mo d 3). Teda z p j a

2

+ 3 nutne vypl˜va p � 1 (mo d 6) (preto‘e p 6= 2 ; 3). T˜m

je d“kaz lemy ukon‡en˜.

5.2 Nech vrcholy tro juholn¡ka AB C ma j£ s£radnice A = ( � 4 ; 4), B = (4 ; 4) a C =

= (4 a; 4 b ), kde b > 1. Stred ¨tvorca zostro jen‚ho nad AB m  s£radnice S

1

= (0 ; 0).

Ozna‡me ' = a

2

+ ( b � 1)

2

� 1. Je zrejm‚, ‘e p o dmienka ostr‚ho uhla pri vrchole C

je ekvivalentn  s t˜m, ‘e b o d C le‘¡ mimo kru‘nice s priemerom AB aleb o na nej, ‡o

pri na¨om ozna‡en¡ m“‘eme zap¡saŸ ' = 0. Stred strany B C je S

B C

= (2 a + 2 ; 2 b + 2)

a vektor kolm˜ na AB je napr¡klad

�!

n

1

= (2 b � 2 ; 2 � 2 a ). Keƒ‘e stred S

2

n -uholn¡ka

zostro jen‚ho nad B C le‘¡ na osi £se‡ky B C , plat¡ S

2

= S

AB

+ t �

�!

n

1

=

�

2 a + 2 + t �

� (2 b � 2) ; 2 b + 2 + t � (2 � 2 a )

�

pre nejak‚ t 2 R

+

(t to p olpriamka je orientovan 

"

von\ z tro juholn¡ka AB C ). V¨imnime si, ‘e j

�!

n

1

j =

1

2

j AB j , teda t predstavuje p omer

p olomeru kru‘nice vp¡sanej n -uholn¡ku a p olovice d•‘ky jeho strany, ‡o pre n = 6 je

t = cotg

180

�

n

= cotg

180

�

6

=

p

3 ;

pri‡om rovnosŸ nast va iba pre n = 6. Po dobne stred S

3

m -uholn¡ka zostro jen‚ho

nad AC je S

3

= S

AC

+ u �

�!

n

2

pre nejak‚ u =

p

3, kde S

AC

= (2 a � 2 ; 2 b + 2) a

�!

n

2

= (2 �

� 2 b; 2 a + 2) je vektor kolm˜ na priamku B C . Potom S

3

=

�

2 a � 2 + u � (2 � 2 b ) ; 2 b + 2 +

+ u � (2 a + 2)

�

. Keƒ‘e tro juholn¡k AB C m  byŸ rovnostrann˜, mus¡ byŸ b o d S

3

obrazom
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b o du S

2

v oto ‡en¡ o 60

�

okolo S

1

. Toto oto ‡enie O

60

�

m“‘eme zap¡saŸ

x

0

= cos 60

�

� x � sin 60

�

� y =

1

2

x �

p

3

2

y ;

y

0

= sin 60

�

� x + cos 60

�

� y =

p

3

2

x +

1

2

y :

Vyu‘it¡m S

3

= O

60

�

( S

2

) dost vame s£stavu dvo ch rovn¡c s nezn mymi t; u , ktor£

uprav¡me na tvar

t �

�

b � 1 +

p

3( a � 1)

�

+ u � (2 b � 2) = a � 3 +

p

3( b + 1) ;

t �

�

1 � a +

p

3( b � 1)

�

+ u � ( � 2 a � 2) = b + 1 �

p

3( a + 1) :

T£to s£stavu m“‘eme vyrie¨iŸ (napr. p omo cou determinantov), ‡¡m z¡skame (p o

£prav ch vr tane p ou‘itia ' )

t =

' + 2( d � 1) � 2(1 + c ) + 2(

p

3 � 1)

p

3 ' + 2( d � 1)

;

u =

' + 2( d � 1) � 2(1 � c ) + 2(

p

3 � 1)

p

3 ' + 2( d � 1)

:

Je zrejm‚, ‘e menovateŒ je kladn˜, preto keƒ uv ‘ime nerovnosŸ t =

p

3, m“‘eme n¡m

n sobiŸ, a £pravami z¡skame ( c � d + 2)

�

p

3 � 1

�

= ' = 0, ‡i‘e c � d + 2 = 0. Teda

b o d C le‘¡ v p olrovine ur‡enej priamkou AC

0

a b o dom B , kde C

0

= (0 ; 8). Po dobne

keƒ uv ‘ime, ‘e u =

p

3, dostaneme � c � d + 2 = 0, a teda b o d C le‘¡ v p olrovine danej

priamkou B C

0

a b o dom A . Potom v¨ak za p o dmienok d > 1 a ' = 0 mus¡ byŸ C � C

0

.

Teraz Œahko vyp o ‡¡tame t = u =

p

3, ‡i‘e m = n = 6, ‡¡m sme dok zali, ‡o b olo treba.

Ost va e¨te prehl siŸ, ‘e uhly v tro juholn¡ku AB C s£ 45

�

; 45

�

a 90

�

.

5.3 Ozna‡me f ( x ) =

p

1 + a

1

x +

p

1 + a

2

x + : : : +

p

1 + a

n

x � n . Funkcia f je

de�novan  na intervale s kra jn˜mi b o dmi max f� 1 =a

k

; a

k

> 0 g a min f� 1 =a

k

; a

k

< 0 g

(kde maximum pr zdnej mno‘iny b erieme v prvom pr¡pade ako �1 , v druhom ako +

+ 1 ). Na tomto intervale plat¡

f

00

( x ) = �

n

X

i =1

a

2

i

4(1 + a

i

x )

3

2

< 0 :

To znamen , ‘e funkcia f je striktne (r˜dzo) konk vna, a teda sa m“‘e rovnaŸ nule

nana jv˜¨ v dvo ch b o do ch. Ale preto‘e f (0) = 0, tak rovnica f ( x ) = 0 m  nana jv˜¨

jeden nenulov˜ kore¤.

5.4 Predp oklada jme, ‘e m me asp o¤ tri r“zne farby a; b; c . Skon¨truujeme nekone‡n£

p o dmno‘inu vrcholov P , ‡o bude sp or.
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Nech Z 2 P a A

1

je vrchol tak˜, ‘e A

1

Z m  farbu a . Z (i) vypl˜va, ‘e existuje vrchol

B

1

tak˜, ‘e B

1

Z a B

1

A

1

m  farbu b . Analogicky existuje vrchol C

1

tak˜, ‘e C

1

Z a C

1

B

1

ma j£ farbu c . V¨imnime si tro juholn¡ky C

1

A

1

Z a C

1

A

1

B

1

. Z p o dmienky (ii) dost vame,

‘e C

1

A

1

m  farbu c . Nech A

2

je tak˜ vrchol, ‘e A

2

C

1

a A

2

Z ma j£ farbu a . Zrejme

A

1

6= A

2

a naviac A

2

A

1

a A

2

B

1

ma j£ farbu a . …alej budeme p ostup ovaŸ indukciou

(kreslite si obr zok!). Nech vrcholy A

2

; B

2

; C

2

; : : : ; A

k � 1

; B

k � 1

; C

k � 1

s£ tak‚, ‘e

A

i

A

j

; A

i

B

j

; A

i

C

j

ma j£ farbu a;

B

i

A

j

; B

i

B

j

; B

i

C

j

ma j£ farbu b;

C

i

A

j

; C

i

B

j

; C

i

C

j

ma j£ farbu c;

pre 2 5 j < i < k . Vezmime vrchol A

k

tak˜, ‘e A

k

C

k � 1

a A

k

Z ma j£ farbu a . Potom si

v¨imnime tro juholn¡ky Z A

k

B

j

a C

k � 1

A

k

B

j

( j < k ), Z A

k

C

j

a B

j +1

A

k

C

j

( j + 1 < k ),

A

k

A

j

B

j

a A

k

A

j

C

j

( j < k ). Vid¡me, ‘e A

k

B

j

, A

k

C

j

a A

k

A

j

ma j£ farbu a . Vrcholy B

k

a C

k

skon¨truujeme analogicky.

T˜m je d“kaz ukon‡en˜.

5.5 (Katar¡na Quittnerov ) D“kaz urob¡me sp orom. M  platiŸ x

n +2

> 0, tak‘e

z p o‘adovanej rovnosti

x

n +2

=

p

x

n +1

�

p

x

n

(1)

vypl˜va x

n +1

> x

n

pre ka‘d‚ n . Keby x

n +1

= 1 pre nejak‚ n , p otom

x

n +2

=

p

x

n +1

�

p

x

n

<

p

x

n +1

5 x

n +1

;

‡o je sp or. Preto x

n

< 1. Rast£ca p ostupnosŸ f x

n

g

1

n =1

je a j ohrani‡en , teda m  limitu

L 2 (0 ; 1 i . Limitn˜m precho dom v rovnosti (1) dost vame L =

p

L �

p

L = 0, ‡o je

sp or. Tak‘e hŒadan  p ostupnosŸ neexistuje.

5.6 (Katar¡na Quittnerov ) Ma jme p osp  janie dan˜ch b o dov vyhovuj£ce zadaniu a oz-

na‡me si a p o ‡et v¨etk˜ch £se‡iek. Pre Œub ovoŒn˜ b o d je zvy¨n˜ch n b o dov p osp  jan˜ch

k £se‡kami, tak‘e z tohto b o du mus¡ vych dzaŸ b = a � k £se‡iek. Ka‘d  £se‡ka vych dza

z dvo ch b o dov, tak‘e a =

1

2

( n + 1) b . Potom

k = a � b =

( n � 1) b

2

: (1)

Ka‘d˜ b o d m“‘e byŸ sp o jen˜ maxim lne s n b o dmi, tak‘e plat¡ 0 5 b 5 n . Pre p rne

n navy¨e z (1) vypl˜va 2 j b : Dok ‘eme, ‘e pre tak‚to b a ‡¡sla k =

1

2

( n � 1) b hŒadan‚

sp o jenie existuje. Ozna‡me si dan‚ b o dy A

1

; A

2

; : : : ; A

n +1

a p olo‘me A

n +1+ j

= A

j

a A

� n � 1+ j

= A

j

pre j = 1 ; 2 ; : : : ; n + 1. Pre p rne b (nech b = 2 c ) sp o j¡me b o d

A

i

s b o dmi A

i � c

; A

i � c +1

; : : : ; A

i � 1

; A

i +1

; A

i +2

; : : : ; A

i + c

, kde i = 1 ; 2 ; : : : ; n + 1. Pre

nep rne b (a nep rne n ) sp o j¡me na jprv pre i = 1 ; 2 ; : : : ; n + 1 b o d A

i

s b o dom

A

i +( n +1) = 2

. Potom budeme musieŸ sp o jiŸ e¨te ka‘d˜ b o d s ƒal¨¡mi b � 1 b o dmi, ‡o

m“‘eme urobiŸ analogicky ako pre p rne b .
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5.7 Keƒ‘e j < ) B F C j = 90

�

= j < ) B E C j , tak b o dy B ; C ; E a F le‘ia na Thalesovej

kru‘nici nad stranou B C . Potom p o dŒa vety o stredovom a obvo dovom uhle plat¡

j < ) E F C j = j < ) E B C j = 90

�

� 
 . Po dobne j < ) D F C j = 90

�

� 
 = j < ) E F C j , z ‡oho

m me jednak, ‘e F C je os uhla P F D ale a j, ‘e obraz D

0

b o du D v osovej s£mernosti

p o dŒa osi AB le‘¡ na priamke E F .

A B

C

D

E

F

D

0

P

Q

R

S

p

�

Obr. 44

Keƒ teraz dvakr t (pre tro juholn¡ky P F D a P AD

0

) vyu‘ijeme to, ‘e os uhla del¡

protiŒahl£ stranu v p omere priŒahl˜ch str n, dostaneme

j P C j

j D C j

=

j P F j

j D F j

=

j P F j

j D

0

F j

=

j P A j

j D

0

A j

=

j P C j + j C A j

j D A j

:

Keƒ uv ‘ime j C A j = a , j D C j = b cos 
 a j D A j = a � b cos 
 , dostaneme vyrie¨en¡m tejto

rovnice

j P C j =

ab cos 


a � 2 b cos 


:

…alej plat¡ a j j D S j =

1

2

a � b cos 
 . Potom

j P D j � j D S j = ( j P C j + j CD j ) � j D S j =

=

�

ab cos 


a � 2 b cos 


+ b cos 


�

�

�

a

2

� b cos 


�

=

= b cos 
 ( a � b cos 
 ) = j CD j � j D B j :

Teraz si v¨imnime, ‘e j < ) D R A j = j < ) E F A j = 90

�

� j < ) E F C j = 
 . Potom v¨ak a j

j < ) D R B j = j < ) D C Q j a tro juholn¡ky D R B a D C Q s£ p o dobn‚ p o dŒa vety uu (tie‘

j < ) R D B j = j < ) CD Q j ). Z toho dostaneme

j D C j

j D Q j

=

j D R j

j D B j

;



176

a teda

j D Q j � j D R j = j D B j � j D C j = j P D j � j D S j :

VzhŒadom na to, ‘e D je vn£torn˜m b o dom ob o ch £se‡iek P S a QR , z mo cnosti b o du D

ku kru‘nici op¡sanej tro juholn¡ku P QR je zrejm‚, ‘e a j b o d S na nej le‘¡. T˜m sme

dok zali, ‡o b olo treba.
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Okrem matematickej olympi dy s£ pre ¨tudentov z kladn˜ch a j stredn˜ch ¨k“l p o ‡as

¨kolsk‚ho roka organizovan‚ a j in‚ matematick‚ s£Ÿa‘e. Patria medzi ne predov¨etk˜m

kore¨p onden‡n‚ semin re. Tieto s£Ÿa‘e sa v detailo ch istotne l¡¨ia, av¨ak z kladn‚

‡rty ma j£ sp olo ‡n‚: p o ‡as ¨kolsk‚ho roka prebieha j£ dve ‡asti (letn  a zimn ), ktor‚

p ozost va j£ zv„‡¨a z tro ch s‚ri¡ £loh rozosielan˜ch rie¨iteŒom do ¨k“l aleb o domov.

Rie¨enia s£Ÿa‘iaci vypracov va j£ rovnakou formou ako v MO a v ur‡enom term¡ne ich

o dosiela j£ na adresu pr¡slu¨n‚ho semin ra, o dkiaŒ sa p o niekoŒk˜ch d¤o ch a‘ t˜‘d¤o ch

vr tia opraven‚ sp olu so vzorov˜mi rie¨eniami a v˜sledkovou listinou. Mlad¨¡ a menej

sk£sen¡ rie¨itelia zv„‡¨a nemusia rie¨iŸ tie na jzlo‘itej¨ie pr¡klady, aby a j oni mali ¨ancu

ovplyvniŸ p oradie na prv˜ch miestach. Na konci ob o ch ‡ast¡ s£Ÿa‘e s£ pribli‘ne tridsiati

na j£sp e¨nej¨¡ rie¨itelia p oz˜van¡ na t˜‘d¤ov‚ s£stredenie, £‡asŸ na ktorom b˜va ‡asto

na jsilnej¨ou motiv ciou na rie¨enie £loh. Nie je ale mo‘n‚ nesp omen£Ÿ, ‘e tak˜to

pravideln˜ tr‚ning sa o dr ‘a a j na v˜sledko ch dosahovan˜ch v MO, a ‘e drviv  v„‡¨ina

reprezentantov Slovenska a €eskej republiky na MMO, pr¡p. MIO sa akt¡vne zap  jala

do viacer˜ch z t˜chto semin rov.

Ni‘¨ie uveden‚ kore¨p onden‡n‚ semin re (KS) s£ ur‡en‚ predov¨etk˜m ¨tudentom

stredn˜ch ¨k“l, svo jim z b erom p okr˜va j£ £zemie cel‚ho Slovenska a ‡asto ma j£ a j

rie¨iteŒov z €eskej Republiky. Je v¨ak mo‘n‚, ‘e vo svo jom okol¡ n  jdete a j men¨ie

s£Ÿa‘e p o dobn‚ho druhu.

Bratislava | Bratislavsk˜ kore¨p onden‡n˜ matematick˜ semin r | BKMS

Tento KS je organizovan˜ ¨tudentmi MFF UK v Bratislave zv„‡¨a (80%) bra-

tislavsk‚ho p “vo du. S‚rie b˜va j£ tematicky zameran‚ a obsahuj£ niekedy a j veŒmi

n ro ‡n‚ £lohy. Okrem semin ra —K MO sa pr ve tento na jviac venuje pr¡prave na MO

v kateg¢rii A. S£stredenia s p estrou celoslovenskou £‡asŸou a takmer v‘dy a j so vzorkou

"

zahrani‡n‚ho\ £‡astn¡ka z €R m va j£ asi na jb ohat¨¡ matematick˜ program.

BKMS

RNDr. Jaroslav Guri‡an, CSc.

KAT€ MFF UK

Mlynsk  dolina

842 48 Bratislava

e-mail: bkms@p ob ox.sk

URL: http://www.bkms.sk

Stredn‚ Slovensko | Stredoslovensk˜ kore¨p onden‡n˜ semin r | SSS

Tento KS je moment lne organizovan˜ skupinou ¨tudentov MFF UK v Bratislave,

p o ch dza j£cich zo stredn‚ho, pr¡p. v˜cho dn‚ho Slovenska. Je p okra‡ovateŒom trad¡-

cie stredoslovensk˜ch KS organizovan˜ch v minulosti zo ’iliny a Banskej Bystrice.

Do s£‡asnej p o doby sa SSS prepracoval pred niekoŒk˜mi rokmi, keƒ sa organiz cie ujala
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skupina b˜val˜ch rie¨iteŒov, v tom ‡ase ¨tuduj£cich v Prahe. Pre t£to s£Ÿa‘ je charak-

teristick˜ n¡zky vekov˜ priemer rie¨iteŒov, s£Ÿa‘n‚ £lohy ma j£ bl¡zko ku kateg¢rii B

aleb o C MO.

Stredoslovensk˜ semin r

KZDM MFF UK

Mlynsk  dolina

842 48 Bratislava

e-mail: jan.zabka@fmph.uniba.sk

URL: http://skms.miesto.sk

V˜cho dn‚ Slovensko | Kore¨p onden‡n˜ semin r z matematiky STROM

Kore¨p onden‡n˜ semin r STROM je organizovan˜ z PF UPJ› v Ko¨iciach skupinou

nad¨encov, v„‡¨inou b˜val˜ch rie¨iteŒov semin ra. Je p okra‡ovateŒom na jstar¨ieho ko-

re¨p onden‡n‚ho semin ra v b˜valom €eskoslovensku. Jednotliv‚ s‚rie b˜va j£ tematicky

zameran‚, t‚my v¨ak ‡asto b˜va j£ netradi‡n‚ a niekedy sa obsahovo l¡¨ia o d £loh v MO.

S£stredenia s na jm„

"

v˜cho doslovenskou\ £‡asŸou ma j£ takmer neprekonateŒne dru‘n£

atmosf‚ru.

STROM

PF UPJ›

Jesenn  5

040 01 Ko¨ice

e-mail: strom@up js.sk

Kore¨p onden‡n˜ semin r z programovania | KSP

Na rozdiel o d predch dza j£cich KS, je KSP s£Ÿa‘ou v programovan¡. V¨etky jeho

s£Ÿa‘n‚ £lohy s£, p o dobne ako na MIO, praktick‚. KSP je organizovan˜ zanietenou

skupinkou ¨tudentov MFF UK v Bratislave, ktor¡ ma j£ z rove¤ na starosti v¨etky

ostatn‚ s£Ÿa‘e v programovan¡ o d COFAX-u a‘ p o MO{P. S£stredenia b˜va j£ mierne

netradi‡ne na jar a na jese¤.

KSP

KVI MFF UK

Mlynsk  Dolina

842 48 Bratislava

e-mail: ksp@ksp.sk

URL: http://www.ksp.sk

Ak ste sa rozho dli do niektor‚ho zo semin rov zap o jiŸ, na jrozumnej¨ie je p o‘iadaŸ

o zaslanie £loh prvej s‚rie v p olovici septembra aleb o koncom janu ra.
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