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O priebehu 29. roénika Olympiady v informatike

V skolskom roku 2013/14 na Slovensku prebehol uz dvadsiaty deviaty ro¢nik
Olympiady v informatike (OI). Do stfaze sa zapojilo 76 Ziakov v kategérii A
(starsi) a 32 v kategdrii B (mladsi). Najlepsich 32 riesitelov kategérie A sa
zucastnilo celostatneho kola, ktoré sa tohto roku konalo v Bratislave.

Na celoslovenskej tirovni sa pocas celého ro¢nika o plynuly chod OI starala
Slovenska komisia OI v nasledujicom zloZeni:

doc. RNDr. Gabriela Andrejkova, CSc.,
predsedkyna, UI PF UPJS, Kosice

RNDr. Michal Forisek, PhD., podpredseda, KI FMFI UK, Bratislava
RNDr. Andrej Blaho, PhD., FMFI UK, Bratislava

Mgr. Vladimir Boza, FMFI UK, Bratislava

Bc. Michal Anderle, FMFI UK, Bratislava

PaedDr. Ivan Brodenec, KI FPV UMB, krajsky predseda pre BB
RNDr. Eva Hanulova, Gym. J. Hronca, krajska predsedkyna pre BA

RNDr. Rastislav Krivos-Bellus, PhD.,
Ustav informatiky PF UPJS, krajsky predseda pre KE

prof. Ing. Veronika Stoffova, CSc.,
KI PF UJS, krajska predsedkyna pre NR

Mgr. Maria Majherova, PhD.,
Katedra matematiky FHPV PU, krajska predsedkyna pre PO

Ing. Andrea Julény, KI FMech TnUAD, krajska predsedkyna pre TIN
Mgr. Ing. Roman Horvath, KMI PedF TU, krajsky predseda pre TT
RNDr. Peter Varsa, PhD., KI FRI ZU, krajsky predseda pre ZA

Zastupcom IUVENTY zabezpecujicim organizacni stranku sttaze bola Mgr.
Maria Gajarova.

Michal Forisek, podpredseda SK OI



Zadania domaceho kola kategodrie A

A-I-1 Taka zima...

,Teda, taka zima ako dnes bola naposledy na Stedry dei. ..“ povzdychol si
nad pivom dedo Bonifac. ,,/ To ni¢ nie je, v¢éera bola taka zima, ze podobna bola
naposledy druhého decembra!“ chcel ho tromfnit dedo Ignic. No na Bonifaca
nemal. ,,Pche, to zabtidas na zimu c¢o bola piateho januara, ta bola od tej vcera
mensia, ale od druhého decembra vicsial®

Ignac celt noc nemohol zaspat, spominal na teploty a snazil sa prist na
vyrok, ktory uz Bonifac nedokaze vyvratit ani prekonat. Chcel by povedat vyrok
nasledovného typu: ,pred x dnami bolo tak teplo, ze podobne bolo naposledy
predtym pred y dnami“.

Nech T'[x] a T[y] su teploty v doty¢né dva dni. Aby Bonifac Ignicov vyrok
nevedel vyvratit, musi platit, Ze v Ziaden z dni medzi = a y nemohla byt teplota
medzi T[x] a Ty|, vratane. No a aby Igndcov vyrok bol ¢o najohurtcejsi, musi
byt y — = (teda pocet dni, ktoré medzi spominanymi udalostami uplynuli) ¢o
najvacsie.

Stutazna tloha:
Dané je pole T'[0..n — 1], pricom Ti] je priemerna teplota pred ¢ dinami.
Najdite indexy x < y také, ze plati:

e Pre kazdé i také, ze x < i < y, plati bud T[i] < min(T[z],T[y]) alebo
T'i] > max(T'[z], Ty]).

e Rozdiel y — = je najviacsi mozny.

e Ak je stile takych dvojic (z,y) viac, tak chceme ti, kde je y najvicsie
mozné.

Format vstupu a vystupu:

V prvom riadku vstupu je pocet dni n. V druhom riadku vstupu je n medze-
rami oddelenych celych ¢isel T'[0] az T'[n — 1]. Na vystup vypiste jediny riadok
a v nom hladané dve celé ¢isla x a vy, oddelené medzerou.

Obmedzenia a hodnotenie:
Vzdy bude platit n > 2 a pre vsetky i bude —10% < T'[i] < 10,
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Riesenia budu testované na desiatich sadach testovacich vstupov; za kazdu z
nich sa déa ziskat 1 bod. Maximalnu hodnotu n v jednotlivych sadach udavame
v nasledujtcej tabulke.

sada | #1 | #2 | #3 Z4 Z5 #6 Z7 #8 #9 Z10
max. n | 10 | 20 | 100 | 1500 | 6000 | 7000 | 50000 | 65000 | 85000 | 100000

Navyse bude platit: V sadach #1, #4 a #7 obsahuje pole T prave raz kazdu
z hodnot od 1 po n. V sadach #2, #5 a #8 obsahuje pole T' len hodnoty od 1
po n (ale kazda lubovolne velakrat).

Priklady:

Vstup Vystup

8 16
-5 10 32 17 24 -12 13 19

Pred x = 1 dnom bola teplota 10 stupnov, pred y = 6 dnami to bolo
13 stuprtiov. Ziadna z teplot medzi nimi (32, 17, 24 ani -12) nelezi v intervale
(10, 13), takze tento vyrok Bonific skutocne nevie vyvratit.

No a ziaden dlhsi interval uz nevyhovuje — napr. nemoéze byt (z,y) = (1,7),
lebo T'[3] = 17 lezi medzi T'[1] = 10 a T'[7] = 19. Na zaver si vSimnite, Ze dvojica
(x,y) = (0,5) sice vyhovuje a m4 rovnaki dlzku, ale nami vypisand dvojica méa
vacsiu hodnotu y.

Vstup Vystup

5 3 4
TTTTT

Tu sa neda ni¢ robit, musime zvolit y = x + 1. Nasledne zvolime najvéicsie
mozné y.

A-I-2 Dva ploty

Marika mé na dedine babku. Marikina babka ma sad a v nom tie najlepsie
ovocné stromy: hrusky maslovky. LenzZe na hrusky sa naucila chodit celd dedina,
a tak ked Marika pride babku pozriet cez jesenné prazdniny, po hruskach uz ani
chyru, ani slychu.

Petko jej chce pomoct. Zohnal si nejaké koly, laty, klince a kladivo a ide
okolo stromov postavit plot. Uz-uz sa chcel pustif do préace, ked sa zhacil. Co
tak postavit tie ploty dva? Nebolo by na ne treba menej materidlov?
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Stutazna tloha:
Danych je n > 3 bodov v rovine. Hladame jeden alebo dva mnohouholniky
takeé, ze:

e kazdy z n danych bodov lezi vo vnutri alebo na obvode aspon jedného z
mnohouholnikov,

e kazdy vrchol kazdého mnohouholnika je v niektorom z danych bodov,

e ziadny mnohouholnik nema nulovy obsah.

Vypocitajte najmensiu moznt hodnotu celkového obvodu najdenych mno-
houholnikov.

Format vstupu a vystupu:
V prvom riadku vstupu je ¢islo n. V kazdom z nasledujtcich n riadkov su
dve celé ¢isla x;, y;: stradnice jedného z bodov. Plati 1 < z;,y; < 106,

Na vystup vypiste jeden riadok a v nom jedno realne cislo: najmensiu celkovi
dlzku plotu. Vypiste asponi 6 miest za desatinnou bodkou. Odpovede s relativnou
chybou nanajvys 10~% budt povazované za spravne.

Obmedzenia a hodnotenie:

Riesenia budu testované na desiatich sadach testovacich vstupov; za kazdua
z nich sa da ziskat 1 bod.

Maximalne n v jednotlivych sadach vstupov bude nasledovné:
(3,5,8,18, 18,50, 50,200, 300, 300).

V sadach #1, #2, #4, #6 a #9 bude platit, Ze ziadne tri body neleZia na
jednej priamke. V sadach #1, #6 a #8 budt pouzité len vstupy, pre ktoré je
optimélnym rieSenim postavit jeden plot.

Priklady:
Vstup Vystup

5.65685425
Oplati sa postavit / \
Stvorcovy plot.

Jeho presnd dlzka
obvodu je 4v/2. \ /

N~ W NN O
NDNDNPFP W

Za spravne povazujeme odpovede cca. z rozsahu [5.6568486,5.6568599].
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Vstup Vystup
11.12241749487

*///l l\ f
\/

I

O WKL N 0N
W WNhWF -

A-I-3 Kaviarne

Ked sa Davidko stahoval do New Yorku, potreboval si néjst niekde na Man-
hattane byvanie. Niektori ludia sa snazia hladat byvanie blizko pri praci, ini v
peknom prostredi, no Davidkova priorita bola jasna: kdva. Planuje pravidelne
navstevovat aspon k kaviarni v okoli svojho bytu.

Pre jednoduchost si Manhattan predstavime ako Stvorcovu siet, po ktorej
sa dd pohybovat len v Styroch zékladnych smeroch. Na niektorych mrezovych
bodoch (krizovatkach) st kaviarne; na kazdom najviac jedna.

Stutazna tloha:

Na vstupe je ¢islo k£ a mapa Manhattanu. Pre kazdu krizovatku spocitajte
najmensie d, pre ktoré plati: ak by Davidko byval na tejto krizovatke a bol
ochotny prejst vzdialenost d, mal by na vyber aspon k kaviarni, do ktorych sa
vie dostat.

Format vstupu:

V prvom riadku je ¢islo k.

V druhom riadku je rozmer n Stvorcovej siete predstavujicej Manhattan:
tvori ho n vodorovnych a n zvislych ciest. Mdme teda presne n? krizovatiek.

Zvysok vstupu tvori n riadkov, v kazdom z nich je n ¢isel: 1 predstavuje
krizovatku s kaviarnou, 0 krizovatku bez kaviarne. Dokopy je v Manhattane
aspon k kaviarni.

Format vystupu:
Vypiste n riadkov a v kazdom z nich n ¢éisel: pre kazdu krizovatku vzdialenost
d takn, ze do vzdialenosti d vratane od dotyc¢nej krizovatky lezi aspon k kaviarni.



8 ZADANIA DOMACEHO KOLA KATEGORIE A

Hodnotenie:

Plnych 10 bodov dostanete za rieSenie s asymptoticky optimalnou casovou
zlozitostou. Pomalsie korektné riesenia mozu dostat 4 az 8 bodov podla kon-
krétnej casovej zlozitosti.

Ak tlohu neviete riesit, mozete dostat 3 body za vyrieSenie Specidlneho pri-
padu k£ = 1.

Priklady:
Vstup Vystup
1 2321
4 1210
00O00O0 0121
0001 0122
1000 s o . s
Pre k = 1 hladame vzdialenost do
1000  een .
najblizsej kaviarne.
Vstup Vystup
3 33434
5 22323
10000 23212
00010 32222
10001 33332
10010
00010

A-I-4 Mimozemské pocitace

Studijny text k tejto tlohe najdete na strane 10 tejto roc¢enky.

Jednotlivé podulohy spolu nestuivisia, mozete ich riesit v lubovolnom poradi.
Na c¢asovej zlozitosti vasich algoritmov pri hodnoteni nezalezi — len musi byt
polynomialna.

Poduloha A (3 body):
Mimozemstania nam dodali sdlovy KSP, ktory rozhoduje problém existencie
Hamiltonovskej kruznice v danom jednoduchom neorientovanom grafe.
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Tento KSP ma teda funkciu xruznica (n,5). Tato funkcia ¢aka ako parametre
pocet n vrcholov grafu a zoznam F jeho hran. Ak v danom grafe existuje Ha-
miltonovska kruznica, KSP rozsvieti zelené svetlo, inak rozsvieti ¢ervené.

Na vstupe dostanete jednoduchy neorientovany graf G. Napiste program s
polynomialnou ¢asovou zlozitostou, ktory rozsvieti zelené alebo ¢ervené svetlo
podla toho, ¢i G obsahuje aspon jednu Hamiltonovski cestu.

Podiloha B (3 body):

A teraz naopak. Mimozemstania nam dodali sadlovy KSP, ktory rozhoduje
problém existencie aspon jednej Hamiltonovskej cesty v danom jednoduchom
neorientovanom grafe.

Tento KSP méa teda funkciu cesta(n,r). Tato funkcia caka ako parametre
pocet n vrcholov grafu a zoznam FE jeho hréan (kazda hrana je dvojica ¢isel od
0 pon —1). Ak v danom grafe pre nejaké u a v existuje Hamiltonovska cesta z
u do v, KSP rozsvieti zelené svetlo, inak rozsvieti cervené.

Na vstupe dostanete jednoduchy neorientovany graf G. Napiste program s
polynomialnou ¢asovou zlozitostou, ktory rozsvieti zelené alebo cervené svetlo
podla toho, ¢ G obsahuje Hamiltonovski kruznicu.

Podiloha C (4 body):
Mimozemstania nam dodali kufrikovy KSP, ktory rozhoduje problém exis-
tencie 3-farbenia v zadanom grafe.

Tento KSP ma teda funkciu je_trojfarbitelny (n,£). Tato funkcia ¢aka ako
parametre pocet n vrcholov grafu a zoznam FE jeho hran. Na vystupe tato
funkcia vracia true ak sa da tento graf ofarbif tromi farbami a raise, ak sa
ofarbit neda. Tuto funkciu méZzeme v nasom programe volat fTubovolne velakrat
pre Tubovolné grafy.

Na vstupe dostanete jednoduchy neorientovany graf GG, ktory sa da ofarbit
tromi farbami. NapiSte program s polynomidlnou ¢asovou zlozitostou, ktory
jedno takéto ofarbenie najde.

Programovacie jazyky:

Vo svojich rieSeniach mozete pouzivat Tubovolny strukturovany programo-
vaci jazyk. Vhodne si zvolte potrebné datové struktary. Napr. v Pascale by
funkcia z podilohy A mohla vyzerat nasledovne:

type hrana = array[0..1] of longint;
procedure kruznica(n : longint; m : longint; E : array of hrana);



a v C++ mozeme pouzit bud nizkoturoviiové polia:

void kruznica (int n, int m, int E[] [2]);

alebo trebars aj vektor dvojic:

void kruznica (int n, vector< pair<int,int> > E);

Studijny text: zoznam problémov (1)

Hlavny studijny text, uvedeny na dalSich stranach, sa odkazuje na niekolko
problémov, ako napr. ,existencia Hamiltonovskej kruznice“. V nasledujiicom
texte uvadzame struc¢né definicie tychto problémov.

Jednoduchy neorientovany graf je usporiadané dvojica (V, E). V je kone¢na
mnozina objektov nazyvanych vrcholy. E je koneéna mnozina dvojic vrcholov;
jej prvky volame hrany. Takyto graf si mozeme predstavit napriklad ako cestnu
siet: V' je mnozina miest a E je mnozina dvojic miest spojenych cestami. Pocet
vrcholov budeme oznacovat n, pocet hran bude m. Jednotlivé vrcholy budeme
¢islovat od 0 po n — 1.

Hamiltonovska cesta z u do v:
Dany je jednoduchy neorientovany graf GG a jeho dva rézne vrcholy u a v. Exis-
tuje v grafe G cesta, ktora zac¢ina vo vrchole u, konc¢i vo vrchole v a navstivi
kazdy vrchol grafu G prave raz?

@
®
O S
(0) od
o) IpC

Graf vlavo obsahuje Hamiltonovski cestu z 1 do 2:
dé sa ist postupne cez vrcholy 1, 0, 4, 3, 5 a 2.
Graf vpravo Hamiltonovski cestu z 1 do 2 neobsahuje:
ak chceme navstivit vrchol 3, pojdeme 2x cez vrchol 4.

Hamiltonovska kruznica:
Dany je jednoduchy neorientovany graf G s n > 3 vrcholmi. Existuje v grafe
G kruznica, ktord navstivi kazdy vrchol grafu G prave raz?
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(2
®)
T ¢ Lb
O © ©
o ap o

Graf vlavo obsahuje Hamiltonovsku kruznicu:
napr. zacneme v 1 a postupne ideme do 0, 2, 5, 3, 4 a spéit do 1.
Graf v strede ani graf vpravo Hamiltonovsku kruznicu neobsahuji.

Farbenie grafu k farbami:
Dany je jednoduchy neorientovany graf GG. Kazdému vrcholu grafu G chceme
priradit jednu z k& moZnych farieb (pre nase pohodlie oznac¢enych ¢islami od 0
po k — 1). Pritom ale musime dodrzat pravidlo, ze ziadna hrana nesmie spéjat
dva vrcholy rovnakej farby.

Pre graf viavo a k = 2 ofarbenie neexistuje.

Napr. vrcholy 0, 1 a 4 musia zjavne mat navzajom rézne farby.
Pre graf vlavo a k = 3 mézeme napr. dat vrcholom 1, 2, 3 farbu 0,
vrcholom 4 a 5 farbu 1 a vrcholu 0 farbu 2.

Pre graf vpravo a k = 3 zZiadne pripustné ofarbenie vrcholov neexistuje.

k-particia postupnosti:
Dana je postupnost n kladnych celych ¢isel. D4 sa ich rozdelit do £ disjunktnych
skupin (particii) tak, aby ¢isla v kazdej skupine mali presne rovnaky stcet?

Pre postupnost (3,1,4,1,5,8) a k = 2 je odpoved ,,ano“:
jedno vyhovujice delenie jena3+8 al+4+1+5.
Pre postupnost (3,1,4,1,5,9) a k = 2 je odpoved ,nie“.
Pre postupnost (3,1,4,1,5,1) a k = 3 je odpoved , ano“:
jedno vyhovujice delenie jena3+1+1,1+4 ab.
Pre postupnost (2,2,2,2,2,2,12) a k = 3 je odpoved , nie“.



Studijny text: konkrétne semiorganické poditace

V tomto studijnom texte v listingoch programov pouzivame Python. Na
adrese http://oi. sk/archiv/2013/al14. html najdete ekvivalentné listingy
v C, C++ a Pascale.

Pise sa rok 2113. Zem pred par rokmi kontaktovala vyspeld mimozemska
rasa z planéty Zblnk. Tito mimozemstania nas zasobuji novymi konkrétnymi
semiorganickymi poc¢ita¢mi (KSP), ktoré vedia riesit rozne konkrétne vypoctové
tlohy. Vy ste ¢lenmi elitného vyskumného timu, ktory ma jediny ciel: integrovat
tieto KSP do normaélnych pocitacov a prinuatit ich riesit nase problémy.

Mimozemskym pocitacom vSak vobec nerozumieme, vSetky snahy o ich ro-
zobranie sa stretaju s netispechom. A teda jediny sposob, ako ich vieme vyuzit,
je zadat im vstup a pockat si na vystup. Tu je prva zaujimavost: u KSP neza-
lezi na velkosti vstupu ani na probléme, ktory dany KSP riesi. Ked Iubovolny
KSP spustime na Tubovolnom vstupe, odpoved vzdy dostaneme o presne 47
stotin sekundy. (Pri odhade ¢asovej zlozitosti programov toto povazujeme za
konstantu.)

Mimozems$tania nam dodavaju dva druhy KSP: kufrikové a salové.

Kufrikovy KSP ma tvar kufrika, ktory ma na sebe dva porty. Do jedného
vieme pripojit kdbel so vstupom, do druhého zas kabel, po ktorom ndm KSP
posle vystup. Kufrikovy KSP teda vieme pouzivat v nasom programe Iubovolne
velakrat, s navzajom réznymi vstupmi.

Ukazkové zadanie 1. Mimozemstania ndm dodali kufrikovy KSP, ktory
rozhoduje problém existencie Hamiltonovskej cesty z u do v. Tento KSP teda
pocita funkciu cesta (n, &, u,v). Tato funkcia ¢aka ako parametre pocet n vrcholov
grafu, zoznam FE jeho hran a dve ¢isla vrcholov u a v. (E je zoznam m dvojic
Cisel, kazdé z rozsahu od 0 po n — 1.) Na vystupe funkcia cesta vrati true alebo
ralse podla toho, ¢i doty¢ny graf obsahuje doty¢éni Hamiltonovsku cestu.

Nasou tlohou je napisat program, ktory bude v polynomiilnom case riesit
problém existencie Hamiltonovskej kruznice. Na vstupe teda dostaneme jedno-
duchy neorientovany graf s n > 3 vrcholmi, o ktorom méme zistit, ¢i obsahuje
Hamiltonovskt kruznicu.

Analyza zadania. Musime teda napisat program, ktory spravi nasledovné:

1. Na vstupe dostane n (pocet vrcholov grafu) a F (zoznam hréan grafu)
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2. Urobi nejaké vypocty, pocas ktorych moze Tubovolne velakrat pouzivat
funkciu cesta.

3. Vrati na vystup true alebo raise podla toho, ¢ vstupny graf obsahuje
Hamiltonovsku kruznicu.

RiesSenie.
def kruznica(n,E):
# pre kazdu hranu (x,y) v zozname hran E:
for (x,y) in E:
# newE = E okrem hrany (X,Yy)
newkE = [ (u,v) for (u,v) in E if (u,v) '= (x,vy) ]
if cesta(n,newE,x,y): return True
return False
Popis rieSenia. Postupne pre kazda hranu (z,y) zadaného grafu si polo-
zime otazku: ,, Existuje Hamiltonovska kruznica prechédzajica hranou (x,y)?*
Kedy takato kruznica existuje? Prave vtedy, ked vo zvysku grafu existuje Ha-
miltonovska cesta z x do y. Vyrobime si teda novy zoznam hran news, do ktorého
dame vSetky hrany okrem (z,y), a na takyto graf zavoldme funkciu cesta nasho
kufrikového KSP.
Ak v povodnom grafe nejakd Hamiltonovska kruznica existuje, nas program
ju najde a d& odpoved true, len ¢o vysktsame niektora z jej hran ako (z,y). A
naopak, ak nas program niekedy da odpoved True, tak v pdvodnom grafe existuje
Hamiltonovska cesta z nejakého = do nejakého y, no a ta spolu s hranou (z, y)
tvori hladant kruznicu. Nas program teda naozaj vzdy robi to, ¢o ma.
Casové zlozitost ndsho programu je ©(m?), kde m je pocet hran zadaného
grafu. Kedze v jednoduchom neorientovanom grafe plati m < n(n —1)/2, zhora
mozeme nasu Casovi zlozitost odhadntt ako O(n?).

Poznamka. Existuje aj efektivnejSie rieSenie. Stac¢i si uvedomit, Ze pred
hladanim Hamiltonovskej cesty z x do y vobec netreba hranu (z,y) z grafu od-
stranovat. Hamiltonovska cesta z x do y ju v grafe s n > 3 vrcholmi aj tak ne-
moze obsahovat. Stac¢i teda pre kazda hranu (z, y) zistit, ¢ plati cesta(n, &, x,v) .
Dalej, Hamiltonovska kruznica musi prechddzat vrcholom 0, sta¢i teda namiesto
kazdej hrany skusat len hrany idace z vrcholu 0.

Salovy KSP je obrovsky a jeho jedinym vystupom sa dve svetla: cervené a
zelené. S tymto vystupom dalej nepracujeme.

Ukazkové zadanie 2. Mimozemstania nam dodali sdlovy KSP, ktory roz-
hoduje problém 3-particie. Tento KSP ma teda funkciu tri_particia(x), ktora
rozsvieti zelené alebo ¢ervené svetlo podla toho, ¢i postupnost X maé 3-particiu —
teda ¢i sa jej prvky daju rozdelit do troch skupin s navzajom rovnakym stactom.
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Na vstupe dostanete postupnost kladnych celych ¢isel A. NapiSte program s
polynomialnou ¢asovou zlozitostou, ktory rozsvieti zelené alebo cervené svetlo
podla toho, ¢ ma postupnost A 2-particiu (teda podla toho, ¢i vieme prvky A
rozdelit do dvoch skupin s rovnakym stac¢tom).

Analyza zadania. Musime teda napisat program, ktory spravi nasledovné:

1. Na vstupe dostane postupnost ¢isel A.

2. Urobi nejaké vypocty a vyrobi nejak(i novi postupnost ¢isel X.

3. Nakonci (kazdej moznej vetvy) vypoctu raz zavold funkciu tri_particia (x),
ktora rozsvieti spravne svetlo.

Riesenie.

def dva_particia(A):
s = sum(A)

if s%2 == 0: # s%2 je zvysok cisla s po deleni 2
X =2A+4+ [ s//2 ] # // je celociselne delenie
else:
X = [1] # [1] je postupnost ktora urcite 3-particiu nema

tri_particia (X)

Popis riesenia. Nech sme na vstupe dostali postupnost A = (ay,...,a,).
Spocitame si jej sucet s.

Ak je s parne, priddme na koniec vstupnej postupnosti este jeden prvok
s hodnotou s/2. Vyslednt postupnost posleme do KSP. Ten nam odpovie, ¢i
ma tato nova postupnost 3-particiu. LenZe tato nova postupnost mé 3-particiu
vtedy a len vtedy, ked mala nasa povodnd postupnost 2-particiu. KSP teda za
nas prave vyriesil nasu ulohu.

(Preco plati vyssie spomenuté ekvivalencia? V novej postupnosti X je sucet
vSetkych prvkov rovny 3s/2. Ak teda existuje 3-particia X, tak kazda zo skupin,
na ktoré X rozdelime, ma stcet presne s/2. Ale potom zjavne jednu z tychto
troch skupin tvori samotny nami pridany prvok s hodnotou s/2. A teda 3-
particia naSej novej postupnosti existuje prave vtedy, ked sa da ostatné prvky
rozdelit na dve skupiny s rovnakym siuc¢tom — teda prave vtedy, ked povodna
postupnost A mala 2-particiu.)

No a ak je s neparne, vieme, ze je odpoved nie. Do KSP preto chceme poslat
TubovoIny vstup, pre ktory vopred vieme, ze KSP da zapornt odpoved. Takymto
vstupom je napr. X = (1) alebo X = (1,1, 2).

Casova zlozitost tohto programu je linedrna od dlzky postupnosti X.
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B-I-1 Klince v doske

Kleof4s méa dlht hrubt latu. A do tej laty méa (do réznej hibky) zatléenych
n klincov, oé¢islovanych od 1 po n. DIzku tej ¢asti klinca i, ktora este tréi von z
laty, oznacime h;.

Kleofds mé kladivo. Nemé ale ani kliesSte, ani Zziadne dalsie klince. Preto
jediné, ¢o teraz vie robit, je zatlct nejaké klince hlbsie do laty (zmensit ich h;).
Kleofas je majster v narabani s kladivom: ked si povie lubovoIni novii hodnotu
h; (mensiu ako sic¢asnd), vie ju vzdy jedinym tderom kladiva presne dosiahnut.

Onedlho pride Kleofasa navstivit Marienka. Kleofas by jej chcel ukazat latu
s klincami. T4 by bola najkrajsia vtedy, ak by vSetky klince z nej trcali presne
rovnako. Na to ale nie je ¢as, Marienka uz je takmer za dveramil!

Stutazna tloha:

Na vstupe dostanete ¢islo n, ¢islo u a postupnost hq, ..., h, vysiek klincov.
Cislo u udéva, ze Kleofas$ uz ma ¢as len na nanajvys u tderov kladivom. Najdite
najvicsie m také, ze je mozné, aby Kleofas pobtichal po klincoch tak, ze m z
nich bude z laty tréat rovnako. Tiez najdite (jednu mozni) spolo¢nii vysku h
ktortt bude mat po tprave laty tychto m klincov. (Méze byt aj h = 0. Klince
zarovnané na vysku h nemusia susedit.)

Format vstupu a vystupu:

Dostanete od nas 5 vstupnych suborov, oznacenych 1.txt az 5.txt. Kazdy
z nich obsahuje 6 testovacich vstupov. Kazdy testovaci vstup je tvoreny dvomi
riadkami. V prvom riadku su ¢isla n a u, pricom 0 < u < n. V druhom riadku
sa ¢isla hq, ..., hy, pricom 0 < h; < 109.

V jednotlivych vstupnych stiboroch plati n < 10, n < 1000, n < 20000,
n < 250000 a n < 1000000.

V saboroch cislo 1, 2 a 4 navyse plati, ze vsetky vysky h; si z rozsahu
0 < h; < 106.

Pre kazdy testovaci vstup vypiste do prislusného vystupného suboru jeden
riadok s dvomi c¢islami: optimalnym poc¢tom zarovnanych klincov m a ich opti-
malnou vyslednou vyskou h. (Ak existuje viac moznosti pre h, vypiste lubovolni
celociselnt.) Spravny vystupny stibor mé teda obsahovat presne 6 riadkov.
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Priklad:
Vstup Vystup
4 2 3 10
23 20 10 47 4 10
7 1 ... (4 dal8ie vystupy)

10 9 10 9 10 9 10
(4 dalsie vstupy)

(V prvom priklade méze Kleofas napr. klinec 1 a klinec 4 zarovnat na vysku
10. V druhom priklade je optiméalne ni¢ nerobit. Iny spravny vystup pre druhy
priklad by bol ,,4 9“. Ten zodpoveda tomu, ze Kleofas jeden z klincov znizi z 10
na 9, ¢im dostane Styri klince tréiace po 9.)

B-1I-2 Prvodisla z magnetiek

Mala Paulinka mé& chladnicku. Presnejsie, Paulinkina mama mé chladnicku.
Paulinka ma magnetky, ktoré na tu chladnicku rada lepi. Na kazdej z magnetiek
je jedna cifra (od 0 po 9).

Donedavna si Paulinka z cifier skladala c¢isla len tak, ako ju napadlo. No
nedavno sa dozvedela o tom, Ze existuju prvocisla. Rada by si nejaké na chlad-
nicke zlozila. Este vSak nevie, ako spoznat, ¢i je nejaké ¢islo prvocislo. Pomozte
jej!

Stutazna tloha:

My vam povieme, aké cifry ma Paulinka na magnetkach. Vasou tlohou je
najst vsetky moziné prvocisla, ktoré sa daju zlozit, ak pouzijeme uplne vsetky
cifry. (Cifru 0 nie je dovolené pouzit na zaciatku ¢isla.)

Prvocislo je prirodzené ¢islo, ktoré ma medzi prirodzenymi ¢islami prave dva
rozne delitele. Najmensie prvodisla su teda 2, 3, 5, 7, 11, 13, atd.

Format vstupu a vystupu:
Zaujima nas b roznych sad cifier:

3457
11347
0127789
012235789
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© 12244447777

Kazdu sadu cifier vam dame aj v stibore. Ten méa v prvom riadku pocet cifier
a v druhom riadku ich zoznam.

Za spravne rieSenie pre kazdu sadu cifier st 2 body. Spravnym riesenim je
subor, ktory obsahuje zoznam cisel, ktory ma nasledovné vlastnosti:

e kazdé ¢islo v zozname je prvocislom ktoré sa da vyrobit z danych cifier

e kazdé prvocislo, ktoré sa da vyrobit z danych cifier, je v zozname prave
raz

e zoznam je usporiadany v rastiicom poradi

Priklad:
Vstup Vystup
4 1801
0118 8011
8101

(Vsimnite si, ze kazdé z cisel 1801, 8011 a 8101 je vo vystupe len raz a Ze
c¢isla 0181 a 0811 vo vystupe nie sii.)

Dobra rada:

Cisla, ktoré sa daju vyrobit z piatej sady cifier, st uz pomerne velké. V nie-
ktorych programovacich jazykoch si treba dat pozor na to, aby sa vam zmestili
do ciselnej premennej. Napr. v jazyku C+-+ preto odporacame pouzivat typ
long long, v Jave typ long a vo FreePascale typ int64.

B-1-3 Pady domin

Janko raz lezal v nemocnici a strasne sa nudil. Ked to videla Petka, doniesla
mu sacok plny réznych domin. Janko sa velmi potesil a hned ich zacal ukladat
do rady a potom do nich strkal aby popadali. Domina maju vSak rézne vahy,
preto nie vzdy popadaju vSetky. PresnejSie, i-te domino v rade méa vahu v;.

Janko moze stréit Tubovolné domino bud doprava alebo dolava. Ak stréi
domino s vahou v, domina padaj, az kym nenarazia na domino s vahou vicsou
ako v. Vtedy sa pad zastavi.
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Predstavme si, ze Janko méa rad domin s vahami: 2 4 3 8 1 3 9. Ak postrci
stvrté domino (s védhou 8) doprava, toto domino zhodi dve domind — 1, 3 a
zastavi sa pri narazeni do 9. Ak stréi stvrté domino dolava, zhodi tri domin4,
kym sa nedostane na koniec radu, kde sa pad zastavi.

Samozrejme sa Jankovi tato destrukcia velmi paci a paci sa mu tym viac,
¢im viac domin pri tom popada. Pomoézte Jankovi zistit, do ktorej strany méa
stréit i-te domino, aby popadalo ¢o najviac domin.

Stutazna tloha:

Dostanete popis radu domin, ktory Janko postavil — pre kazdé domino jeho
hmotnost. Pre kazdé i zistite: Ak stréim domino i ako prvé, do ktorej strany ho
mam stréit, aby popadalo viac domin.

Format vstupu a vystupu:
Na vstupe dostanete popis radu domin. Na prvom riadku bude ¢islo n —
pocet domin v rade. Na druhom riadku bude n cisiel v; — vdhy domin v rade.

Na vystup vypiste jeden riadok, ktory obsahuje n znakov: pre kazdé domino
jeden. Ak je lepsie i-te domino stréit dolava, mé byt i-ty znak ,<“. Ak je lepsie
stréit ho doprava, méa byt i-ty znak ,>“. A ak st obe moznosti rovnako dobré,
vypiste ,,=“.

Hodnotenie:

Za rieSenie podobne efektivne ako vzorové mozete ziskat plnych 10 bodov.
Za Tubovolné spravne riesenie ziskate od 3 po 6 bodov, v zavislosti od ¢asove]
zlozitosti daného riesenia.

Priklad:
Vstup Vystup

7 | ===<=<< |
24381309

Ak domino 4 (s vahou 8) zhodime dolava, padnt dokopy 4 domina. Ale ak
ho zhodime doprava, padnt len 3. Preto je 4. znak vystupu <.

B-I-4 Hladame v poli

Ked v pocitaci spracivame data, ¢asto v nich potrebujeme vyhladavat. V
tejto ulohe sa budeme zaoberat jednou z najjednoduchsich situécii, kedy v da-
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tach vyhladavame: Mame neprdzdne pole A navzdjom roznych celych ¢isel, ktoré
st usporiadané podla velkosti v rasticom poradi. A dalej mame dané celé ¢islo
x, o ktorom nas zaujima, ¢i sa v poli A nachadza, a ak ano, na ktorom indexe
lezi.

Tuato tlohu sa samozrejme dé riesit hrubou silou: Postupne porovname x s
kazdym prvkom pola A. Ak niekedy nastane rovnost, vratime na vystup zod-
povedajuci index, ak nikdy rovnost nenastane, podame spravu, ze x sa v poli A
nenachadza. Existuju vSak aj omnoho efektivnejsie sposoby rieSenia tejto tilohy.

Vy tuto tlohu vsak riesit nebudete. Pre vas sme si pripravili nie¢o tplne
iné. Trom Studentom sme zadali nasledovna ulohu: ,,Naprogramujte ¢o naje-
fektivnejsiu funkciu, ktora na vstupe dostane pole A a ¢islo x spliiajice vyssie
popisané podmienky a na vystupe vrati bud ¢islo —1, ak sa x v poli A nena-
chadza, alebo index i taky, ze A[i] = x.“ Kazdy z nasich troch Studentov stvoril
nejaké riesenie. No a vasSou ulohou bude teraz tieto tri rieSenia skontrolovat a
zistit, ¢i funguju.

Ak nejaké riesSenie nefunguje, stac¢i najst jeden konkrétny protipriklad: teda
jedno pole A a cislo x, pre ktoré naprogramovana funkcia nespravi to, ¢o sme
cheeli. Pole A vo vasom protipriklade nesmie mat viac ako 16 prvkov a tieto
prvky musia byt z rozsahu od 0 po 1000000. Ak nejaké rieSenie funguje, zdo-
vodnite, prec¢o to tak je, a odhadnite jeho ¢asova zlozitost. Pozor, hodnotit
méte funkénost konkrétnej implementacie, nie len spravnost hlavnej myslienky
rieSenia.

V nasledujiicom texte najdete tri spominané programy v jazyku Pascal. Na
webe OI na adrese http://oi.sk/archiv/2013/b14.html si moézete v pripade
potreby pozriet ekvivalentné programy v C++ a v Pythone.

Andrej vam k svojmu programu zanechal nasledovny popis:

Pozriem sa na prvy a na posledny prvok. Z nich si spocitam, kde vychadza,
ze bude x. Napriklad ak je prvy prvok 100, posledny prvok 1000 a ja hladim
400, tak bude asi niekde v tretine pola.

PresnejSie to funguje takto: nech prave hladam v poli na poziciach p az q.
Pozrieme sa na hodnoty Alp] a A[q]. Teraz si predstavme, Ze vSetky prvky na
pozicidch p az ¢ tvoria aritmetickt postupnost. Aké by mali hodnoty? Oznac¢me
d = (Alq] — Alp])/(¢ — p). Potom tieto prvky maji hodnoty A[p], Alp] + d,
Alp] + 2d, a tak dalej. A my teraz hladdme nejaké x, hej? No tak si ndjdeme
také i, aby A[p] + id bolo ¢o najblizsie ku x, a budeme ho hladat tam.
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Jasne Ze sa nemusim vzdy na prvy krat trafit presne. Ale aj ked sa netrafim
presne, tak aspon viem nejaké prvky zahodit a dalej hladat v kratSom tseku
pola. A ked to celé pre istotu zopakujem 10-krat tak uz to uréite sadne.

Listing programu (Pascal)

{ hladame hodnotu X v poli A[O0..N-1],
o ktorom predpokladame, Ze je usporiadané vzostupne }

function andrej_hlada(var A : array of longint; N : longint; X : longint) : longint;

var kolo, odpoved, prvy, posledny, kde : longint;

begin

prvy := 0; posledny := N-1;

odpoved := -2;

for kolo := 1 to 10 do begin
if (X < Alprvy]) then odpoved := -1;
if (X = A[prvy]) then odpoved := prvy;
if (X = A[posledny]) then odpoved := posledny;
if (X > A[posledny]) then odpoved := -1;
if (odpoved = -2) and (prvy + 1 >= posledny) then odpoved := -1;
if (odpoved <> -2) then break;
kde := prvy + round((posledny-prvy) *x (X-A[prvyl) / (A[posledny]-Alprvy]l));
if (kde < prvy+l) then kde := prvy+l;
if (kde > posledny-1) then kde := posledny-1;
if (X < A[kde]) then posledny := kde;
if (X = Alkde]) then begin odpoved := kde; break; end;
if (X > A[kde]) then prvy := kde;

end;

if (odpoved = -2) then odpoved := -1;

andrej_hlada := odpoved;

end;

Boris len naskrabal na kus papiera strucény odkaz: ,To je Tahké! Pouzijem
binarne vyhladavanie. Kym mam viac moznosti, tak sa vzdy pozriem do stredu
a podla toho viem, ¢i hladat x vlavo alebo vpravo. A ked mi uz ostane len jedna
moznost, tak pozriem, ¢i je to presne to ¢o hladam alebo nie.“

Listing programu (Pascal)

function boris_hlada(var A : array of longint; N : longint; X : longint) : longint;

var prvy, posledny, stredny : longint;

begin
prvy := 0; posledny := N-1;
while prvy < posledny do begin
stredny := (prvy + posledny) div 2;
if (A[stredny] <= X) then prvy := stredny else posledny := stredny;
end;
if (A[prvy] = X) then boris_hlada := prvy else boris_hlada := -1;

end;
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Cilka vam ku svojmu programu nenapisala vébec nic.

Listing programu (Pascal)

function cilka_hlada(var A :

var kde, krok : longint;
begin
cilka_hlada := -1;
if (X < A[0]) then exit;
krok := 0;
while krokxkrok < N do inc (krok);
kde := 0;
while (kde+krok<N) and (A[kdet+krok] <= X) do kde
krok := 1;
while (kde+krok<N) and (A[kde+krok] <= X) do kde

end;

if (A[kde] = X) then cilka_hlada := kde;

array of longint; N : longint; X : longint)

kde+krok;

kde+krok;

21

longint;



Zadania krajského kola kategorie A

A-TII-1 Flastickova tloha
Medzicasom v paralelnom vesmire.

Jano Hrndiar vstupil do dalSej miestnosti — pred sebou videl dvere, ktoré
ho povedu dalej, za sebou mal dvere, ktorymi voSiel. V okamihu oboje dvere
zachvatili ¢ierne plamene a Jano tam zostal uvizneny. Nezostavalo mu teda
nic¢ iné, ako prejst ku stolu v strede miestnosti. Na niom stél rad roztodivnych
flasti¢iek a vedla neho lezal kus pergamenu. Jano zdvihol pergamen a pozorne
si ho precital:

LAE chees prejst cez ¢ierne plamene, musis sa napit z mojich flasticiek. Mo-
zes ich vypit kolko len chces, avsak flasticky, ktoré vypijes, musia tvorit suvisly
usek. Kazda flasticka md na obale napisané, aku velku odolnost proti plameriom
t1 poskytne. Ak ich vypijes viacero, tvoja odolnost bude priemerom odolnosti,
ktoré ti davaju vypité flasticky. Na prechod plamerimi potrebujes mat odolnost
presne k. A aby to nebolo také lahké, musis vypit najvdcési mozny podet
flasticiek. Spln tuto nelahki ulohu alebo zhyr.“

Jano si povzdychol. TakZe teraz je to logicka hadanka... Co vsak s 1ou?
Peta by si vedela rady, bohuzial pohryzol ju had pri hre Hady a rebriky. A
Zaba, na toho zase padol rebrik. Sam si véak Jano neporadi. Nemohli by ste mu
pomoct vy?

Stutazna tloha:
Dostanete ¢islo k a postupnost n ¢isel. Najdite najdlhsiu stvisla podpostup-
nost tychto ¢isel, ktorej priemer je presne rovny k.

Format vstupu:

V prvom riadku dostanete ¢isla n a k. V druhom riadku je n kladnych celych
¢isel: prvky postupnosti.

Mozete predpokladat, Ze vstup obsahuje aspon jednu suvisli podpostupnost
s priemerom prvkov presne rovnym k. Tiez mozete pri pisani programu pred-
pokladat, Ze sa vam sucet celej postupnosti pohodlne zmesti do beznej ¢iselnej
premenne;.
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Format vystupu:

Na vystup vypiste dve celé ¢isla — poziciu zaciatku a poziciu konca najdl-
hsej vhodnej podpostupnosti. (Pozicie ¢islujeme od 1 po n.) Ak je najdlhsich
postupnosti viac, vyberte si lubovolna jednu z nich.

Hodnotenie:

Plnych 10 bodov modze dostat rieSenie, ktoré efektivne vyriesi Tubovolny
vstup s n < 200 000.

Najviac 6 bodov dostane rieSenie, ktoré efektivne vyriesi Tubovolny vstup s
n < 5000.

Za Tubovolné funkéné riesenie sa daju ziskat 4 body.

Priklady:

Vstup Vystup
7 4 47
11

Existuja tri podpostupnosti s priemerom presne 4, a to (1,3,8), (3,8,1) a
(8,1,5,2). Tretia je najdlhsia, vypiSeme teda jej index zaciatku a konca.

Vstup Vystup
3 3

N
w o1
(62
N

A-TI-2 Najazd na jablone

Vdaka vasim rieSeniam domaéceho kola boli hrusky tspesne oplotené. Dedin-
¢anom sa to nepaci, a tak naplanovali pomstu. Ked uZ sa nedostant k hruskam,
pripravia babic¢ku aspon o jablki. Susedka Maria, cvicitelka syslov, kazdu Stvrt-
hodinu vystreli ponad zdhradu start raketu a v nej cvi¢eného sysla s padakom.
Raketa sa niekde vo vzduchu rozpadne, sysel dopadne babke do zdhrady a podho
k jabloniam.

Babka sa nastastie o plane dozvedela a nasla si jednu dlho¢iznu latu. Ta chee
pohodit medzi sysla a jablone. Ak takto zamedzi syslovi pristup ku vSetkym
jabloniam, ten zmiteny zastane a babka ho lahko zneskodni.
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Stutazna tloha:

V babkinej zédhrade je n jabloni, tie budeme povazovat za body v rovine.
Postupne sa zjavi ¢ syslov. Pre kazdého sysla je vasou tlohou zistit, ¢i existuje
sposob, ako vhodne pohodit latu medzi neho a stromy. Formalne, vasou tlohou
je zistit, ¢i existuje priamka takd, ze vSetky stromy lezia na priamke alebo na
jednej jej strane, zatial ¢o bod dopadu sysla lezi ostro na druhej strane priamky.
Ak ano, treba jednu taku priamku aj najst.

Pri pisani svojho riesenia mdzete pre jednoduchost predpokladat, Ze vSetky
vypolty a porovnavania su presné (t.j. nenastavaju zaokriuhlovacie chyby).

Format vstupu:

V prvom riadku je kladné celé ¢islo n > 3, oznacujice pocet stromov. V
kazdom z dalsich n riadkov sa nachadzaju stradnice jedného stromu. Dalej
nasleduje ¢islo ¢, pocet utociacich syslov. V kazdom z nasledujucich ¢ riadkov st
sturadnice dopadu jedného zo syslov. Mozete predpokladat, Ze Ziadne tri stromy
nelezia na priamke a Ze ziaden sysel nedopadne na strom.

Priklad:

Vstup vystup
7 4133
-1 -1 Sysel vitazi!
2 3 -0.5 -2 3.14 -2
1 -2 Sysel vitazi!
23-14

Biele kruzky oznacuju stromy, dia-
manty su jednotlivé sysle. Riesenie z
prikladu vystupu znazornuju priamky 3
a Cierne kruzky (vypisané body).
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Format vystupu:

Vypiste g riadkov, v kazdom z nich bud text ,Sysel vitazi!“, ak neexistuje
priamka vyhovujica zadaniu, alebo 4 realne ¢isla x1, y1, x2, y2: suradnice dvoch
roznych bodov na jednej z vyhovujucich priamok.

Hodnotenie:

Plnych 10 bodov moze dostat riesenie, ktoré efektivne vyriesi Tubovolny
vstup s n < 100000, ¢ < 100000. Iné riesenia s polynomialnou casovou zlo-
zitostou dostant 5-7 bodov podla efektivnosti. Ak vase rieSenie spravne zisti, ¢i
sysel vitazi, ale nendjde spravnu priamku, strhneme mu 1-2 body.

A-TI-3 Tajna misia

Spiéna Jamesa Bonda poslali do ruskej zdkladne v Jekaterinburgu na tajni
misiu. M4 infiltrovat ruskia armadu a znicit ich pocitacovu siet.

Stutazna tloha:

Pocitacova siet sa sklada z n pocitacov, ktoré si spojené presne n kablami
— teda kablov je rovnako ako pocitacov. Kazdé dva pocitace vedia pomocou
tychto kdblov medzi sebou komunikovat (mozno nie priamo, ale cez niekolko
inych poéitacov). Ziadne dva pocitade nie st spojené viac ako jednym kablom.

James Bond chce prestrihnit ¢o najviac kdblov. AvSak akonahle prestrihne
nejaky kabel, aktivuje tym ochranné mechanizmy oboch pocitacov, ktoré tento
kabel spaja. Ak by sa néasledne pokusil prestrihniat iny kébel veduci do niekto-
rého z tychto pocitacov, urcite by ho chytili.

Zistite, kolko najviac kablov méze James Bond postupne prestrihnut.

Format vstupu:

V prvom riadku je celé ¢islo n (n > 3), oznacujice aj pocet pocitacov, aj
pocet kablov. Poc¢itace maju ¢isla 1 az n. V kazdom z dalsich n riadkov st dve
¢islaaab (1 <a,b<n;az#b), oznacujuce, ze pocitace a a b st spojené kablom.

Format vystupu:
Vypiste jeden riadok a v niom jedno celé ¢islo: najvacsi mozny pocet prestri-
hnutych kablov.

Hodnotenie:
Plnych 10 bodov méZe dostat rieSenie, ktoré efektivne vyriesi Tubovolny
vstup s n < 1000000. Do 7 bodov dostane rieSenie, ktoré efektivne vyriesi
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TubovoIny vstup s n < 100. Za IubovoIné funkéné rieSenie sa dé ziskat 4 body.

Priklady:
Vstup Vystup
6 2
12 s
5 3 James Bond moze napr. prestrihntt
43 kable 2-6 a 4-5.
5 4
25
2 6
Vstup Vystup
6 3
1 e T e
5 2 Tentoraz sa da prestrihnut kable 1-5,
43 4-3 a 2-6.
5 4
25
2 6

A-I1-4 Mimozemské pocitace

K tejto tlohe patri aj zoznam problémov, uvedeny na nasledujiicich stranach,
a Studijny text z domaceho kola, ktory najdete na strane 12 tejto rocenky. V
zozname problémov najdete dva nové problémy: kostru-husenicu a pokrytie
podmnozinami.

Jednotlivé podulohy moézete ich riesit v lubovolnom poradi, kazda je hodnotena
samostatne. Na casovej zlozitosti vasich algoritmov pri hodnoteni nezalezi — len
musi byt polynomialna.

Poduloha A (3 body):
Mimozemstania ndm dodali sdlovy KSP, ktory rozhoduje problém existencie
kostry-husenice v danom jednoduchom neorientovanom grafe.

Tento KSP ma teda funkciu husenica (n,5). Tato funkcia ¢aka ako parametre
pocet n vrcholov grafu a zoznam F jeho hran. Ak v danom grafe existuje kostra-
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hiisenica, KSP rozsvieti zelené svetlo, inak rozsvieti cervené. Tuto funkciu mo-
zete pouzit len raz a jej volanim vypocet vasho programu kondi.

Na vstupe dostanete jednoduchy neorientovany graf G. Napiste program s
polynomialnou ¢asovou zlozitostou, ktory rozsvieti zelené alebo cervené svetlo
podla toho, ¢ G obsahuje aspon jednu Hamiltonovska cestu.

Podiloha B (3 body):

Na vstupe opét dostanete jednoduchy neorientovany graf GG. Pouzijuc ten
isty salovy KSP ako v podulohe A, napiste program s polynomialnou ¢asovou
zlozitostou, ktory rozsvieti zelené alebo ¢ervené svetlo podla toho, ¢i G obsahuje
aspon jednu Hamiltonovska kruznicu.

Poduloha C (4 body):
Mimozemstania nam dodali kufrikovy KSP, ktory rozhoduje problém exis-
tencie dostatocne dobrého pokrytia podmnozinami.

Tento KSP mé teda funkciu existuje_pokrytie (k,n,m, 2). Tato funkcia méa na-
sledujice parametre: k je nejaké nezaporné celé ¢islo, n udava pocet prvkov
mnoziny, ktort chceme celtt pokryt, m udéva poc¢et podmnozin, ktoré mame na
vyber, a Z je zoznam tychto podmnozin (teda napr. dvojrozmerné pole, ktorého
kazdy riadok popisuje jednu podmnozinu).

Na vystupe tato funkcia vracia True alebo ra1se podla toho, ¢i sa spomedzi
zadanych m podmnozin da vybrat nanajvys k tak, aby ich zjednotenie malo
vSetkych n prvkov.

Tuato funkciu moézeme v nasom programe volat Tubovolne velakrat pre Iubo-
volné vstupy.

Uvazujme nasledovny problém: V skole je z ziakov (ocislovanych 0 az z — 1)
a Skola pre nich organizuje dokopy k kruzkov. Pre kazdy krtzok je dany ne-
prazdny zoznam ziakov, ktori ho navstevuju. Kazdy kruzok si spomedzi ziakov,
ktori ho navstevuja, zvolil svojho predsedu. Jeden Ziak pritom mohol byt zvo-
leny predsedom viacerych krazkov. Radu predsedov tvoria predsedovia vsetkych
krazkov. Kolko najmenej ¢lenov moze mat tato rada?

Vyrieste tento problém pomocou vyssie popisaného kufrikového KSP. Pocet
bodov, ktoré ziskate, bude zavisiet od poc¢tu pouziti funkcie existuje_pokrytie.
(Menej je samozrejme lepSie.)

Programovacie jazyky:
Vo svojich rieseniach mézete pouzivat Tubovolny Strukturovany programo-
vaci jazyk. Vhodne si zvolte potrebné déatové Struktary. Napr. v Pascale by



funkcia z podilohy A mohla vyzerat nasledovne:
type hrana = array[0..1] of longint;
procedure husenica(n : longint; m : longint; E : array of hrana);
a v C++ mozeme pouzit bud nizkotroviiové polia, alebo aj vektor dvojic:

void husenica(int n, int m, int E[][2]); // prva moznost
void husenica (int n, vector< pair<int,int> > E); // druha moznost

Studijny text: zoznam problémov (2)

Jednoduchy neorientovany graf je usporiadané dvojica (V, E). V je koneéna
mnozina objektov nazyvanych vrcholy. E je kone¢na mnozina dvojic vrcholov;
jej prvky volame hrany. Takyto graf si mozeme predstavit napriklad ako cestnu
siet: V' je mnozina miest a E je mnozina dvojic miest spojenych cestami. Pocet
vrcholov budeme oznacovat n, pocet hran bude m. Jednotlivé vrcholy budeme
¢islovat od 0 pon — 1.

Kostra-husenica:

Husenica je graf, ktory vieme vyrobit tak, ze zoberieme nejaki cestu (tvorent
asponi dvomi vrcholmi) a nésledne priddme niekolko novych vrcholov a kazdy
z nich pripojime hranou ku jednému vrcholu cesty. Inymi slovami, ak méame
n-vrcholovy graf, tak je to htsenica vtedy a len vtedy, ak ma presne n — 1 hran
a vieme najst nejaka cestu taka, ze kazdy vrchol, ktory nie je na tej ceste, mé
jediného suseda a ten lezi na ceste.

Problém kostry-husenice je potom definovany nasledovne: Dany je Iubovolny
neorientovany n-vrcholovy graf. D4 sa zmazat niektoré jeho hrany tak, aby sme
dostali n-vrcholovt hisenicu?

@
5 @
ee“’ 9009

e

Graf vlavo je hiisenica, jednu moznu cestu tvoria vrcholy 0, 1, 2, 3, 4.
Graf v strede obsahuje hiisenicu.
Aby sme jednu vyrobili, sta¢i zmazat napr. hrany 1-4 a 4-5.
Z grafu vpravo sa len mazanim hran husenica nijak vyrobit neda.
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Pokrytie mnozinami:

Dané su ¢isla n a k a sada mnozin. Kazdd mnozina je podmnozinou mnoziny
{0,1,2,...,n—1}. Ulohou je zistit, ¢i sa z danej sady mnozin d4 vybrat nanajvys
k tak, aby ich zjednotenim bola celd mnozina {0,1,2,...,n — 1}.

Pre n = 5, k = 2 a mnoziny {1,3,4}, {0,3}, {0,1} a {0,1,2,4} je odpoved
,ano“: mozeme napr. zobrat druht a Stvrti mnozinu.

Pren =5, k =2 a mnoziny {0, 1,3}, {4}, {0,1} a {0,1,2} je odpoved , nie“.
Pre n =5, k = 4 a mnoziny {0, 1,3}, {4}, {0,1} a {0, 1,2} je odpoved , ano“:
mozeme napr. zobrat prvi, druht a Stvrtd mnozinu (alebo vSetky Styri).



Zadania krajského kola kategorie B

B-II-1 Lokalne ochladzovanie

Odkedy sa Frico prestahoval na Island za stadiom fyziky, preslo uz mnoho
rokov. Medzicasom sa stal doktorom, naucil sa plynule po islandsky a vyskusal
vSetky termalne kupaliska v krajine. Teraz vSak chce zazit nie¢o nové — zaplavat
si v Severnom ladovom oceédne.

Frico by si rad vylet naplanoval na niekolko po sebe iducich dni. Pretoze by
toho za jediny den vela nestihol, musi cely vylet trvat aspon dva dni. No a
kedze Frico nie je nijaky otuzilec, priemernd teplota pocas jeho vyletu nesmie
byt nizsia ako k.

Teraz vsak sedi nad predpovedou pocasia a nevie si rady: Existuje vobec
vhodny termin vyletu?

Stutazna tloha:

Dana je hodnota k a teploty pocas nasledujtcich n dni: ¢4, s, ..., t,. Najdite
nejaky stvisly asek dni dizky aspori dva, ktorého priemerné teplota je aspoii k
(alebo rozhodnite, ze taky tsek neexistuje).

Format vstupu:

V prvom riadku vstupu s dve celé ¢isla — pocet dni n (n > 2) a obmedzenie
na priemernt teplotu k (—10° < k < 109).

Druhy riadok obsahuje n celych ¢isel ¢ az t, (—107 < t; < 109).

Format vystupu:

Ak neexistuje termin vyletu, ktory by vyhovoval Fricovym poziadavkam,
vypiste ,nemozne®. Inak si vyberte niektory vyhovujtci termin a vypiste cisla
jeho prvého a posledného dna.

Hodnotenie:

Plnych 10 bodov mézZe dostat rieSenie, ktoré efektivne vyriesi Tubovolny
vstup s n < 1000000. Do 6 bodov dostane pomalsie rieSenie, ktoré efektivne
vyriesi Tubovolny vstup s n < 1000. Najviac 3 body moze dostat rieSenie, ktoré
efektivne riesi len vstupy s n < 100.
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Priklady:
Vstup Vystup
5 20 | nemozne |
-2 21 1 oy , . v , .
575 8 Najlepsi termin by zacal v stvrty den
a skoncil v piaty. Zial, jeho priemerna
teplota je iba 19.5.
Vstup Vystup
5 10 2 4
-256 7 5 21 18

Jednym z moznych rieseni st dni 2, 3
a 4 (priemerna teplota 11).

B-II-2 Magnetické pismenka

Ferko mé doma niekolko magnetickych pismeniek, ktoré s oblubou ukladéa
na chladnicku a vytvara tak rozne slovad a napisy. Najviac sa mu pacia také
napisy, ktoré sa ¢itaja rovnako odpredu aj odzadu, teda takzvané palindromy.
Napr. ,kobylamamalybok® je palindrom, ,abba“ je palindrém ale ,ferko“ uz
nie je palindrom.

Ferka by zaujimalo, ¢i sa z jeho pismeniek (ak musi pouzit tplne vSetky) da
poskladat palindrém, kolko takych palindrémov existuje a ktoré to su.
Stutazna tloha:

Napiste program, ktory bude rie§it nasledovné tilohy. Kazda tiloha sa hodnoti
samostatne, takze body sa daju ziskat aj vyrieSenim len jednej alebo dvoch z

nich. Na vstupe dostanete zoznam Ferkovych pismeniek. Ferko ich chce poukla-
dat do radu tak, aby pouzil kazdé prave raz a aby vysledny text bol palindrém.

a) D& sa to? (2 body)
b) Kolkymi spésobmi sa to da? (4 body)
c) Vypiste vSetky slova, ktoré moze Ferko vyrobif na chladnicke. (4 body)

Format vstupu:
V prvom riadku vstupu je jedno celé ¢islo n, pocet Ferkovych pismeniek.
V druhom riadku je retazec zloZzeny z n malych pismen anglickej abecedy.
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Format vystupu:

a) Program ma vypisat ,ano“, ak existuje palindrém zloZeny zo vsetkych
Ferkovych pismen, ,nie®“ v opac¢nom pripade.

b) Program ma vypisat jedno ¢islo, pocet retazcov, ktoré sa skladaji zo vset-
kych Ferkovych pismen a st to palindrémy. (Pri pisani programu mozete
predpokladat, Ze sa vam vSetky medzivysledky zmestia do beznych celo-
¢iselnych premennych.)

c) Program ma vypisat vSetky mozné palindrémy z Ferkovych pismen. Kazdy
palindrém mé byt na samostatnom riadku. Palindrémy mozu byt vypisané
v Tubovolnom poradi, ale kazdy tam musi byt prave raz.

Hodnotenie:

a) 2 body moze dostat rieSenie, ktoré efektivne vyriesi lubovolny vstup s
n <1 000 000; 1 bod moze dostat fubovolné funkéné rieSenie.

b) 4 body moze dostat lubovolné riesenie, ktoré efektivne vyriesi lubovolny
vstup s n < 1 000 000; 3 body st pre Iubovolné riesenie, ktoré zvladne
n < 1000; 2 body sa daju ziskat za rieSenie, ktorého ¢asova zlozitost je
pribliZzne priamo timerné vysledku; 1 bod sa dé ziskat za hocic¢o funkéné.

c) 4 body st za rieSenie, ktorého ¢asova zlozitost je priblizne priamo timerna
dlZke vystupu; najviac 2 body za pomalsie funkéné riesenia.

Priklady:
Vstup Vystup

korok ano

b)

c)
korok
okrko
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Vstup Vystup

8 a)
bacabaca ano

b)
12

c)

aabccbaa
aacbbcaa
abaccaba
abcaacba
acabbaca
acbaabca
baaccaab
bacaacab
bcaaaach
caabbaac
cabaabac
cbaaaabc

Vstup Vystup

4 a)
ryba nie

b)
0

c)

B-I1I-3 Buranie

Na Kvetinkovej ulici je rad domov, ktoré si1 tesne pri sebe. Kazdy dom je
siroky 10 metrov, ale pocet poschodi maja rézny. Na kazdom poschodi domu je
jeden byt. Priklad toho ako moze vyzerat Kvetinkovéa ulica nijdete na obrazku
vlavo.
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Starostovi sa ale vzhlad Kvetinkovej ulice nepaci a rozhodol sa, Ze niektorym
domom zbura zhora niektoré poschodia tak, aby vsetky domy na Kvetinkove;j
ulici, ktoré zostant stat, boli pri sebe a mali rovnaki vysku. Zarover, ale starosta
chce, aby sa zachovalo ¢o najviac bytov. Priklad takého zburania najdete na
obrazku vpravo.

Stutazna tloha:

Pre zadany popis ulice napiste program, ktory urci, ktoré domy tplne zburat
a ktorym zburat len nejaké poschodia tak, aby ponenchané domy boli pre sebe
a mali rovnakt vysku a aby pocet zachovanych bytov bol ¢o najvacsi.

Format vstupu a vystupu:

V prvom riadku vstupu je jedno celé ¢islo n, pocet domov na Kvetinkovej
ulici. V druhom riadku je n celych ¢isel — vysky jednotlivych domov v poradi
zlava doprava. Mozete predpokladat, ze vyska kazdého domu je kladné celé ¢islo
mensie ako 2 - 107.

Vypiste n ¢isel. Pre kazdy dom vypiste pocet zachovanych poschodi.
Hodnotenie:

10 bodov dostane rieSenie, ktoré efektivne vyriesi vstupy s n < 1 000 000.
7 bodov dostane riesenie, ktoré efektivne vyriesi vstupy s n < 5 000.

4 body dostane riesenie, ktoré efektivne vyriesi vstupy s n < 500.

2 body dostane lubovolné korektné riesenie.

Pri rieSeni sa mozete odvolavat na vzorové rieSenia tiloh z doméaceho kola.

Priklad:
Vstup Vystup

6 022220
135231
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B-I-4 Kino

Po tom, ako sa na$i Studenti dozvedeli, Ze ich programy na vyhladdvanie
nefungovali Uplne najlepsie, boli smutni a zacali sa stazovat. Vraj vymyslat
postupy je tazké, ale povedat, ¢i je program dobry, je uz lahsie. Tak sme im
zadali nie len ulohu, ale a aj Styri mozné rieSenia s popismi. Poradite si s nimi
aj vy?

Zadanie ulohy:

V kine hrajua n roznych filmov. Je nam jedno, na aké filmy pojdeme, ale radi
by sme ich videli ¢o najviac.

Filmy ocislujeme od 1 po n, cas zaciatku i-teho filmu oznacime z; a cas
jeho konca k;. Ak chceme film vidiet, musime byt po cely ¢as v spravnej sale,
a to vratane okamihov zaciatku a konca. Film si teda mdzeme predstavit ako
uzavrety interval [z;, k;] na ¢asovej osi. NapiSte program, nacita ¢islo n a vsetky
¢isla z; a k; a nasledne zisti, kolko najviac filmov vieme vybrat tak, aby Ziadne
dva nemali neprazdny prienik.

Priklad: Ak by filmom zodpovedali intervaly [1,3], [3,5], [4,7] a [5,6], tak
vieme stihntat najviac 2 filmy. (Mo6zeme ist napriklad na prvy a treti, alebo na
prvy a Stvrty film. VSimnite si, Ze sa neda stihnat prvy a druhy, kedze v ¢ase 3
by sme museli byt na oboch filmoch.)

Popis skumanych rieseni:

K tejto tlohe sme vymysleli Styri mozné rieSenia. VaSou sutaznou tulohou
bude tieto Styri rieSenia skontrolovat a zistit, ktoré z nich funguju a ktoré nie.
Zaujima nas len korektnost, ich ¢asovou zlozitostou sa zaoberat nemusite.

Ak riesenie vzdy funguje, stru¢ne zdovodnite, preco je to tak. Ak nejaké
rieSenie nefunguje, najdite jeden konkrétny maly protipriklad: teda konkrétne
n < 20 a konkrétnych n casovych intervalov, pre ktoré prislusny algoritmus
nenajde optimalne riesenie.

Vsetky rieSenia budu zalozené na rovnakom principe: Zoberiem si zoznam
vSetkych filmov. Vyberiem si nejaky film, na ktory chcem ist, a ten si zakrazku-
jem a gkrtnem vsetky filmy, ktoré sa s nim prekryvaju. Vyberiem si (spomedzi
nevybratych a nevyskrtnutych) dalsi film, ten si zakrizkujem a skrtnem vsetky
filmy, ktoré sa s nim prekryvaju. A tak dalej, az kym kazdy film nie je bud
vybraty alebo vyskrtnuty. Menit sa bude len kritérium, podla ktorého si filmy
vyberam. (V situécii, kedy je podla zvoleného kritéria viacero filmov rovnocen-
nych, si vzdy vyberiem ten z nich, ktory ma najmensie poradové ¢islo.)
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RiesSenie A: Vzdy si vyberiem ten film, ktory zacina najskor.

Riesenie B: Vzdy si vyberiem ten film, ktory je najkratsi.

Riesenie C: Vzdy si vyberiem ten film, ktory konci najskor.

Riesenie D: Vzdy si vyberiem ten film, pre ktory by som ndsledne vyskrtol
najmenej inych.

Priklad vypoctu pre jednotlivé rieSenia:

Majme styri filmy, ktorym zodpovedaju intervaly [1, 3], [3, 5], [4, 7] a [5, 6]. Toto

vypocitaju jednotlivé riesenia:

Riesenie A

— Prvy zac¢ina film 1 (v case 1).
Vyberiem ten a skrtnem film 2, ktory sa s nim prekryva.

— Spomedzi ostatnych filmov (t.j. filmov 3 a 4) zac¢ina skor film 3.
Vyberiem ten, musim Skrtnat film 4 a kond¢im.

Riesenie B

— Najkratsi je film 4. Vyberiem ten a skrtnem filmy 2 a 3, s ktorymi sa prekryva.

— Ostal mi len film 1, vyberiem teda aj ten a konc¢im.

Riesenie C

— Prvy kondi film 1 (v ¢ase 1).
Vyberiem ten a Skrtnem film 2, ktory sa s nim prekryva.

— Spomedzi ostatnych filmov (t.j. filmov 3 a 4) kon¢i skor film 4.
Vyberiem ten, musim Skrtnit film 3 a kond¢im.

Riesenie D

— Film 1 sa prekryva len s jednym inym, film 2 s tromi, filmy 3 a 4 kazdy
s dvoma inymi. Vyberiem teda film 1 a Skrtnem film 2.

— Kazdy z filmov 3 a 4 sa teraz prekryva s jednym inym filmom.
Vyberieme teda film 3 lebo ma mensie ¢islo.

V tomto konkrétnom pripade teda vsSetky Styri postupy nasli niektoré optimalne
rieSenie.

Priklad implementacie rieSeni:

V tejto Casti uvadzame konkrétny Pascalovsky program, ktory obsahuje im-
plementaciu vSetkych styroch vyssie popisanych algoritmov. Vébec ho nepot-
rebujete Citat, celd sitazné tloha sa d& pohodlne vyriesit podla slovnych po-
pisov algoritmov. Napriek tomu sme ho sem dali, aby ste si mohli v pripade
zédujmu pozriet, ako sa doty¢né algoritmy daju implementovat. O programe
mozete predpokladat, Ze je korektny — chyby treba hladat len v myslienke jed-
notlivych algoritmov, nie v nasej implementécii.
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Listing programu (Pascal)

var N : longint;
Z, K : array of longint;
skrtnute : array of boolean;

{ filmy a,b sa neprekryvaju <=> jeden zacne neskdér ako druhy skonci }

function prekryvaju_sa(a,b : longint) : boolean;

begin prekryvaju_sa := not ( (Z[al>K[b]) or (Z[b]>K[a]) ); end;

(k¢ ——————————— POROVNAVACIE FUNKCIE PRE JEDNOTLIVE RIESENIA —————————————————— * )
{ porovndvanie pre riesSenie A: zacina film a skbér ako film b? }

function skor_zacina(a,b : longint) : boolean;

begin skor_zacina := (Z[a] < Z[b]l); end;

{ porovndvanie pre riesenie B: je film a kratsi ako film b? }

function je_kratsi(a,b : longint) : boolean;

begin je_kratsi := (K[a]l-Z[a]) < (K[b]-Z[b]); end;

{ porovndvanie pre riesenie C: konc¢i film a skbér ako film b? }
function skor_konci(a,b : longint) : boolean;

begin skor_konci := (K[a] < K[b]); end;

{ porovnavanie pre riesenie D:
ak vyberieme film a, sSkrtneme menej inych ako ak vyberieme film b? }

function skrtne_menej(a,b : longint) : boolean;
var i, skrtne_a, skrtne_b : longint;
begin

skrtne_a := 0; skrtne_b := 0;

for i:=1 to N do
if (i<>a) and (not skrtnute[i]) and prekryvaju_sa(a,i) then inc(skrtne_a);
for i:=1 to N do
if (i<>b) and (not skrtnute[i]) and prekryvaju_sa(b,i) then inc(skrtne_b);
skrtne_menej := (skrtne_a < skrtne_b);
end;

(k ——————————— IMPLEMENTACIA VSEOBECNEHO RIESENIA ————————————————— *)

{ porovnavacia_funkcia povie, ¢i je film a lepsi ako film b }
type porovnavacia_funkcia = function(a,b : longint) : boolean;

{ ako ”lepsi” budeme postupne pouzivat vsetky Styri
vyssie implementované porovnavacie funkcie }

function riesenie (lepsi : porovnavacia_funkcia) : longint;
var i, dalsi : longint;
begin
for i:=1 to N do skrtnute[i] := false;
riesenie := 0;
while true do begin
dalsi := -1;
for i:=1 to N do
if (not skrtnute[i]) and ( (dalsi=-1) or lepsi(i,dalsi) ) then
dalsi := 1i;
if (dalsi = -1) then exit; { uZ sa nédm minuli vsetky filmy }
inc(riesenie) ;
skrtnute[dalsi] := true;
for i:=1 to N do if prekryvaju_sa(dalsi,i) then skrtnute[i] := true;
end;
end;
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var i1 : longint;
begin
read (N) ;

setlength (Z,N+1); setlength (K,N+1); setlength (skrtnute,N+1);
for i:=1 to N do read(z[i],K[i]);
writeln( riesenie( @skor_zacina ) );
writeln( riesenie( @je_kratsi ) ) ;
writeln( riesenie( @skor_konci ) ) ;
writeln( riesenie( @skrtne_menej ) );
end.



Zadania celostatneho kola kategoérie A

A-TII-1 Pan Buridan a kaviarne

Buridanov osol je znamy filozoficky myslienkovy experiment. Predstavte si,
ze hladného osla postavite presne do stredu medzi dve kdpky sena. Osol by si
sice dal seno, ale kedze je situacia dokonale symetrickd, nemé sa podla ¢oho
rozhodnut, ¢i ist dolava alebo doprava. A tak ostane na mieste, az chudak
zdochne od hladu.

Davidka uz poznate z doméceho kola. Stale si chudak hlada byvanie v Man-
hattane. Teraz si vSak uvedomil, ze mu hrozi rovnaky problém ako Buridanovmu
oslovi: ak by existovali dve kaviarne, ktoré st od jeho bytu rovnako daleko,
mohlo by sa mu stat, Ze sa medzi nimi nebude vediet rozhodnut a nedopadne
to dobre.

Pre jednoduchost si Manhattan predstavime ako Stvorcovu siet, po ktorej
sa da pohybovat len v Styroch zékladnych smeroch. Na niektorych mrezovych
bodoch (krizovatkach) st kaviarne; na kazdom najviac jedna.

Stutazna tloha:

Na vstupe je mapa Manhattanu. Pre kazda krizovatku zistite, ¢i tam Da-
vidko moze byvat — teda ¢i neexistuju ziadne dve kaviarne, ktoré by boli od
danej krizovatky rovnako daleko.

Format vstupu:

V prvom riadku je rozmer n Stvorcovej siete predstavujiicej Manhattan: tvori
ho n vodorovnych a n zvislych ciest. Mame teda presne n? krizovatiek. Zvysok
vstupu tvori n riadkov, v kazdom z nich je n ¢isel: 1 predstavuje krizovatku s
kaviarnou, 0 krizovatku bez kaviarne.

Format vystupu:
Vypiste n riadkov a v kazdom z nich n znakov: pre kazdu krizovatku bud
‘A’ ak tam Déavidko byvat moze, alebo ‘N’ ak nie.

Hodnotenie:

Plnych 10 bodov dostanete za rieSenie s asymptoticky optimalnou ¢asovou
zlozitostou. Pomalsie korektné riesenia mozu dostat 3 az 9 bodov podla kon-
krétnej Casovej zlozitosti.
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Priklady:

Vstup Vystup
5 AAAAA
10010 AAAAN
000O0O0 NNNNA
000O00O A AAAA
000O01 A AAAA
000O00O

Vstup Vystup
3 N NN
101 N NN
00O N NN
101

Vstup Vystup
2 A A

o
[N
=
=

A-III-2 Pretahovanie lanom

V Dolebreznej Vieske sa kond tradiény turnaj v pretahovani lanom. Kedze
v tejto obci nie je nikde ziadna rovina, hri sa turnaj na tuboci kopca. Sklonu
kopca zodpoveda koeficient ¢ > 1. Do turnaja sa prihlasilo n hracov. V poradi
od najmladsieho po najstarsieho dostali ¢isla 1 az n. Silu hraca 7 oznacime s;.

Na zaciatku turnaja st vsSetci hraci aktivni. Turnaj pozostava z viacerych
zapasov. V kazdom zapase hraja vSetci aktivni hraci. Na zapas sa aktivni hraci
rozdelia do dvoch timov. Horny tim (na vrchu kopca) tvori k najstarsich aktiv-
nych hracov, dolny (na jeho spodku) tvoria vSetci ostatni. Tim tahajtci dohora
nasobok suc¢tu sil timu tahajiceho dodola. Turnaj kon¢i, akondhle v niektorom
zapase vyhra horné druzstvo.
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Po kazdom zépase jeden z hracov prestane byt aktivny. Domorodci si v§imli,
ze je to vzdy bud najmladsi aktivny hra¢ (ktory uz musi ist domov), alebo
najstarsi aktivny hrac¢ (ktory odide do bufetu). Hodnota k sa nemeni, teda ak
po zapase odisiel najstarsi hrac¢, v nasledujicom zapase bude za horny tim hrat
aj najstarsi z hracov, ktori doteraz hrali za dolny tim.

Stutazna tloha:

Na vstupe dostanete pocet hracov n, ich sily sq,...,s,, koeficient strmosti
kopca ¢ a velkost horného timu k. Napiste program, ktory vypocita, kolko naj-
viac zapasov sa moze v danom turnaji odohrat. Inymi slovami, vas program by
mal najst také poradie odchadzajucich hracov, pri ktorom prva vyhra horného
timu nastane ¢o najneskor.

Format vstupu a vystupu:

V prvom riadku vstupu st celé ¢isla n a k a racionalne ¢islo q. Mobzete
predpokladat, ze 1 < k < n, ze ¢ > 1 a Ze vSetky vaSe vypocty s ¢islom ¢
davaju presné vysledky.

V riadku druhom su sily sq,...,s,. Mozete predpokladat, Ze st to kladné
celé cisla, ktorych sticet sa zmesti do beznej ¢iselnej premenne;j.

Na vystup vypiste jediny riadok a v nom jedno celé ¢islo: maximéalny mozny
pocet zapasov.

Hodnotenie:

RiesSenia s ¢asovou zlozitostou exponencidlnou od n ziskaji nanajvys 3 body.
LCubovolné riesenie s ¢asovou zloZitostou polynomialnou od n méze (v pripade,
7e je kompletné a korektné) ziskat aspoti 5 bodov. Casovi zlozitost optimalneho
rieSenia vam umyselne neprezradime. Nezabudnite zdovodnit spravnost vasho
algoritmu!

Priklad:
Vstup Vystup

521.01 4
40 70 1000 30 20

Tento kopec je skoro rovina, horny tim takmer nema vyhodu. Hore zacinaju
hraci so silou 30+20 = 50 a dole hraci so silou 4047041000 = 1110. Kedze
1110 x 1.01 > 50, dolny tim prvy zapas polahky vyhra.

Turnaj bude najdlhsie trvat vtedy, ked po prvom zapase odide najmladsi
hra¢ (so silou 40) a po druhom zapase odide opét najmladsi hrac (so silou 70).
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Po tretom zapase je jedno kto odide — na Stvrty zapas tak ¢i onak ostani hore
dvaja hraci a dole nikto, a teda horny tim polahky vyhra.

Vstup Vystup

127 2.0 4
249533488616

Jeden mozny optimalny priebeh zapasov: po prvom zapase odide najmladsi
(sila 2), po druhom najstarsi (sila 6), po tretom zase najmladsi (sila 4). Na Stvrty
zapas teraz na vrchu kopca nastiupia hraci so silou 34+3+4+8+8+6+1 = 33,
zatial ¢o na spodku kopca uz budu len hraci so silou 9 + 5 = 14. No a kedze
14 x 2.0 < 33, stvrty zapas uz vyhra horny tim a turnaj konci.

A-III-3 Mimozemské pocitace

K tejto ulohe patri aj studijny text z domaceho kola, ktory najdete na strane
12 tejto rocenky.

Jednotlivé podulohy mozete ich riesit v lubovolnom poradi, kazda je hodnotena
samostatne. Na casovej zlozitosti vasich algoritmov pri hodnoteni nezalezi — len
musi byt polynomiélna.

Poduloha A (1 bod):

Mimozemstania nam dodali sadlovy KSP, ktory rozhoduje problém existen-
cie Hamiltonovskej cesty obsahujicej predpisanii hranu. Tento KSP ma teda
funkciu cesta_s_nranou (n, E,u,v). Tato funkcia ¢aka ako parametre pocet n vrcho-
lov grafu, zoznam F jeho hran, a dve ¢isla vrcholov u a v. Ak v danom grafe
existuje Hamiltonovska cesta, na ktorej v a v nasleduju bezprostredne po sebe,
KSP rozsvieti zelené svetlo, inak rozsvieti ¢ervené. Tuto funkciu mézete pouzit
len raz a jej volanim vypocet vasho programu kondi.

Na vstupe dostanete jednoduchy neorientovany graf G. Napiste program s
polynomialnou ¢asovou zlozitostou, ktory rozsvieti zelené alebo cervené svetlo
podla toho, ¢ G obsahuje aspori jednu Hamiltonovskt cestu.

Poduloha B (5 bodov):

Mimozems$tania nam dodali kufrikovy KSP, ktory rozhoduje problém exis-
tencie Hamiltonovskej cesty. Tento KSP ma teda funkciu cesta(n,r). Tato fun-
kcia caka ako parametre pocet n vrcholov grafu a zoznam FE jeho hran. Na
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vystupe tato funkcia vracia true alebo raise podla toho, ¢ v doty¢énom grafe
existuje aspon jedna Hamiltonovska cesta. Funkciu cesta mozete volat aj viac-
krat.

Na vstupe dostanete jednoduchy neorientovany graf GG ktory obsahuje Ha-
miltonovskua cestu. Napiste pomocou tohto kufrikového KSP program, ktory v
polynomialnom c¢ase (neratajic volania funkcie cesta) v G jednu Hamiltonovski
cestu najde.

Pozor! Pocéet bodov, ktoré dostanete, bude zavisiet od toho, rddovo kolko
volani funkcie cesta vasSe rieSenie v najhorsom pripade potrebuje.

Poduloha C (4 body):

Mimozems$tania ndm dodali sdlovy KSP, ktory rozhoduje problém existencie
Hamiltonovskej cesty. Tento KSP ma teda funkciu cesta (n,5). Tato funkcia caka
ako parametre pocet n vrcholov grafu a zoznam FE jeho hran. Ak v danom grafe
existuje Hamiltonovska cesta, KSP rozsvieti zelené svetlo, inak rozsvieti ¢ervené.
Tato funkciu mézete pouzit len raz a jej volanim vypocet vasho programu
kon¢i.

Na vstupe dostanete orientovany graf GG. Kazda hrana tohto grafu ma teda
urceny jeden smer, v ktorom sa po nej smie ist. Napiste program s polynomial-
nou ¢asovou zlozitostou, ktory rozsvieti zelené alebo ¢ervené svetlo podla toho,
¢i G obsahuje aspon jednu orientovand Hamiltonovsku cestu. (Teda Hamilto-
novsku cestu, ktora kazda svoju hranu pouzije v spravnom smere.)

Programovacie jazyky:

Vo svojich rieseniach moézete pouzivat Tubovolny Strukturovany programo-
vaci jazyk. Vhodne si zvolte potrebné datové Struktury. Napr. v Pascale by
funkcia z podilohy A mohla vyzerat nasledovne:
type hrana = array|[0..1] of longint;
procedure cesta_s_hranou(n : longint; m : longint; E : array of hrana; u,v : longint);
a v C++ mozeme pouzit bud nizkotroviiové polia, alebo aj vektor dvojic:

void cesta_s_hranou(int n, int m, int E[][2], int u, int v); // prva moznost
void cesta_s_hranou (int n, vector< pair<int,int> > E, int u, int v); // druha moznost

A-III-4 Hore a dole

Bagka mala postupnost n celych ¢isel, kazdé z rozsahu od 0 po m. Pre kazdé
dva po sebe idice ¢leny postupnosti si zapisala znak <, =, alebo > podla toho, ¢i
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.....

(3,1,7,7,4) plati 3 > 1 < 7 =7 > 4, takze Baska by zapisala refazec ><=>.

Olivia Bagkinu postupnost nepozna. Pozna len n, m a postupnost znakov,
ktoré si Baska zapisala. Olivia by teraz chcela Bagkinu postupnost (v rdamci
moznosti) zrekonstruovat.

Cast bodov za ttto ulohu mozete ziskaf tak, ze napiSete program, ktory
zrekonstruuje lubovolni taka postupnost (ak nejaka existuje). PIny pocet bodov
dostanete za program, ktory navyse vzdy najde to rieSenie, v ktorom je sucet
clenov Baskinej postupnosti najmensi mozny).

Format vstupu a vystupu:

Vstup ma dva riadky. V prvom z nich st ¢isla n a m. V druhom z nich je
retazec n — 1 znakov, ktoré si Bagka zapisala. Na vystup vypiste jeden riadok
a v nom n medzerami oddelenych celych ¢isel: zrekonStruovant postupnost. Ak

ziadna postupnost zodpovedajica vstupu neexistuje, vypiste n-krat hodnotu
—1.

Obmedzenia a hodnotenie:

Pripravenych je 10 sad vstupov, ocislovanych od 01 do 10. Za spravne vy-
rieSenie kazdej sady ziskate 1 bod. V sadach 01 az 05 akceptujeme Tubovolni
korektnii postupnost, v sadach 06 az 10 len postupnost s najmensim moznym
suctom c¢lenov. Velkosti a typ testovacich dat st popisané v nasledujicej tabulke:

¢islo sady | obmedzenia
01, 06 2 <n <10, m = 107, niektory jeden znak je >
a vsetky ostatné su <

02, 07 2 <n <20, m = 10°
03, 08 2 <n <1000, m = 998
04, 09 2 <n<75000, 0<m<10° v refazci nie je znak =
05, 10 2 <n<250000, 0<m<10°
Priklady:
Vstup Vystup
5 1000000000 10110
><=>

Tento vstup by mohol patrit do sady 02 alebo sady 07. Ak by patril do sady
02, akceptovali by sme aj odpoved ,,3 17 7 4%, ale v sade 07 je jedinou spravnou
odpovedou prave ,,1 0 1 1 0%.
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Vstup Vystup

4 2 -1 -1-1-1
>>>

Retazec >>> popisuje stvorprvkovi klesajiicu postupnost. Kedze ale m = 2,
my mozeme pouzit len hodnoty 0, 1 a 2, a teda takuto postupnost vyrobit
nevieme.

A-TII-5 Vyvéazené retazce

Retazec je vyvdZeny vtedy, ked sa v niom vSetky jeho pismend vyskytuju
rovnako vela raz. Priklady vyvazenych refazcov: aaaaa, badcx, bbaaab. Retazec
abacb vyvazeny nie je — napriklad preto, ze st v nom dve a ale len jedno c.

V danom retazci najdite najdlhsi suvisly podretazec, ktory je vyvazeny.

Hladany podretazec nemusi obsahovat vSetky druhy pismen, ktoré sa vysky-
tuju v povodnom retazci. Teda napr. pre refazec cbababac je spravnym rieSenim
podretazec bababa.

Format vstupu a vystupu:

Vstup mé jediny riadok a v nom retazec tvoreny malymi pismenami anglicke;
abecedy. Dlzku retfazca si oznaéime n, znaky refazca ocislujeme zlava doprava
od 0 pon —1.

Na vystup vypiste jeden riadok a v nom dve celé ¢isla: index znaku, ktorym
hladany podretazec zacina, a index znaku, ktorym tento podretazec koncéi. Ak
existuje viacero optimalnych rieSeni, najdite to, ktoré zacina najskor.

Obmedzenia a hodnotenie:

Pripravenych je 10 sad vstupov, ocislovanych od 01 do 10. Za spravne vy-
rieSenie kazdej sady ziskate 1 bod.

Velkosti a typ testovacich dat st popisané v nasledujicej tabulke:

¢islo sady | obmedzenia
01 1 <n <20, retazec obsahuje len pismend ab
02 1 <n <1000, retazec obsahuje len pismend ab
03 1 <n <1000, retazec obsahuje len pismena abcdefgh
04 1 <n <1000, retazec obsahuje len pismena abcdefgh
05 1 < n < 100000, retazec obsahuje len pismena ab
06 1 <n < 100000, retazec obsahuje len pismend abc,
v optimalnom rieseni nie s pouzité vsetky tri
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¢islo sady | obmedzenia
07 1 < n < 100000, retazec obsahuje len pismend abc
08 1 <n <50000, retazec obsahuje len pismené abcde
09 1 <n <50000 retazec obsahuje len pismend abcde
10 1 <n <50000 retazec obsahuje len pismené abcde
Priklady:
Vstup Vystup
baab 03
Optimalnym podretazcom je cely re-
tazec.
Vstup Vystup
baaab 13
Optimalnym podretazcom je retazec
aaa.
Vstup Vystup
cbababac 16
Priklad zo zadania.
Vstup Vystup
cbabadbabae 14

A-III-6 ACGT

Usamec sa snazi z fragmentov DNA skladat geném. Fragment DNA je po-
stupnost znakov ACGT. Usdmec uz nasiel n fragmentov a oznadil ich Fi, ..., F),.
Navyse zistil, ktoré dvojice fragmentov mozu nasledovat bezprostredne za se-

bou.

Skorsi vyskyt je ten spravny.

Poskladanie DN A. Poskladanim DNA nazyvame postupnost fragmentov
ay,as,...,ar (I < a; < n, niektoré fragmenty sa mozu aj opakovat) tak,
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ze kazdé dva po sebe idtce fragmenty po sebe smu nasledovat. Poskladaniu
DNA zodpoveda retazec znakov ACGT, ktory dostaneme pospajanim prislusnych
fragmentov.

Priklad: Nech n = 3, F} = CG, F5 = AT a F3 = TCC. Po sebe nech mézu na-
sledovat dvojice fragmentov (1,2), (1,3) a (2,1). Korektnym poskladanim DNA
pre tento pripad je napr. postupnost 2,1 (ktorej zodpoveda retazec ATCG) a tiez
postupnost 1,2,1,3 (refazec CGATCGTCC). Postupnost 3,1 ani postupnost 1,1,2
nie su korektné.

Vzdialenost retazcov. Pre dané dva retfazce p a ¢ definujeme ich vzdiale-
nost ako najmensi pocet zmien, ktoré treba postupne spravit, aby sme z p vyro-
bili ¢ (resp. naopak). Povolené zmeny st troch typov: pridanie znaku (kamkolvek
do retazca), zmazanie znaku a zmena jedného znaku na iny.

Priklad: Nech p = ATTA a ¢ = AGA. Zjavne nevieme p na ¢ prerobit jednou
zmenou, ide to vSak dvomi: najskér zmazeme jedno T a potom zmenime druhé
T na G. Preto maju tieto dva retazce vzdialenost 2. Lubovolny retazec ma sam
od seba vzdialenost 0.

Stutazna tloha:

Na vstupe je popis Usdamcovych fragmentov a toho ako mo6zu na seba nad-
vizovat. Dalej je na vstupe refazec R (opif tvoreny znakmi ACGT), velmi malé
nezaporné celé ¢islo d a dva indexy fragmentov u a v (pricom u # v). Vasou
ulohou je néjst (jedno Iubovolné) poskladanie DNA, ktoré zac¢ina fragmentom
u, kond¢i fragmentom v, a retazec, ktory mu zodpovedd, ma od retazca r vzdia-
lenost nanajvys d.

Mozete predpokladat, ze ziaden fragment nesmie nasledovat sam po sebe —
teda Ze v zozname pripustnych dvojic nebudia zaznamy tvaru (x, x). Tiez mozete
predpokladat, Ze ak po nejakom fragmente x mdze nasledovat aj fragment y aj
fragment z, tak sa prvé pismena Fj a F}, lisia.

Format vstupu a vystupu:

V prvom riadku vstupu je pocet fragmentov n a pocet pripustnych dvojic
m. V nasledujucich n riadkoch st jednotlivé fragmenty F} az F,. V dalsich
m riadkoch st dvojice ¢isel a;, b;, ktoré vyjadruju, ze po fragmente a; moze
nasledovat fragment b;. Predposledny riadok obsahuje ¢isla d, u a v; posledny
riadok obsahuje retazec R.

Na vystup vypiste jeden riadok obsahujtci —1, pokial Ziadne vhodné poskla-
danie DNA neexistuje. Ina¢ vypiste jeden riadok, ktory obsahuje jedno vhodné
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poskladanie DNA — teda postupnost indexov fragmentov oddelenych medze-
rami. (Nie je potrebné mat najmensiu mozna vzdialenost od R.)

Hodnotenie:

Pripravenych je 10 sad vstupov, ocislovanych od 01 do 10. Na sadach 01
az 08 bude vase riesenie otestované na testovaci. Vstupy 09 a 10 si stiahnite z
testovaca, spustite na nich vas program a odovzdajte iba vystup.

Za spravne vyrieSenie kazdej sady ziskate 1 bod. V nasledujicej tabulke f
oznacuje stucet dlzok fragmentov DNA a r dlzku refazca R. Pokial nie je uvedené
inak, tak v sadach 01 az 08 plati n < 1000, m < 4000, f < 50000, » < 50000 a
d < 5. V sadach 09 a 10 plati n < 1000, m < 1000, f < 1000000, » < 1000000
a d < 5. Navyse tieto vstupy su z realnych dat, ¢o napriklad znamena, ze medzi
fragmentmi na vstupe nendjdete vela podobnych. Dodatoéné obmedzenia pre
jednotlivé sady st nasledovné:

sada obmedzenia komentar

01 d=20 fragmenty musia naskladat presne R

02,03 | n=2, m=1, dva fragmenty a jeden sposob ich zretazenia
f <1000, » <1000

04,05 | n=2, m=1 dva fragmenty a jeden sposob ich zretazenia

06 d=1 smieme mat nanajvys jednu chybu

07,08 | f <1000, » <1000

Priklady:
Vstup Vystup

33 1213

CG

AT

TCC

=N e
W = N

013
CGATCGTCC

Toto je priklad zo zadania, hladany retazec vieme naskladat presne.
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Vstup Vystup

4 4 12324
CCC

GGG

N W N -
NN W N

114
CCCATTGGG

Toto poskladanie nam da retazec CCCATAGGG, ktory sa od retazca na vstupe
lisi jednou zmenou.

Vstup Vystup
4 4 -1
CCC

GGG

N W N =
BN W N

114
CCCAAAAGGG

Treba aspon dve zmeny, povolent vsak mame nanajvys jednu.



Riesenia domaceho kola kategorie A

A-I-1 Taka zima...

Podme sa vrhnat rovno na rieSenie. Prvé, ¢o by sme mali spravit, ked neviem
ni¢ lepSie, je napisat si priamociare, aj ked pomalé rieSenie. V tomto pripade
staci skusat vSetky mozné dvojice zaciatkov a koncov. Ked uz mame zvoleny
konkrétny zaciatok a koniec, tak este v jednom cykle overime, ¢i ziadne z ¢isel
leziacich medzi nimi neporusuje podmienku zo zadania. Takto dostaneme riese-
nie so zloZitostou O(n?), za ktoré pravdepodobne ziskame 3 body. Na zadiatok
dobré, ale este stale je ¢o zlepSovat.

Pri rieSeniach, kde sa snazime hladat nejaky suvisly tsek v poli, sa ¢asto da
pouzit nasledovny pristup. Znovu si generujeme vsetky dvojice (zac¢iatok,koniec),
robime to vSak v ur¢itom poradi a snazime sa znizit ¢as, ktory potrebujeme na
overenie, ¢i je tato konkrétna dvojica indexov vhodna.

Zafixujeme si = (teda prvy index, ktory je v poli viac nalavo) a postupne
budeme zvySovat y. Za¢neme na y = x + 1 a skon¢ime na y = n. Ked toto celé
spravime pre x = 1, zacneme odznova s x = 2, a tak dalej. V ¢om je vyhoda
takéhoto pristupu? Ak si zoberieme dve za sebou iduce kontroly, dostaneme
dvojicu (x,y) a (z,y+1). Vidime, ze tisek medzi tymito ¢islami sa rozsiril iba o
¢islo T'[y]. Ak sme teda nieco zistili pre dvojicu (z,y), mozno ndm staci pridat
jediny prvok a budeme vediet odpoved aj pre (z,y + 1).

Podmienku zo zadania si mézeme preformulovat nasledovne: Ak si zobe-
rieme vSetky prvky na poziciach medzi x a y, nesmie medzi nimi lezat Ziadne z
intervalu | min(7'[z], T[y]), max(T[z],T[y])]. Aby sme toto vedeli efektivne ove-
rit, mozeme si napriklad udrziavat usporiadani mnozinu ¢isel, ktoré lezia ostro
medzi indexami x a y. Do tejto mnoziny budeme postupne pridavat nové ¢isla
a pozerat sa, ¢i sa medzi nimi vyskytuje nejaké, ktoré lezi medzi aktudlnymi
hodnotami T'[z] a T'[y].

Vsetky tieto veci zvlada robit vyvaZzovany binarny vyhladavaci strom, v
C++ implementovany v datovej Struktire set. Riesenie je teda nasledovné:
Postupne skusame vSetky moznosti pre Tavy index x. Pre pevne zvolené x od
neho ideme pravym indexom y doprava, pricom si v sete udrzujem mnozinu
Cisel, ktoré sa vyskytuju ostro medzi poziciami = a y. (Napriek tomu, Ze sa na
vstupe moze vyskytnut té istd hodnota viackrat, nie je v tomto rieSeni potrebné
pouzit multiset, kedZe nam je jedno, kolkokrat sa dana hodnota v spractva-
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nom utseku vyskytuje.) Pri spractvani prvku T'[y| sa najskor pozriem, ¢i nie je
rovnaky ako T'[z]. Ak je, toto je vyhovujica dvojica, ale Ziadna dalSia (x, z),
kde y < z vyhovovat nebude, preto moézeme néasledne prejst rovno na dalsie
x. A ak su T[z] a T[y] rozne, tak sa pozrieme do nasho setu a najdeme si
(v logaritmickom case) zaciatok a koniec tseku, v ktorom lezia prvky z inter-
valu [ min(7T'[z], T'[y]), max(T'[z],T[y])]. Ak je tento tsek prazdny, tvoria z a y
vyhovujicu dvojicu, inak nie.

Riesenie, ktoré sme prave popisali, ma casovi zloZitost O(n?logn), lebo
pre kazda z n? dvojic indexov urobime niekolko (konstantne vela) operdcii so
setom.

Celého setu sa vSak vieme Tahko zbavit. Staci si uvedomit jednu vec: pocas
toho, ako postupne zvySujeme y, sa hodnota T'[x] nemeni. Predstavme si teraz,
ze prave spracivame nejaké y také, ze T'[x] < T[y]. Potom néas z prvkov leZiacich
medzi indexami x a y zaujimaju len tie, ktoré su vicsie alebo rovné T'[x|. Pres-
nejsie, zaujima nas len to, ¢i je niektory z tychto prvkov zaroven mensi alebo
rovny T[y]. Na efektivne zodpovedanie tejto otdzky si stac¢i pamitat najmensi
po T'y], tak tam nelezi ziaden.

No a symetricky: kvoli indexom y takym, ze T'[x] > Ty], si budeme zase
pamitat najvicsi z prvkov mensich alebo rovnych T'[x]. Takto sme cely set
nahradili dvomi premennymi. Toto zlepsenie ndm zarudi ¢asov zlozitost O(n?).
Tomu by mal zodpovedat zisk Siestich bodov.

Vzorové riesenie:

Pozrime sa lepsie na predchadzajice riesenie. Kedy sme hodnotu y vyhod-
notili ako pripustni a vyskusali zlepsit doteraz najdené optimum? Prave vtedy,
ked sme tym zmenili aktualnu hodnotu jednej z dvoch pamétanych premennych.

Pre konkrétne x nas v skutoc¢nosti zaujima len poslednd z pripustnych hod-
not y. A vdaka prave spravenému pozorovaniu vieme, Ze pre nu su len dve
alebo rovny T'[x], alebo je nou index najvic¢sieho prvku napravo od = ktory je
mensi alebo rovny T[x]. Oba tieto indexy (ak aspon jeden taky prvok existuje)
vzdy zodpovedaju pripustnym rieSeniam a ten z nich, ktory je dalej od x, je
zjavne najlepsim jemu zodpovedajucim y.

(V pripade, ze sa v poli mézu prvky opakovat, ide o najblizsi vyskyt prvku s
danou hodnotou — vtedy sa prislusnd premenné zmeni. Dalsie viskyty rovnakej
hodnoty uz nebudi pripustné.)

V nasej implementéacii robime presne toto isté, len ako vonkajsiu premennii
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cyklu mame y. (Zjednodusi to podmienku pri porovnavani ¢i je nové rieSenie
lepsie ako doteraz najdené.) Postupne pre kazdé y nas zaujimajiu dva indexy:
kde sa nachadza velkostou najblizsia viic¢sia alebo rovna hodnota (ak tam nejaka
je) a kde sa nachadza velkostou najblizsia mensia alebo rovna hodnota (opét, ak
tam nejaka je). V C++ na toto mdzeme pouzit datova Struktiru map, v ktorej
si pre kazda hodnotu pamétame index jej doteraz posledného vyskytu.

Pomocou mapy vieme pre dané y zistit hladané dva indexy x1,xo v Case
O(logn). Celkovo mé teda toto rieSenie ¢asov zlozitost O(nlogn).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <map>
using namespace std;

void update (int &bx, int &by, int x, int y) { if (y-x >= by-bx) bx=x,by=y; }

int main() {
int best_x=-1, best_y=-1;
int N; cin >> N;

map<int,int> last_seen;
// priddme zardzky, ktoré nikdy nevyrobia dobré riesSenie
last_seen[ -1<<30 ] = last_seen[ 1<<30 ] = N;
for (int y=0; y<N; ++y) {
int t; cin >> t;
auto geg = last_seen.lower_bound (t);
update ( best_x, best_y, geg->second, vy );
auto leg = last_seen.upper_bound(t); --leqg;
update ( best_x, best_y, leg->second, vy );
last_seen[t]=y;

}
cout << best_x << ”."” << best_y << endl;

Alternativne vzorové riesenie — navzajom rézne prvky:

Vyssie popisané vzorové rieSenie sa dé implementovat aj bez pouZitia mapy:
usporiadame vsetky hodnoty v poli T', odstranime duplikaty, a nasledne si bu-
deme ku kazdej hodnote jej posledny vyskyt pamitat v oby¢ajnom poli. Na pri-
stup ku konkrétnej hodnote pouzijeme vzdy binarne vyhladdvanie, takze ¢asova
zlozitost ostane O(nlogn). (Ide vlastne o jednoduché pouzitie univerzalnejsej
techniky, tzv. kompresie suradnic.)

V tejto casti si ukadzeme iné riesenie, ktoré si vystaci bez zlozitych datovych
struktur. Jediné, ¢o budeme potrebovat, bude obyc¢ajné triedenie.

Najskor si toto riesenie ukdzeme pre postupnosti, v ktorych sa prvky neopa-
kuji. Pomoze nam to spravit si spravnu predstavu, ktort nasledne upravime pre
vSeobecny pripad. Majme teda pole T', v ktorom je n navzajom réznych hodnot.
Predstavme si, Ze sme toto pole usporiadali podla velkosti. Zjavne plati, ze ak
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nejaké dva prvky, ktoré pévodne boli na poziciach a a b, skoncili po usporiadani
pola T bezprostredne vedla seba, tak indexy a a b tvoria jedno mozné rieSenie —
kedze vobec neexistuje prvok s hodnotou medzi T'[a] a T'[b], tak zjavne nemoze
taky prvok lezat medzi poziciami a a b. To teda znamena, Ze kazda dvojica po
sebe nasledujicich hodnot urcuje jedno potencialne riesenie.

My teraz tvrdime, Zze medzi tymito n — 1 rieSeniami sa vzdy nachadza aj to
optimélne. PresnejSie, dokonca vSetky optimalne rieSenia musia byt tohto typu.
Toto si teraz dokazeme.

Chceme dokézat, ze optimélne rieSenie (x,y) nemdzu tvorit také prvky T'[x]
a T[y|, ktoré nelezia vedla seba po usporiadani celého pola. Pre spor, nech
nejakd takato dvojica optimélne rieSenie tvori. KedZe po usporiadani nelezia
zodpovedajice prvky pri sebe, existuje pre povodné pole T index z taky, ze
min(7T[x], T[y]) < T[z] < max(T[x],T[y]). Kedze vSak (z,y) je pripustné riese-
nie, tak nesmie byt z < z < y. Preto plati bud z < z alebo y < z. Bez ujmy
na vseobecnosti, nech z < z. Ak je takychto moznych hodnot z viac, nech je
z najviicsia z nich. Potom ale (z,y) je zjavne tiez pripustné rieSenie a je lepsie
ako (x,y), ¢o je hladany spor.

Staci teda usporiadat pole usporiadanych dvojic (T'[i], 7). Nasledne uz opti-
malne riesenie najdeme jednym prechodom, v ktorom pre kazdé dve po sebe
nasledujice hodnoty spocitame rozdiel indexov na ktorych lezia.

Alternativne vzorové rieSenie — lubovolné prvky:

Ako posledné nam zostéva vyriesit, ¢o s rovnakymi prvkami. Ked skisime
zovSeobecnit vyssie uvedenti tivahu, vynoria sa zrazu dva rdzne pripady: bud
bude optimalne rieSenie predstavovat interval medzi dvoma vyskytmi tej istej
hodnoty, alebo pdjde o interval medzi vyskytmi dvoch po sebe idtcich hodnét.

Vyskyty tej istej hodnoty st Tahké: o pripustné riesenie ide vtedy a len vtedy,
ked ide o dva po sebe iduce vyskyty danej hodnoty.

A vlastne to presne rovnako musi byt aj v pripade, Ze berieme dve po sebe
idice hodnoty. Nech teda chceme najst vSetky pripustné rieSenia, pri ktorych
Tlz] = o a T[y] = B, kde a # B st dve bezprostredne po sebe nasledujice
hodnoty. Predstavme si, ze sme zobrali vSetky indexy, kde sa vyskytuju hodnoty
a a . Potom pripustné riesenia opit zodpovedaju prave dvojiciam po sebe
iducich indexov — pre Tubovolnt inti dvojicu hned vidime, Ze aspomn jeden iny
prvok lezi v zakdzanom rozsahu.

Budeme teda postupovat nasledovne. Pole si usporiadame ako v predchéadza-
jucom rieseni a rozdelime ho na tseky rovnakych prvkov (tie volajme buckety).
Néasledne budeme mat funkciu, ktora najde spomedzi prvkov, ktoré dostane na
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vstupe, optimalne riesenie. Tejto funkcii prave raz dame na vstup kazdy buc-
ket, a tiez prave raz kazda dvojicu po sebe iducich bucketov. No a spominana
funkcia vzdy spravi to, ze prvky, ktoré dostala na vstupe, preusporiada podla
ich pé6vodného indexu, potom prejde vSetky po sebe iduce dvojice indexov a
vyberie najlepsiu z nich.

Kazdy prvok usporiadame najviac 4-krat, ¢o znamena, Ze rieSenie bude mat
casovu zlozitost O(nlogn). Pamitova zlozitost bude zjavne O(n).

A-I-2 Dva ploty

Najskor si ukézeme, ako rieSit tlohu pre jeden plot, potom toto rieSenie
zovSeobecnime na dva ploty.

Konvexny obal:

Pre Iubovolnt koneé¢ni mnozinu bodov v rovine je jednoznac¢ne uréeny utvar
s najmensim obvodom, ktory ich vSetky obsahuje. Je nim ich konvexny obal.
(Dokaz tohto tvrdenia uvadzame nizsie.)

Co je to konvexny obal?

Utvar U v rovine volame konvexny, ak ma nasledovni vlastnost: pre Tubo-
volné dva body A, B € U aj celd tsecka AB patri do utvarulf. Ludovo povedané,
konvexny ttvar nema ziadne diery ani zahyby dovnutra.

Prienik Tubovolného (dokonca aj nespocitatelne nekone¢ného!) mnozstva
konvexnych utvarov je zjavne opit konvexny tutvar. (Totiz nech A, B su lu-
bovolné dva body z toho prieniku. Potom tieto body st v kazdom z povodnych
utvarov. A kedze vsSetky tie utvary st konvexné, kazdy obsahuje celti tiseCku
AB. A teda téato tsecka patri aj do ich prieniku.)

Konvexny obal danej mnoziny bodov teda mézeme formélne definovat ako
prienik uplne wvsetkych konvexnych utvarov, ktoré danii mnozinu bodov obsa-
huji. Menej formalne ale omnoho nézornejsie je povedat, ze konvexny obal danej
mnoziny bodov je najmensi zo vSetkych konvexnych utvarov, ktoré dantt mno-
zinu obsahuju.

A nie je tazké si uvedomit, ako tento konvexny obal vyzera: konvexnym
obalom danej konec¢nej mnoziny bodov v rovine je vzdy mmnohouholnik, kto-
rého vrcholmi st niektoré spomedzi zadanych bodov. (Spolu s danymi bodmi
musi konvexny obal obsahovat aj vSetky tsecky spajajuce dva z danych bodov.
Tie z tseciek, ktoré lezia ,na obvode“, tvoria hranicu hladaného konvexného
mnohouholnika.)
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Konvexny obal danej mnoziny bodov.

A preco ma teda prave konvexny obal zo vSetkych moznych atvarov, ktoré
nasu mnozinu bodov obsahuj, najmensi obvod?

Intuitivne, predstavme si nase body ako klince a hladany Gtvar ako gumicku
natiahnutt okolo nich. Ked gumicku pustime, t4 sa zacne stahovat (a teda
skracovat). Najradsej by sa celd skratila na nulova dlzku, to jej ale nedovolia
klince v jej vnutri. Casom sa teda ustali v polohe kedy je najkratsia ako sa da —
bude napnuté okolo vSetkych ,,vonkajSich“ klincov. Inymi slovami, bude tvorit
prave obvod vyssie popisaného konvexného obalu.

Formélny matematicky dékaz by sa dal spravit napr. sporom. Nech teda
existuje utvar U, ktory obsahuje vSetky dané body a ma mensi obvod ako ich
konvexny obal. Zoberme Iubovolnu stranu AB konvexného obalu, ktoréd nie je
(celd) sticastou obvodu utvaru U. Predlzme AB na priamku a ozna¢me A’ a B’
Lhajlavejsi“ a ,najpravej$i“ z bodov tejto priamky, ktoré este patria do utvaru
U. (Tieto body vzdy existuju, lebo A a B patria do U.) Ak ale teraz zahodime
¢ast obvodu U medzi A’ a B’ a nahradime ju tiseckou A’B’, dostaneme novy
utvar, ktory tiez obsahuje vSetky dané body a méa obvod ostro kratsi ako /. A
to je hladany spor.

Konstrukcia konvexného obalu:

Ukéazeme si Grahamov algoritmus, ktory konvexny obal n bodov zostroji v
¢ase O(nlogn). Toto je takmer optimalne. (Existuju komplikovanejsie algoritmy
s o chlp lepsSou ¢asovou zlozitostou O(n log h), kde h je pocet bodov zostrojeného
konvexného obalu.)

Zac¢neme tym, ze dané body usporiadame zlava doprava a v ramci rovnakej
x-ovej suradnice zdola hore. Nasledne konvexny obal zostrojime v dvoch precho-
doch: v prvom jeho horna a v druhom jeho dolnu ,,polovicu®. PresnejSie, prvy
bod aj posledny bod z usporiadaného poradia (t.j. najspodnejsi z najlavejsich a
najhornejsi z najpravejsich) uréite oba lezia na konvexnom obale a delia ho na
dva tseky: ,horny“ a ,dolny“. V kazdom prechode zostrojime jeden z nich.
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Popiseme prvy prechod, teda zostrojenie horného obalu. (Druhy prechod je
potom takmer identicky, aZ na znamienka.)

Budeme postupne spractuvat body v usporiadanom poradi, ktoré sme si pred
chvilou vyrobili. Po spracovani kazdého bodu bude platit, Ze prave pozname
horny konvexny obal doteraz spracovanych bodov. To je nejakd lomena ciara,
ktora zacina v prvom spracovanom bode, niekolkokrat (mozno nulakrat) zatoci
doprava a skonc¢i v poslednom spracovanom bode.

Priklad takejto situacie:

Co sa teraz stane, ked nam pribudne nasledujtci bod? Body spractivame
usporiadané, nasledujuci bod teda pribudne napravo od doterajsieho konca hor-
ného obalu. Najjednoduchsie ¢o mozeme teraz spravit je jednoducho obal pon
predlzit:

Obcas ndm vSak moze nastat prave taka situdcia ako na nasom obrazku:
tym, ze sme obal predlzili, zrazu zataca do nespravnej strany a vznikla v nom
spreliacenina®. Toto potrebujeme napravit. Ako? Jednoducho. Problémy vzdy
nutne spésobuje prave predposledny bod. Ten sa nachadza na nasej lomenej
¢lare, v skutoc¢nosti vSak uz mé lezat pod hornym obalom. Z obalu ho preto
vyhodime:

Ale ¢o to? Aj nasledujuci bod (ktory je teraz novym predposlednym bodom)
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eSte robi problémy. Aj v nom chce nasa lomené ¢iara zatacat dolava, a to nam
jednoznacne hovori, Ze aj tento bod patri pod novy horny obal:

A uz je vsetko v poriadku a mame hotovy horny obal novej mnoziny bodov.

Akt maé toto riesenie ¢asovu zlozitost? Na zaciatku potrebujeme usporiadat
n bodov, ¢o spravime v ¢ase ©(nlogn). Nasledne robime dva prechody a pri kaz-
dom vySsie popisanym sposobom udrziavame cast konvexného obalu. Na prvy
pohlad by sa mohlo zdat, Ze ¢asova zlozitost kazdého prechodu je kvadraticka
— pri pridani nového bodu moze byt treba vela novych vyhodit. Toto sa ale ne-
moze stavat casto. Dobry pohlad na ¢asovu zlozitost je napr. nasledovny: kazdy
bod na konvexny obal raz priddme (ked ho spractivame) a nasledne ho z obalu
nanajvys raz vyhodime. Dokopy ma cely prechod teda linedrnu ¢asovi zlozitost.
(Kedze vzdy vyhadzujeme body len z konca zostrojovaného konvexného obalu,
staci si pri implementacii jeho vrcholy pamétat v zasobniku.)

Dva konvexné obaly:

Teraz uz teda vieme, ako k danej mnozine bodov efektivne najst jej konvexny
obal. Potrebujeme sa uz len zamysliet nad tym, kedy je vhodné spravit ich dva.

Predstavme si, ze mame danti mnozinu bodov a uz pozname jej optimalne
rozdelenie na dve podmnoziny. Samozrejme, pre kazdi podmnozinu je optimal-
nym rieSenim spravit jej konvexny obal.

A7 7 bodov sa dalo ziskat za nasledovny algoritmus: ,,N4jdi konvexny obal
vSetkych bodov. Ak n < 18, vysktsaj nasledne vsetky rozdelenia bodov na dve
podmnoziny a najdi konvexné obaly tych.“

Aby sme ale nasli polynomialne riesenie nasej tlohy, budeme sa este musiet
trochu zamysliet. Prvé, ¢o si musime uvedomit, je nasledovna skutocnost: Ak
je optimalne spravit konvexné obaly dva, tak st nutne disjunktné. Totiz ak by
disjunktné neboli, tak zoberme ich zjednotenie Z. Toho obvod je nanajvys tak
dlhy ako sticet obvodov nasich dvoch konvexnych obalov. No a zaroven plati,
ze Z je suvisly utvar, ktory obsahuje vsetky dané body, a teda je jeho obvod
aspon tak dlhy ako obvod konvexného obalu vsetkych danych bodov.

Rozdelit dané body na dve podmnoziny sa nam teda oplati len vtedy, ak ich
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konvexné obaly budu disjunktné. Ako ale takéto rozdelenia najst? A kolko ich
vlastne méze byt?

Tu nam pomdze dalsi znamy vysledok z geometrie: veta o separujiicej priamke.
Pre Tubovolné dva konecné konvexné ttvary v rovine existuje priamka, ktora ich
od seba oddeluje. Jeden mozny dokaz tohto tvrdenia: Ozna¢me nase ttvary A
a B. Nech A € A a B € B je konkrétna dvojica bodov zvolena tak, aby dlzka
AB je najmensia mozna. Potom hladanou priamkou je napriklad os tsecky AB,
alebo aj Tubovolnd in& priamka kolmé na tsecku AB a prechidzajica jej vnu-
tornym bodom. Sporom: nech napr. nejaky iny bod A" € A lezi na jednej z
tychto priamok. Potom v A lezi aj celd tsecka AA’. Ozna¢me A” pitu kolmice
z B na AA’. Zjavne plati |AB| > |A” B|, ¢o je hladany spor.

|

A/

Dobre, teda uz vieme, ze ak mame dva disjunktné konvexné obaly, tak ur-
¢ite existuje priamka, ktord ich od seba separuje. Ako ndm maé toto poméct?
Predstavme si, ze uz mame dva konvexné mnohouholniky a priamku, ktora ich
separuje. V prvom kroku tuto priamku posunieme tak, aby sa dotykala jedného
z mnohouholnikov. A ked uz toto méame, zacneme ju ,kotulat“ po jeho obvode.
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Tymto argumentom sme teda dokazali nasledovni skutoc¢nost: pre lubovolné
dva disjunktné konvexné mnohouholniky existuje priamka, ktora separuje ich
vnatra a oboch sa dotyka. Pritom zjavne plati, Ze na tejto novej separujtcej
priamke lezi aspon jeden z vrcholov kazdého z mnohouholnikov.

A toto je nesmierne uzito¢né pozorovanie. Totiz takychto separujucich pria-
mok je nanajvys tolko ako dvojic bodov danych na vstupe — teda nanajvys
radovo n?. Pre obmedzenia dané v zadani (n < 300) si moZeme dovolit vietky
potencialne separujice priamky vyskusat.

/7 /. . ’ X

Vysledny algoritmus bude teda v preudokdéde vyzerat nasledovne:
pre kazdd dvojicu bodov A, B:

ak existuje bod C na tusecCke AB, presko¢ tuto dvojicu

roztried body na dve mnoZiny:

M1 = body nalavo od priamky AB + body na priamke AB ktoré si blizSie ku A
M2 = body napravo od priamky AB + body na priamke AB ktoré su blizSie ku B

nadjdi konvexné obaly M1 a M2
pozri, C€i si nenaSiel lepSie rieSenie ako doteraz optimélne

Zopar technickych detailov na zaver. VSimnite si, Ze nie je potrebné testovat
disjunktnost obalov M1 a M2, t4 je zarucend ich vyberom (a aj keby nebola, pre
nedisjunktné by nam proste vysiel vi¢si sucet dlzok obvodov ako pre optimélne
rieSenie). Treba si eSte dat pozor na degenerované pripady — podla zadania
ak delime body na dve c¢asti, tak konvexny obal kazdej musi mat neprazdny
obsah. Toto v nasej implementacii testujeme priamo: spoc¢itame obsahy oboch
zostrojenych konvexnych obalov a zaratame ich len ak st oba kladné.
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V nasej implementacii neignorujeme tie dvojice A, B, pre ktoré nejaky C lezi
na usecke AB — jednoduchsie bolo takéto body pridat do mnoziny M2 a vyski-
sat aj tito moznost, ni¢ to nepokazi. Mohlo by sa zdat, Ze treba eSte skusat
aj moznost, kde M1 = body nalavo od priamky AB + body na priamke AB
ktoré si bliZSie ku *B*, toto vSak nie je potrebné — vzdy vieme najst takn
separujucu priamku, ktorej zodpoveda nami skiiSané delenie.

Casové zlozitost tohto algoritmu je O(n3logn): pre kazda z O(n?) dvojic
bodov zostrojime v celkovom ¢ase O(nlogn) dva konvexné obaly. Takyto algo-
ritmus stacil na ziskanie 10 bodov. Jeho ¢asova zlozitost sa da dalej zlepSit na
O(n3): staci si uvedomit, Ze ked na zaciatku raz usporiadame vsetky body, uz
ich potom pri pocitani mensich konvexnych obalov netreba usporaduvat znova.

Listing programu (C++)

#include <algorithm>
#include <iostream>
#include <iomanip>
#include <vector>
//#include <cmath>
using namespace std;

// bod
struct point {

long long x, y;

point (long long x=0, long long vy=0) : x(x), y(y) {}
}i

// operdtor < na usporiadanie bodov
bool operator< (const point &A, const point &B

) A
return A.x < B.x || ( A.x == B.x && A.y < B.y );
}

// vektorovy suéin: vrati >0 / 0 / <0 podIla toho,

// ¢i OAB zataca proti smeru ruciciek / ide rovno / zataca v smere

long long cross (const point &0, const point &A, const point &B) {
return (A.x-0.x)*(B.y-0.y)—-(A.y-0.y)*(B.x-0.x);

}

// skaldrny sucin: pre O, A, B na priamke vrati
// >0 ak st A a B na tej istej strane O, <0 ak sui na opacnych strandch
long long dot (const point &0, const point &A, const point &B) {
return (A.x-0.x)*(B.x-0.x)+(A.y-0.y)*(B.y-0.y);
}

// konvexny obal pomocou Grahamovho algoritmu; P musi byt usporiadané zlava doprava
vector<point> convex_hull (vector<point> P) {

int n = P.size (), k = 0;

vector<point> H(2%n);

for (int i = 0; i < n; 1i++) |
while (k >= 2 && cross (H[k-2], H[k-1], P[i]) <= 0) k-—;
H{k++] = P[1];

}

for (int 1 = n-2, t = k+1; 1 >= 0; i--) |
while (k >= t && cross (H[k-2], H[k-1], P[i]) <= 0) k——;
H{k++] = P[1];
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}
H.resize (k-1);
return H;

}

// obvod mnohouholnika
double circumference (const vector<point> &P) {
int N = P.size();
double answer = 0.;
for (int n=0; n<N; ++n)
answer += hypot ( P[(n+l)%N].x — P[n].x, P[(n+l)%N].y — P[n].y );
return answer;

}

// dvojndsobok obsahu mnohouholnika
// pouzivame to ako test, Ci nejde o degenerovany pripad
long long twice_area (const vector<point> &P) {

int N = P.size();
long long answer=0;
for (int n=0; n<N; ++n) answer += cross( point(0,0), P[n], P[(n+1)%N] );

return abs (answer);

int main () {
int N; cin >> N;
vector<point> P (N); for (int n=0; n<N; ++n) cin >> P[n].x >> P[n].y;
sort (P.begin (), P.end());

double answer = circumference (convex_hull (P));

for (int a=0; a<N; ++a) for (int b=0; b<a; ++b) {
// vyskusSame separovat body podla priamky P[a]—--P[b]
vector<point> P1l, P2;
for (int i=0; i<N; ++i) {

if (i==a) { Pl.push_back( continue; }
if (i==b) { P2.push_back( continue; }
long long cp = cross(P[al, P[i]),

P[i
P[i
P
if (cp < 0) Pl.push_back (P
if (cp > 0) P2.push_back (P
if (cp == 0) |
if (dot(P[a],P[b],P[1i]) < 0) Pl.push_back(P[i]);
else P2.push_back(P[1i]);
}
}

vector<point> H1 = convex_hull (Pl), H2 = convex_hull (P2);
long long tal = twice_area(Hl), ta2 = twice_area (H2);
if (tal>0 && ta2>0)
answer = min( answer, circumference (Hl)+circumference (H2) );

}

cout << setprecision (15) << answer << endl;

A-I-3 Kaviarne

Pre k = 1 je rieSenie lahké: sta¢i spustit prehladavanie do Sirky, zac¢inajic
naraz vo vietkych moZnych kaviarnach. Takto nadjdeme v ¢ase O(n?) pre kazdu
krizovatku jej vzdialenost od najblizsej kaviarne.
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Pre vSeobecné k£ méa tiloha viacero moznych rieseni ,hrubou silou“. Uvedieme
dva priklady.

Pri jednom moznom rieSeni si na zaciatku zostrojime zoznam kaviarni. Na-
sledne pre kazdu krizovatku X prejdeme tento zoznam a pre kazda kaviaren si (v
konstantnom c¢ase) spocitame jej vzdialenost od X. Tieto vzdialenosti nasledne
usporiadame a najdeme k-tu najmensiu z nich. Ak v tomto rieseni pouzijeme
efektivne vSeobecné triedenie, dostavame ¢asovi zlozitost O(n*logn). Ak na-
miesto neho pouzijeme CountSort (alebo pripadne priamo linedrny algoritmus
na najdenie k-teho najmensieho prvku), dostavame rieSenie s ¢asovou zloZitos-
tou O(n?).

V inom rieSeni kazdu krizovatku spracujeme nasledovne: za¢neme s hodno-
tou d = 0, postupne ju zvysujeme a zakazdym prezrieme vsetky nové policka,
ktoré prave zacali byt v dosahu. Prestaneme, ked nijdeme prvé d pre ktoré v
zodpovedajucej oblasti lezi dostatocne vela kaviarni. Takéto rieSenie mé tiez
¢asovi zlozitost O(n*): v najhorSom moZnom pripade sa ndm mozZe stat to, Ze
pre kazda z n? krizovatiek musime na najdenie k kaviarni prezriet celtt mapu.

Lepsie riesenia budu zalozené na tom, Ze nebudeme zbytocne zas a znova
prezerat celt mapu policko po policku. V nasledujicom texte si ukdzeme jeden
mozny sposob, ako si mapu Manhattanu predspracovat, aby sme potom pre lu-
bovolni konkrétnu krizovatku a Ilubovolné d vedeli v konstantnom ¢ase povedat,
kolko kaviarni je v dosahu.

Prefixové suc¢ty v 1D:

Predstavme si, Ze mame obyc¢ajné pole A[0..n — 1], ktoré obsahuje nejaké 0
a nejaké 1. Chceli by sme si ho predspracovat tak, aby sme néasledne pre kazdy
usek vedeli v konStantnom c¢ase povedat, kolko jednotiek obsahuje.

Hladané predspracovanie bude vyzerat nasledovne: Vyrobime si nové pole
S[0..n]. (VSimnite si, ze S ma o prvok viac ako A.) Jeho obsah v linedrnom
Case vypocitame nasledovne: za¢neme s S[0] = 0 a potom kazdé dalsie S[i + 1]
spocitame ako S[i| + A[i]. Pre takto vypocitané pole S zjavne plati, ze S|i| je
sucet prvych i prvkov pola A. Preto pole S volame polom prefixovych suctov
pre pole A.

Priklad:
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Pomocou pola S teraz vieme v konStantnom c¢ase ur¢it stucet Tubovolného
tseku pola A: stcet prvkov na indexoch z polootvoreného intervalu! [z,v) je
rovny Sly] — S[z].

Preco je tomu tak? Lebo S[y| je stéet prvkov na pozicidch z intervalu [0, y),
a od nich odcitame sucet tych, ktoré nechceme — teda prvkov na poziciach z
intervalu [0, x).

Priklad: Chceme zistit sucet A[2] + A[3] + A[4]. Tomuto useku pola A zod-
poveda interval indexov [2,5), tento stcet je teda rovny S[5] — S[2]. Pre vyssie
uvedené pole A a jemu zodpovedajtice S mame A[2]+ A[3]|+A[4] = 3+4+4 =11
a zaroven S[5] — S[2] =14 —3 =11.

Prefixové sucty v 2D:

Velmi podobnym spésobom si vieme aj dvojrozmerné pole ¢isel A[0..r —
1][0..s — 1] predspracovat tak, aby sme vedeli v konstantnom case urcit sucet
¢isel v Tubovolnej obdlznikovej oblasti.

To, ¢o si predpocitame, bud opit v istom zmysle prefixové siucéty: vyrobime
si pole S[0..r][0..s], pre ktoré bude platit, ze S[i][j] je sticet prvkov, ktoré lezia v
prvych i riadkoch a zaroven v prvych j stlpcoch pola A. Ingmi slovami, S[i][j
bude stucet tych Alz|[y], pre ktoré = € [0,7) a zaroven y € [0, j).

Ako pomocou takéhoto pola S urcit sucet ¢isel v Iubovolnej obdlznikovej

oblasti? To si najlahsie ukdZzeme na obrazku:
0 81 S2

0 |

T1

()

v

Zaujima nas sucet vyfarbenej oblasti. To, ¢o priamo pozname, je sucet od
rohu (0,0) po pravy dolny roh vyfarbenej oblasti: ten udava hodnota S[rs|[ss].
Od nej ale potrebujeme odcéitat sucet v nevyfarbenych castiach. Sucet v lavej
¢asti (obdlZniku s ry riadkami a s; stlpcami) uddva hodnota S[r3][s1]. Podobne
S[r1][sz2] je stcet v hornej casti. VSimnime si teraz hodnotu S[rs][sa] —S[ra][s1]—

1Cislo = je najmensie &islo, ktoré patri do polootvoreného intervalu [z,y); ¢islo y je naj-
mensie Cislo, ktoré don uz nepatri.
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S[r1][s2]. To je skoro presne to, ¢o chceme: od stétu celého obdlznika sme od-
Citali tie Gasti, ktoré nechceme. AZ na jeden problém: maly obdlznik vlavo hore
sme odcitali nie raz ale dvakrat. To eSte potrebujeme napravit — pripocitat ho
k vysledku. Spravny vzorec pre sucet vyfarbenej oblasti je teda nasledovny:

Slro][se] — Slra][s1] — S[r1][s2] + S[r1][s1].

Druhou otézkou je, ako vlastne hodnoty v poli S spodéitat. A odpoved je
jednoducha: presne rovnako! Ako by sme pomocou vysSie uvedeného vzorca
urcili hodnotu na policku (r, s)?

Alr][s] = S[r+ 1][s+ 1] — S[r + 1][s] — S[r][s + 1] + S[r][s]
No ale toto mdézeme upravit do nasledovnej podoby:
S[r+ 1][s + 1] = Alr|[s] + S[r + 1][s] + S[r][s + 1] — S[r][s]

A to nie je ni¢ iné ako vzorec, pomocou ktorého vypocitame S[r + 1][s + 1] z
predchadzajicich hodnét. (Skuste si nakreslit podobny obrazok ako sme ukézali
vyssie a rozmysliet si, ¢o pocita tento novy vzorec — z akych ¢asti ,naskladdme*
hodnotu S|r + 1][s + 1]7)

Ak teda mame pole rozmerov r x s, takto ho vieme v ¢ase O(rs) predspra-
covat a nasledne vieme v konstantnom ¢ase uréit stcet lubovolnej obdlznikovej
oblasti.

Zrotujme si rovinu:

V nasej tlohe potrebujeme nieco podobné ako sme si prave ukazali: pre dant
krizovatku a dané d potrebujeme vediet rychlo povedat, kolko kaviarni lezi v
prislusnom okoli danej krizovatky.

Majme teda dvojrozmerné pole. Kazdé policko tohto pola bude zodpovedat
jednej krizovatke a bude tam zapisand 0 alebo 1 podla toho, ¢ je na danej
krizovatke kaviaren. Ked si zvolime konkrétne d (v priklade nizsie je d = 3) a
ideme spocitat kaviarne v dosahu z konkrétnej kriZzovatky, potrebujeme zistit
sucet oblasti nasledovného tvaru:
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Tato oblast mé sice v principe tvar Stvorca, len jeho strany bohuzial nie su
rovnobezné so suradnicovymi osami. Vzorce pre dvojrozmerné prefixové sucty
sa samozrejme daju vhodne upravit aj pre takto otocené Stvorce. My si ale
teraz ukazeme iny trik: otoc¢ime si vhodne cely Manhattan a potom pouzijeme
obycajné dvojrozmerné prefixové sucty. Policko, ktoré je teraz na stradniciach
(p, q), umiestnime namiesto toho na sturadnice (p+ ¢, p — q). To, ¢o dostaneme,
bude vyzerat nasledovne:

A Tahko nahliadneme, Ze po tejto jednoduchej transformécii konkrétnemu d
zodpoveda obycajny Stvorec rozmerov (2d + 1) x (2d + 1).

Na uloZenie transformovanej tabulky n xn potrebujeme pribliZne pole rozme-
rov (2n) x (2n). Takéto predspracovanie ma teda ¢asovu zlozitost aj pamétova

O(n?).

Lepsie riesenia povodnej tulohy:

Pomocou vyssie popisaného (alebo jemu podobného) predspracovania vieme
teraz lahko zlepsit nase prvé riesenie sutaznej ulohy.

Pre kazdua krizovatku plati, Ze optimalne d je mensie ako 2n. Uvazujme
teraz povodné riesenie, ktoré pre kazda krizovatku postupne zvicsuje d. Ak
namiesto hrubej sily pouzijeme nase predspracovanie, budeme konkrétne d ve-
diet vyhodnotit v konstantnom case. Takéto rieSenie bude mat ¢asovu zlozitost
O(n?), lebo pre kazda z n? krizovatiek spravime nanajvys 2n krokov. (Casova
zlozitost predspracovania je zanedbatelnd oproti ¢asovej zlozitosti druhej c¢asti
algoritmu.)

Toto rieSenie mozeme dalej vylepsit. Staci si uvedomit, Ze namiesto sekvenc-
ného skusania vsetkych moznych d mézeme optimalnu hodnotu urcit bindrnym
vyhladavanim. Takéto riesenie teda ziska odpoved pre konkrétnu krizovatku v
¢ase O(logn). Jeho celkova casové zlozitost je teda O(n?logn).

Listing programu (C++)

// rieSenie s Casovou zlozZitostou O( n"2 log n )
#include <algorithm>

#include <iostream>

#include <vector>

using namespace std;
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int K, N;
vector<vector<int> > A, SA, ans;

inline int sucet (int r, int s, int d) {

int rl = max (0, r+s-d), cl = max (0, r-s+N-1-d),
r2 = min (2%xN-1, r+s+d+1), c2 = min (2*%N-1, r—-s+N-1+d+1);
return SA[r2] [c2] - SA[r2][cl] - SA[rl][c2] + SA[rl][cl];

}

int main () {
cin >> K >> N;
// nacitame vstup, rovno pocas nacCitania transformujeme suradnice
A.resize( 2%xN-1, vector<int> (2xN-1,0) );
for (int r=0; r<N; ++r) for (int s=0; s<N; ++s) cin >> A[r+s][r-s+N-1];

// spolitame 2D prefixové suclty
SA.resize ( 2xN, vector<int> (2xN,0) );
for (int r=0; r<2xN-1; ++r)
for (int s=0; s<2%N-1; ++s)
SA[r+1][s+1l] = SA[r+1][s] + SA[r][s+1] - SA[r][s] + A[r][s];

// pre kazdui krizZovatku urcime odpoved v log. case bindrnym vyhladavanim
ans.resize( N, vector<int> (N,0) );
for (int r=0; r<N; ++r) for (int s=0; s<N; ++s) {
if (A[r+s][r-s+N-1] >= K) continue; // pre toto policko je odpoved 0
int lo=0, hi=2%N; // invariant pocas vyhladavania: lo < sprdvna odpoved <= hi
while (hi - lo > 1) {
if (sucet(r,s, (lo+hi)/2) >= K) hi=(lo+hi)/2;
else lo=(lo+hi) /2;
}

ans[r][s] = hi;

for (int r=0; r<N; ++r)
for (int s=0; s<N; ++s) cout << ans[r][s] << (s==N-1 ? "\n" A I

Vzorové riesenie:

Posledné z vyssie popisanych rieSeni je takmer optiméalne. Teraz si ale ukéa-
7eme este lepsie riegenie. Jeho ¢asova zlozitost bude ©(n?), a teda bude zjavne
optimalna — vzdy musime aspon na zaciatku nacitat cely vstup a na konci vy-
pisat vystup, a uZ len na to potrebujeme ©(n?) krokov.

Oproti predchadzajucim rieSeniam budeme potrebovat este jedno nové po-
zorovanie. Predstavme si, ze pre nejaku krizovatku uz vieme, Ze na to, aby sme
mali v dosahu aspon k kaviarni, potrebujeme vzdialenost d. Teraz nés bude
zaujimat odpoved pre susednt krizovatku. Nakolko sa moze lisit od d?

Pomerne zjavny je nasledujtci argument: pre susednu krizovatku nam urcite
stac¢i dosah d+ 1. Totiz moéZzeme prvym krokom prejst na pévodnu krizovatku a
odtial na dalsich d dosiahnut Tubovolna z aspon k kaviarni. Teda novéa hladané
hodnota je nanajvys o 1 vicsia ako ta, ktort sme prave vypocitali.

Rovnakt tvahu vSak vieme spravit aj opaénym smerom — odpoved pre po-
vodnu krizovatku je nanajvys o 1 vic¢sia od odpovede pre novi, s nou susediacu
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krizovatku. Dostavame teda nasledovny zaver: v poli, ktoré mame vypisat na
vystup, sa fubovolné dve susedné hodnoty liSia nanajvys o 1.

A toto pozorovanie ndm pomoze spracuvat krizovatky v konstantnom case.
Ak uz pre nejaku krizovatku vieme, Ze odpoved je d, tak pre jej susedni kri-
zovatku nema zmysel bindrne vyhladavat odpoved na celom intervale [0,2n).
Namiesto toho sta¢i postupne vyskusat odpovede d — 1, d a d + 1.

Celkovo si teda toto nové rieSenie mozeme zhrniat nasledovne: Na zaciatku
nejako (pokojne aj vhodnou hrubou silou) zistime spravnu odpoved pre krizo-
vatku v Tavom hornom rohu. Potom postupne po riadkoch spraciivame ostatné
krizovatky. Pre kazdu z nich sa pozrieme na susednt1 uz spracovanu krizovatku,
¢im ziskame odhad, akt odpoved hladat, a potom v konstantnom case (po-
mocou 2D prefixovych suctov) dopocitame jej presni hodnotu. Takto naozaj
dostavame rieSenie so sflubovanou ¢asovou zlozitostou O(n?).

Listing programu (C++)

// zmena na rieSenie s cCasovou zlozZitostou O( n"2 )

// pre kazdi krizovatku okrem prvej urcime odpoved v konStantnom case
for (int r=0; r<N; ++r) for (int s=0; s<N; ++s) {
if (r==0 && s==0) {
while (sucet (r,s,ans[r][s])<K) ++ans|[r][s];
} else {
int prevd = (s==0 ? ans[r-1][s] : ans[r][s-1]);
for (int d=prevd-1; d<=prevd+l; ++d)
if (d>=0 && sucet (r,s,d)>=K) { ans|[r][s]=d; break; }

Pridavok na zaver: obdlznikové vstupy:

V tejto tlohe bol Manhattan iimyselne Stvorcovy, aby sme vam ulah¢ili né-
vrh algoritmu aj analyzu jeho ¢asovej zlozitosti. Ulohu vsak v rovnakej ¢asovej
zlozitosti (linedrnej od velkosti vstupu) vieme riesit pre vstupy lubovolného ob-
dlznikového tvaru.

Vysvetlime si najskor, v ¢om je problém. Predpokladajme, zZe sme na vstupe
dostali obdlznik rozmerov r x s. Ak by sme implementovali vyssie popisané
rieSenie, dostali by sme ¢asovii aj pamétovi zlozitost O((r + s)?). A teda pre
este stale rozumne velké, ale ,podlhovasté“ vstupy (napr. pre 10% x 10) je toto
rieSenie uz prakticky nepouzitelné: ©((r + s)?) je rddovo horsia zloZitost ako
teoreticky optimalna O(rs).

Existuje vSak aj viacero rieseni, ktoré tuto optiméalnu casova zlozitost do-
sahuju aj pre vstupy fubovolného obdlznikového tvaru. Jedna moznost je pred-
chadzajtce rieSenie upravit tak, aby sme si z tabulky 2D prefixovych stctov
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pamitali len podstatné ¢asti. (Rozmyslite si, ze pri tom zalezi na tom, ¢i vstup
pri transformécii oto¢ime ,,0 45°“ dolava alebo doprava. Treba si vybrat ta
spravnu moznost.)

Iné mozné riesenie: Vystacime si s jednorozmernymi prefixovymi stuctami,
ale zato dvoch typov: budeme mat zvlast prefixové siucéty pre kazda uhlopriecku
idiacu dolava dodola a tiez zvlast pre kazda uhlopriecku idtcu doprava dodola.
Takéto prefixové sucéty vieme predpocitat v ¢ase ©(rs). Pomocou takychto pre-
fixovych stucétov vieme v konstantnom c¢ase Iubovolny ,Sikmy Stvorec* o jedno
zmens§it, zvacsit, posuniat doprava, aj posunit dodola — a samozrejme si zakaz-
dym prepocitat, kolko kaviarni teraz obsahuje.

A-I-4 Mimozemské pocitace

Poduloha A (3 body):

Mimozemstania nam dodali sdlovy KSP, ktorého funkcia kruznica (n,r) roz-
hoduje problém existencie Hamiltonovskej kruznice v danom jednoduchom ne-
orientovanom grafe. My pomocou nej chceme rozhodnut, ¢i dany graf G obsahuje
nejakt Hamiltonovski cestu.

Najskor sa zamyslime nad jednoduchsou verziou tlohy: ako pomocou nasho
sdlového KSP zistit, ¢i v grafe G existuje Hamiltonovska cesta, ktora zacina v
konkrétnom vrchole u a konc¢i v konkrétnom vrchole v?

Najskor nespravne rieSenie: do grafu G pridame hranu uv (ak tam este nie
je) a na novy graf zavolame funkciu kruznica.

Preco je toto rieSenie nespravne? Preto, Ze v grafe G pokojne mohla existovat
uz aj predtym ind Hamiltonovska kruznica, ktora hranu uv neobsahuje. Salovy
KSP by pre takéto grafy vzdy rozsvietil zelené svetlo, ¢o je zle — zdaleka nie
kazdy takyto graf obsahuje Hamiltonovskiu cestu z u do v. (Napr. nech G je
kruznica idica postupne cez vrcholy 0 az 5 a nech u =0 a v = 3.)

Teraz opravené riesenie. Nech ma G prave n vrcholov, ocislovanych 0 az
n — 1. Priddme do grafu novy vrchol n a hrany nu a nv. Na tento novy graf
zavolame funkciu kruznica.

Lahko nahliadneme, Ze toto rieSenie je skutocne korektné. Ak je v povodnom
grafe Hamiltonovska cesta z u do v, tak spolu s novymi hranami nu a nv dosté-
vame Hamiltonovsku kruznicu v novom grafe. A naopak, ak je v novom grafe
Hamiltonovska kruznica, ta ide cez vsetky vrcholy, a teda aj cez vrchol n. No
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a kedze z toho idu len dve hrany (nu a nv), musia obe lezat na tejto kruznici.
No a zvysok tejto Hamiltonovskej kruznice zodpoveda v pévodnom grafe prave
Hamiltonovskej ceste z v do v.

Toto rieSenie teraz lahko upravime na rieSenie nasej prvej sutaznej tlohy.
Ak nam je jedno, medzi ktorymi dvoma vrcholmi grafu G Hamiltonovska cesta
vedie, jednoducho novy vrchol n spojime so vSetkymi z nich.

Zddévodnenie spravnosti je rovnaké ako v minulom rieseni: Ak povodny graf
obsahoval Hamiltonovskil cestu, novy zjavne obsahuje Hamiltonovska kruznicu.
A naopak, ak novy obsahuje kruznicu, odstranime z nej vrchol n a vidime, zZe
povodny graf musel obsahovat cestu.

def cesta(n,E):
# na vstupe dostaneme graf G ako zoznam hran
# pridame don hrany medzi povodnymi vrcholmi a novym vrcholom n
E += [ (n,i) for i in range (n) ]
# a zavolame funkciu kruznica (), ktora rozsvieti spravne svetlo
kruznica (n+1,E)

Podiloha B (3 body):

A teraz naopak. Mimozemstania nam dodali salovy KSP, ktorého funkcia
cesta (n,B) rozhoduje problém existencie aspon jednej Hamiltonovskej cesty v
danom jednoduchom neorientovanom grafe. My pomocou nej chceme rozhodnut,
¢i dany graf GG obsahuje Hamiltonovsku kruznicu.

V studijnom texte sme si tuto tlohu vyriesili na kufrikovom KSP. To bolo
celkom pohodlné: postupne pre kazdi hranu sme sa kufrika na nieco opytali,
dozvedeli sme sa odpoved a podla tej sme pokracovali dalej. Teraz ale tento
luxus nemame, funkciu cesta smieme zavolat len raz. Co s tym?

Hamiltonovska kruznica je skoro to isté ako cesta, len navyse zacina a kondi
v tom istom vrchole. My by sme sa teda radi opytali nasho salového KSP otazku
typu: ,,Existuje v tomto grafe Hamiltonovska cesta z vrcholu 0 do vrcholu 07¢
To sice nevieme urobit priamo, ale potrebny trik nebude vébec zlozity.

Najskor si opiit ukdzeme rieSenie, ktoré sice ide spravnym smerom, ale eSte
nie je korektné. Do grafu GG priddme novy vrchol n. Tento novy vrchol bude
képiou vrcholu 0: teda spojime ho hranami s prave tymi vrcholmi, s ktorymi je
spojeny vrchol n. Na novy graf zavoldme funkciu cesta.

V ¢om je chyba tohto riesenia? V tom, ze sme si nijak nevynutili, aby ta
najdena cesta viedla z vrcholu 0 do vrcholu n. Zoberme napriklad graf G, ktory
ma n = 3 vrcholy a len dve hrany: 01 a 02. Tento graf zjavne Hamiltonov-
skl kruznicu neobsahuje, no ked zdvojime vrchol 0, dostaneme graf obsahujuci
Hamiltonovsku cestu (ba dokonca aj kruznicu).
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Ako vyssie uvedené rieSenie opravit? Tak, Ze si vynatime, aby Hamiltonovska
cesta viedla z 0 do n. Na to priddme este dva nové vrcholy: n+1 a n—+ 2. Vrchol
n + 1 spojime s vrcholom 0 a vrchol n + 2 s vrcholom n.

Co sme takto dostali? V upravenom grafe G’ isto mame dva vrcholy stupia
1: st ton + 1 an + 2. KedZe takymto vrcholom nemé6ze Hamiltonovska cesta
prechddzat, musi v jednom z nich zac¢inat a v druhom koncit. Ak teda v G’
existuje nejakd Hamiltonovska cesta, tak na jej koncoch st nutne hrany z n + 1
do 0 azn+2 do n. Zvysok tejto Hamiltonovskej cesty teda tvori cestu z vrcholu
0 do vrcholu n, idacu prave raz cez kazdy z vrcholov 1 az n — 1. A tato cesta
zodpoveda Hamiltonovskej kruznici v pévodnom grafe G.

Opacna implikacia je zjavna: ak G obsahoval Hamiltonovskt kruznicu, tak
z nej lahko zostrojime Hamiltonovski cestu v nami zostrojenom G’.

Vlavo graf G s Hamiltonovskou kruznicou.
Vpravo z neho vyrobeny G’ a zodpovedajica Hamiltonovska cesta.

def kruznica(n,E):
# na vstupe dostaneme graf G ako zoznam hran
# zostrojime si zoznam susedov vrcholu 0
susedial = []
for x,y in E:
if x==0: susedial.append(y)
if y==0: susedial.append (x)
# do grafu pridame novy vrchol n, ktory je kopiou vrcholu 0
E += [ (n,x) for x in susedial ]
# a este dva nove vrcholy ktore sluzia ako konce cesty
E += [ (0,n+1l), (n,n+2) ]
# na konci zavolame funkciu cesta (), ktora rozsvieti spravne svetlo
cesta (n+3,E)

Podiloha C (4 body):

Mimozems$tania ndm dodali kufrikovy KSP, ktorého funkcia je_trojfarbitelny (n,E)
rozhoduje problém existencie 3-farbenia v zadanom grafe. My sme na vstupe do-
stali 3-farbitelny graf G a chceme v polynomialnom c¢ase jedno platné ofarbenie
zostrojit.

Zacneme rieSenim, ktoré je trosku naroc¢nejsie na implementaciu, ale nazor-
nejsie; neskor si ukdzeme, ako podobné riesenie lahsie implementovat.
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Pridajme do grafu G tri nové vrcholy, nazvime ich a, b, c. Tieto tri nové
vrcholy spojime kazdy s kazdym. Toto zjavne 3-farbitelnost G nepokazilo. A
zaroven vieme, 7%e a, b a ¢ musia mat navzajom roézne farby. Bez ujmy na vSe-
obecnosti nech a dostane farbu 0, b farbu 1 a ¢ farbu 2.

Zoberme teraz Iubovolny vrchol v grafu . VysktSame postupne tri moz-
nosti:

e v spojime hranami s vrcholmi a a b
e v spojime hranami s vrcholmi a a ¢
e v spojime hranami s vrcholmi b a ¢

Pre kazdi moznost zavolanim funkcie je_trojfarbiteiny zistime, ¢i je doty¢ény graf
3-farbitelny. Kedze v povodnom grafe 3-farbenie existovalo, bude nutne existo-
vat asponi pre jeden z novych grafov. Ten si teda nechdme (¢im je zafixovana
farba vrcholu v v kazdom platnom ofarbeni) a pokracujeme dalej.

Ked takto postupne spracujeme vSetky vrcholy grafu G, mame zostrojené
jeho platné ofarbenie. Dokopy sme potrebovali 3n volani funkcie je_trojfarbitelny
a pre kazdé z nich sme vstup zostrojili v polynomialnom ¢ase (pri vhodnej im-
plementacii dokonca v konstantnom).

A teraz uz to spominané rieSenie s lahSou implementaciou. Tri pomocné
vrcholy vobec nepotrebujeme. Jednoducho sta¢i postupne pre kazdi dvojicu
x,y vrcholov grafu G (a to v Tubovolnom poradi) vykonat nasledujicu operéciu:
»ak pridanie hrany xy do G nepokazi jeho 3-farbitelnost, tak ju tam pridaj“.

Ked cely tento cyklus dobehne, nutne skonéime s grafom G, ktory mé (az na
zamenu Cisel farieb) jediné platné ofarbenie a plati: dva vrcholy maji rovnaka
farbu vtedy a len vtedy, ak nie si1 spojené hranou.

Preco je to tak? Pozrime si lubovolnt dvojicu vrcholov, ktoré na konci nie
su spojené hranou. Tuto dvojicu sme niekedy pocas behu algoritmu spracuvali.
Ak sme vtedy hranu medzi nimi do grafu nepridali, znamena to, ze uz vtedy vo
vsetkych pripustnych ofarbeniach mali doty¢né dva vrcholy rovnaku farbu. No
a jediné, ¢o robime, je, ze priddavame do grafu nové hrany, teda nové obmedzenia,
na ofarbenia vrcholov. Pri tom ndm mézu platné ofarbenia len ubudat, nikdy
nepribudnt Ziadne nové. Takze ani na konci behu algoritmu nesma mat dotyc¢né
dva vrcholy ro6znu farbu.

Implementacia je skutoc¢ne jednoduchéa:

def ofarbi(n,E): # na vstupe dostaneme graf G ako zoznam hran

# pre kazdu dvojicu vrcholov skusime pridat hranu medzi nimi
for x in range (n):
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for y in range (x):
if je_trojfarbitelny (n,E + [(x,y)]):

E += [(x,¥)]
# hrubou silou rozdelime vrcholy na farbu 0 a ostatne
farba0 = [ x for x in range(n) if (not (0,x) in E) and (not (x,0) in E) ]
farbyl2 = [ x for x in range(n) if not x in farbal ]

# a znova hrubou silou rozdelime ostatne na farbu 1 a 2

if len(farbyl2) > O0:
vl = farbyl2[0]
farbal = [ x for x in farbyl2 if (not (vl,x) in E) and (not (x,vl) in E) ]

farba2 = [ x for x in farbyl2 if not x in farbal ]

else:
farbal, farba2 = [], []

return (farba0O, farbal, farba2)

(Pre nazornost je tato implementacia imyselne neefektivna, lebo ¢o sa hod-

notenia sutaznej ulohy tyka, je to jedno. Uvedomte si ale napriklad, ze v Pyt-
hone méa pre zoznamy operator in linearnu ¢asovu zlozitost. Tiez sa pri kazdom
volani funkcie je_trojfarbitelny zbytoc¢ne vytvara képia celého zoznamu hran.
Rozmyslite si, ako by ste toto isté rieSenie implementovali efektivnejsie. )



Riesenia domaceho kola kategorie B

B-I-1 Klince v doske

PoloZzme si najskor Tahsiu otazku: keby sme uz poznali vysku h, ktord maju
mat zarovnané klince, ako spoc¢itame, kolko takych klincov vieme vyrobit?

Odpoved je jednoducha: Urcite nechame na pokoji vSetky klince, ktoré maja
teraz vySku presne h. Klince, ktoré uz teraz maja vysku mens$iu ako h, pouzit
nemozeme. No a spomedzi klincov, ktoré st vécsie ako h, vieme na vysku h
zarovnat nanajvys u klincov. Dokopy teda bude mat vySku A nasledovny pocet
klincov:

(pocet klincov vysky presne h) + min( u, (pocet klincov vysky vicsej ako h) )

Toto nam dava prvé rieSenie nasej ulohy: pre kazda vysku od 0 po max h;
spocitame, kolko klincov takejto vysky vieme vyrobit. Takéto rieSenie zrejme
ziskalo 4 body.

Do vzorového riesenia ndm chyba spravit dve pozorovania, ktoré nam po-
mozu nase prvé rieSenie zefektivnit. Prvym pozorovanim obmedzime mnozinu
vysok klincov, ktoré budeme sktsat. Ukéze sa totiz, ze optimalna vyska je urcite
rovna niektorej z vysok, ktoré maja klince na vstupe.

Preco je to tak? Ukazeme si to najskor na priklade. Predpokladajme, Ze
optimélnym riesenim pre nejaky vstup je zobrat klince vySok 10, 11, 12 a 13,
a vSetky tieto klince zarovnat na vysku 7. Rovnako dobre vSak moézeme tieto
isté klince zarovnat na vysku 10 (a dokonca nam na to stacia 3 idery kladivom
namiesto 4). Tento isty argument lahko zovSeobecnime: ked si vyberieme, ktoré
klince ideme zarovnat, optimélnym rieSenim je zarovnat ich vSetky na vysku
najkratsieho spomedzi nich.

Namiesto skuSania vSetkych vysok od 0 po h; teda stac¢i vyskasat tych (na-
najvys) n vysok, ktoré sa naozaj vyskytuju v testovacom vstupe. Takéto rieSenie
teda spravi na vstupe s n klincami rddovo n? krokov. Ak ste toto rieSenie na-
programovali (a neboli ste ochotni nechat ho bezat diiom i nocou), zrejme ste
ziskali 6 bodov.

Druhé pozorovanie ndm pomoze zrychlit vypocet toho, kolko klincov vieme
zarovnat na dant vysku. Vo vysSie uvedenom rieSeni sme pre kazda skusant
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vysku zas a znova presli celé pole klincov, aby sme zistili, kolko ich je rovnako
vysokych a kolko vyssich. Toto vSak vieme zistovat omnoho efektivnejsie. A
nebude to ani tak narocné, uplne bude stacit, ked budeme vsetko robit trochu
systematickejsie.

Zactneme tym, ze si klince usporiadame podla vysky. A v tomto poradi,
zacinajuc napriklad od najvyssich, budeme aj jednotlivé vysky kontrolovat. Pre
kazdu vysku takto vieme v konStantnom case povedat, kolko klincov je od nej
vyssich. Priklad: nech usporiadané pole s vyskami klincov vyzera nasledovne:

5 6 7 8 910
7 8 9 9 11 47

Sipkami je oznaceny tsek klincov, ktoré maja vysku 7. V poli sa nachadzaju
na indexoch 3 az 5. No a kedze Uplne posledny klinec je na indexe 10, vieme
rovno povedat, Ze v tomto poli je presne 10 — 5 = 5 klincov vysSich ako 7.

RieSenie sa bude teda skladat z dvoch ¢asti: najskor pole vysSok klincov
usporiadame, a nasledne ho raz prejdeme a pre kazda vysku spocitame, kolko
klincov danej vysky vieme vyrobit. Druht ¢ast riesenia vieme implementovat v
¢ase priamo tmernom poc¢tu klincov, teda linedrnom od n. Prva cast je o ¢osi
pomalsia: aj pri pouziti efektivneho algoritmu na triedenie (napr. Mergesort
alebo Heapsort) bude nas program potrebovat spravit radovo nlogn krokov.
Samozrejme, to je este stale velmi malo v porovnani s n? krokmi — aj pre
n = 1000000 triedenie s ¢asovou zlozitostou nlogn prebehne za par sekund.

V nasledujtcej implementécii (v jazyku C++) pouzivame na triedenie kniz-
ni¢nu funkciu sort (). Nasledne prejdeme klincami od konca, pricom pre kazdy
klincov. USetrime si tak pracu s delenim pola na tseky klincov rovnakej vysky.
Rozmyslite si, Ze optimélne rieSenie ndjdeme, ked budeme spractivat najlavejsi
z klincov spravnej vysky.

Listing programu (C++)

#include <algorithm>
#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

int main() {
for (int kolo=0; kolo<6; ++kolo) {
// naCitame a usporiadame vstup
int N; cin >> Nj;
int U; cin >> U;
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vector<int> H(N);
for (int n=0; n<N; ++n) cin >> H[n];

sort ( H.begin (), H.end() );

int vacsich = 0, rovnych = 0;

int optimalny_pocet = 0, optimalna_vyska = 0;
for (int n=N-1; n>=0; --n) {

// postupne spracuvame klince od najvdcsieho
// pamdtame si, kolko vdcsich a kolko rovnakych sme videli

if (n==N-1 || H[n]l<H[n+1]) {
vacsich+=rovnych; rovnych=1;

} else {
++rovnych;

}

int pocet = rovnych + min( U, wvacsich );

if (pocet > optimalny_pocet) {
optimalny_pocet=pocet;
optimalna_vyska=H[n];
}
}

cout << optimalny_pocet << endl;

Na zaver si este ukdzeme ind implementaciu v jazyku C++. V tej pouzijeme
pokrodili datova Struktiru (map) na to, aby sme si priamo ku kazdej vyske
zapamaétali pocet klincov, ktoré ju maju.

Listing programu (C++)

#include <algorithm>
#include <iostream>
#include <map>

using namespace std;

int main() {

for

(int test=0; test<6; ++test) {

// v mape si ku kazZdej vySke spocitame polet klincov, ktoré ju maju
int N, U; cin >> N >> U;

map<int, int> vysky;

for (int n=0; n<N; ++n) { int h; cin >> h; ++vysky[h]; }

// postupne od najmensSej po najvdcsiu spracuvame vsSetky vysky klincov,
// ktoré sa vyskytli na vstupe
int primale = 0;
int optimalny_pocet = 0, optimalna_vyska = 0;
for (auto rec : vysky) {
int vyska, rovnake;

tie(vyska, rovnake) = rec;
int vacsie = N - primale - rovnake;
int pocet = rovnake + min( U, vacsie );

if (pocet > optimalny_pocet) {
optimalny_pocet=pocet;
optimalna_vyska=vyska;

}

primale += rovnake;

}

cout << optimalny_pocet << ”.” << optimalna_vyska << endl;
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B-I-2 Prvocdisla z magnetiek

Riesenie tejto ulohy sa skladd z dvoch samostatnych logickych krokov: Za
prvé, potrebujeme vediet vygenerovat vsetky ¢isla, ktoré sa z danych karticiek
daju poskladat. A za druhé, potrebujeme o kazdom z nich vediet zistit, ¢i ide o
prvocislo. Pozrime sa najskor na druhi ¢ast ulohy.

Testovanie prvocdiselnosti:

Najjednoduchsia moznost ako otestovat, ¢i je ¢islo prvocislom, vychadza
priamo z definicie: ¢islo p je prvocislom vtedy a len vtedy, ak ho nedeli Ziadne
z Cisel 2 az p — 1.

Takyto test je vSak pre vicsie cisla uz prilis pomaly. Najvicsie ¢islo, ktoré
vieme vytvorit z magnetiek v poslednom vstupe, je ¢islo 77 774 444 221. Otes-
tovanie tohto jediného cisla by nam na priemernom sucasnom pocitaci trvalo
radovo 15 minat. A to je predsa len vcelku dost — hlavne preto, Ze my tych ¢isel
budeme potrebovat otestovat vela.

Nastastie tento test vieme velmi vyrazne urychlit jednoduchym pozorova-
nim: delitele ¢isla vzdy prichadzaja v paroch. Nech d; deli n. Ozna¢me dy =
(n/dy). Kedze dy deli n, je aj do prirodzené ¢islo. Jeho definiciu vieme zapisat
aj v tvare di - do = n. A z tohto zapisu je zjavné, Ze aspon jeden z ¢initelov dy
a ds je mensi alebo rovny /n. (Keby boli oba ¢initele viic¢sie ako /n, ich sucin

Inymi slovami, plati nasledujica implikacia: ,,AK n nie je prvocislo, TAK
existuje delitel ¢isla n, ktory mé velkost nanajvys \/n.“ Namiesto toho, aby sme
skusali delitele od 2 po n — 1, stac¢i skusat delitele od 2 po |y/n]. Takto vylep-
Senym algoritmom uz na beznom pocitaci zvlddneme za milisekundu otestovat
prvociselnost Tubovolného z ¢isel, ktoré moézeme v tejto tlohe stretnit.

bool je_prvocislo (long long n) {
if (n < 2) return false;
for (long long d=2; dxd<=n; ++d)
if (n%d==0) return false;
return true;

(Vsimnite si v programe, ze sme nepocitali odmocninu z n pomocou realnych
¢isel. Namiesto toho sme pouzili ekvivalentnii podmienku daxd<=n, vyhodnotenie
ktorej vieme spravit presne v celych ¢islach.)

Generovanie vSetkych zloZitelnych ¢isel:

Ukézeme si niekolko réznych postupov.

Prvy bude zalozeny na pristupe, kedy postupne po jednej pridavame mag-
netky. Budeme pri iom pracovat s retfazcami, lebo tie sa Iahsie spajaja a roz-
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pajaju. Za¢neme s tym, ze zoberieme prvi magnetku. Pomocou tej vieme zlozit
prave jeden mozny retazec: ak je napr. na magnetke cifra 7, vieme zlozit len
retazec "7".

Teraz sa pozrime na vSeobecny krok. Uz sme spracovali niekolko magnetiek
a pozname vsetky retazce, ktoré sa z nich daju zlozit. Priklad: "117", "171", a
"711". Teraz zoberieme dalsiu magnetku, napr. s cifrou 4. Ako sa zmeni mnozina,
retazcov, ktoré vieme zostrojit? Musime vyskusat vSetky mozZnosti: postupne
zoberieme vSetky retazce, ktoré sme doteraz mali, a do kazdého z nich skisime
na kazdu poziciu vlozit nova cifru. V nasom priklade z prvého starého retazca
dostaneme nové retazce "1174", "1147", "1417" a "4117", z druhého retazce
"1714", "1741", "1471" a "4171", a z tretieho starého retazca nové retazce
"7114", 7141, "7411" a "4711".

Ak sa ndm na magnetkach opakuju cifry, vieme toto riesenie este zefektivnit
tym, Ze po spracovani kazdej novej cifry spomedzi vygenerovanych retazcov
vyhadZeme duplikaty. Napr. ked sktisime do retazca "111" na vSetky mozné
pozicie pridat nova cifru 1, dostaneme Styri képie retazca "1111". Nam ale
stac¢i pamitat si kazdy moZny retazec len raz.

V nasledujucej ukazke implementacie pouzivame v C++ datova struktiru
set, ktord duplikdty sama zahodi a navySe nam rovno vsetky ¢isla (ulozené ako
retazce) usporiada.

// v poli D[N] mame jednotlive cifry ako znaky
set<string> moznosti;
moznosti.insert ( D[O] );

for (int n=1; n<N; ++n) {
set<string> nove_moznosti;
for (string cislo : moznosti) {
for (unsigned i=0; i<=cislo.size(); ++i) {
nove_moznosti.insert ( cislo.substr (0,i) + D[n] + cislo.substr (i) );
}
}

moznosti = nove_moznosti;

Druhou mozZnostou je pouzit rekurziu. Rekurzivna funkcia ako parameter
dostane aktualne poskladany zaciatok cisla. V globalnom poli si navysSe bu-
deme pamiitat, kolko kusov ktorej cifry nam aktuélne ostava nepouzitych. Ak
uZz nemame Ziadne nepouzité cifry, prave sme vygenerovali jednu moznost a
spracujeme ju (t.j. otestujeme, ¢i ide o prvocislo). V opa¢nom pripade postupne
skusime na koniec aktualneho ¢isla pridat kazda z nepouzitych cifier, a zakaz-
dym sa rekurzivne zavolame s novym ¢islom. (Ked mame ¢islo n a na jeho koniec
pridame cifru d, dostaneme nové ¢islo s hodnotou 10n + d.)

int zostaval[l0];
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void generuj(long long cislo) {
bool koniec = true;
for (int d=0; d<10; ++d)
if (zostaval[d]>0) {
koniec=false;
—-—zostava [d];
generu]j (10xcislo+d);
++zostava [d];

}

if (koniec && je_prvocislo(cislo)) cout << cislo << endl;

}

int main () {
int N; cin >> N;
for (int i=0; 1i<10; ++1) zostaval[i] = 0;
for (int n=0; n<N; ++n) {
int d; cin >> d;
++zostava [d];
}

// v nasledujucom cykle zaciname s d=1, lebo na zaciatok cisla nemozeme dat nulu
for (int d=1; d<10; ++d)
if (zostaval[d]>0) { --zostaval[d]; generuj(d); ++zostavald]; }

Tretou z mnohych moznosti je vSetky mozné permutécie cifier generovat
postupne v tzv. lezikografickom poradi. (Inymi slovami, generovat vSetky ¢isla,
ktoré sa z danych ¢islic daja zlozif, v poradi od najmensieho po najvicsie.) V
niektorych jazykoch na to mame priamo funkciu: napr. v C++ existuje funkcia
next_permutation. (V Pythone existuje itertools.permutations, ta ale nevie pI‘GSkO-
¢it duplikaty.) A ak ju aj nemame, nie je vobec tazké si ju naprogramovat. Na
priklade si ukazeme, ako na to.

Predstavme si napriklad, Zze sme prave vygenerovali ¢islo 19476313. Ako
vyzera najblizsie vacsie Cislo, ktoré je tvorené tymi istymi ciframi? To je eSte
zjavné: 19476331. Ale ¢o teraz, ako vyzerd to dalsie v poradi? Radi by sme za-
chovali ¢o najviac cifier na zaciatku nedotknutych. Lenze uz zjavne neexistuje
ziadne dalSie takéto ¢islo, ktoré by zacinalo 194..., lebo cifry na nasleduju-
cich miestach (76331) st uz tvoria najvicsie mozné ¢islo — st usporiadané od
najvacsej po najmensiu.

Hladame teda ¢islo tvaru 19z ..., kde x > 4. Samozrejme, x musi byt nie-
ktora z cifier, ktoré mame k dispozicii. Najmensia z nich, ktora je vicsia ako 4,
je 6. Nasledujuce ¢islo bude teda zacinat ciframi 196. Ostavaji ndm nepouzité
cifry 1, 3, 3, 4 a 7. Z tych uz mdézeme postavit ¢o len chceme, vysledok bude
vzdy vacési ako 19476331. A kedZe chceme najmensie z tychto ¢isel, nepouzité
cifry priddme od najmensej po najvicsiu.

Dostavame teda, ze najblizsie cislo vicsie ako 19476331, ktoré je tvorené
presne tymi istymi ciframi, je ¢islo 19613347.

Tu je ukéazka, ako v C++ priamo pouzit funkciu next_permutation:
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// nacitame pocet cifier a jednotlive cifry (usporiadane od najmensej po najvacsiu) do pola
int N; cin >> N;

vector<int> D (N);

for (int n=0; n<N; ++n) cin >> D[n];

do {
// ideme spracovat cislo reprezentovane polom D

// cisla zacinajuce nulou preskocime
if (D[0]==0) continue;

// poskladame cislo z jeho cifier
long long cislo = 0;
for (int d : D) cislo = 10xcislo+d;

// ak je prvocislom, vypiseme ho
if (je_prvocislo (d)) cout << cislo << endl;

// skusime vygenerovat nasledujucu permutaciu pola D,
// ukoncime cyklus ked sa nam to uz nepodari

} while (next_permutation (D.begin(),D.end()));

B-1-3 Pady domin

Skor ako sa pustime do riesenia tejto tlohy, urobme si jedno zjednodusenie.
Aby sme nemuseli riesit okraje pola, teda ¢o sa stane, ked domino zhodi vSetky
ostatné, ktoré s nalavo/napravo od neho, pridajme si na zaciatok aj koniec
pola velké ¢islo?, ktoré uréite zastavi pad Tubovolného iného domina. Takto sa
nam s tym bude robit ovela lepsie.

Jednoduché riesenie:

Sktisme teraz vymysliet nejaké jednoduché rieSenie, ktoré nam ziska aspon
niekolko bodov. Prvé ¢o nds napadne je skusit si pady domin simulovat. Ak
chceme vediet, kolko domin zhodi domino 7 s vahou v;, ked ho postréime dolava,
mozeme sa pozerat, ktoré dominé zhodi. Najskor sa pozrieme na domino 7 — 1.
Ak je v;_1 > v;, teda domino nalavo je tazsie ako zhodené domino, cely pad sa
zastavi. V opac¢nom pripade spadne aj domino ¢ — 1, ¢o znamena, Ze sa musime
pozriet na dalSie domino a to je i — 2. Postupne sa budeme pozerat na dominé
Coraz viac nalavo az kym sa cely pad nezastavi na domine j (v; > v;). Vieme,
ze vSetky domina medzi j a i museli byt lahsie ako v; (inak by sa pad zastavil

20mno by bolo pekné, keby sme si tam vedeli dat hodnotu nekoneéno. Kedze v§ak programo-
vacie jazyky taka hodnotu zvicSa nepoznaji, musime sa uspokojit s kone¢nou hodnotou. To
zase nie je taky problém — ak pozname rozsah spracivanych hodnét, mézeme ako nekonec¢no
pouzit hocijaki od neho vic¢siu hodnotu. A ak aj nie, mozeme si najst maximum m daného
pola a ako nekonecéno pouzit hodnotu m + 1.
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uz skor) a teda i-te domino zhodilo nalavo i — j domin.

Tato hodnotu si viem takto vyratat pre vSetky hodnoty i a rovnakym spo-
sobom, len v opa¢nom smere, si viem pre kazdé domino zistit aj to, kolko do-
min zhodi, ked ho postréime doprava. Porovnanim tychto dvoch hodnét vieme
priamo zistovat vysledok.

Jediny problém je ¢asova zlozitost. Pre kazdy prvok pola musime ist dolava
aj doprava, az kym nendjdem vicsi prvok, ktory sa moze nachiadzat az tplne
na konci. Preto sa budeme musiet posunit az n-krat pre kazdy prvok, z ¢oho
dostéavam casovi zlozitost O(n?). Toto ndm vsak zaruéi solidnych 5 bodov, ¢o
je v pomere k vynaloZenej ndmahe pomerne vela.

Vzorové riesenie:

Samozrejme, s predchadzajicim rieSenim sa neuspokojime, poktisme sa ho
teda vylepsit. Pozrime sa ako pracoval nas predchadzajuci program, ked sme
hladali poc¢et zhodenych domin po stréeni dolava.

Ak sme zhodili domino ¢, to padalo a zhadzovalo ostatné domina, az kym
sa nezastavilo na domine j. Sktisme dolava zhodit domino 7 + 1. M6Ze sa staf,
ze v; > v;+1. V tomto pripade sa pad zastavi okamzite a nezhodi sa uz ziadne
dalsie domino.

Ak je vSak i-te domino lahsie, spadne a my by sme mali pokracovat a pozerat
sa na domino ¢—1. To vSak nie je potrebné, najblizsie domino, na ktoré sa musim
pozriet, je domino j. Totiz vSetky domind medzi j a i spadli, ked sme zhadzovali
domino i. To znamend, Ze museli byt lahsie (alebo rovnako fazké) ako domino
i. A to je predsa TahSie ako domino i + 1. To znamené, Ze moZem preskocit
vSetky tieto uz spadnuté dominé a pozriet sa priamo na domino j. Toto domino
moze spadnut tiez a budeme sa musiet pozerat dalej, opit vSak plati, Ze moZzem
preskakovat prvky, ktoré domino j zhodilo. Takto sa dostanem az k dominu,
ktoré je tazsie.

Uvedomme si, ze ak raz zhodim nejaké domino, uz sa nan nikdy nemusim
pozriet, lebo domino, ktoré ho zhodilo bud dalsi pad zastavi a k nemu sa ne-
dostaneme, alebo spadne aj ono, ¢o znamena, ze spadne aj toto domino. To
znamend, ze mam ¢asovu zlozitost O(n), lebo kazdé domino spadne najviac raz
a potom ho mézem ignorovat. Opit si uvedomme, Ze tento pristup plati aj ked
strkdme domind doprava, akurat musime spractvat domind v opa¢nom poradi.

Implementécia tohoto riesenia je opit velmi jednoduchd. Pre kazdé i si bu-
deme chciet vyratat, ktoré domino zastavi jeho pad dolava. Ozna¢me si tito
hodnotu /(7). Ak vieme tieto hodnoty pre vSetky ¢isla mensie rovné i, lahko to
vieme zratat pre i + 1. Pozrieme sa, ¢i v; < v;11. Ak 4no, mdZzeme preskocit do-
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mind az po poziciu [(¢). Opét sa pozrieme, ¢i vy;) < v;41 a ak to plati, sko¢ime
na [(l(7)), atd.. Prva pozicia, na ktorej neprejde dand nerovnica bude hodnota
[(i+1). Zaroven sme si tymto vyratali, kolko domin zhodi i-te domino nalavo —
bude to hodnota i — (7). Tento postup potom zopakujeme aj pre pravé strany
a na konci pre kazdé ¢ porovnam vysledné hodnoty.

Vsimnite si, ako sa tato implementacia podoba na predchadzajice trivialne
rieSenie. Hlavny rozdiel je len v meneni premennej j.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;

int main() {
int n;
cin >> nj;
vector<int> D (n+2);
D[0] = D[n+1] = 1000000000; // pridaj nekonecno na zaciatok a na koniec
for (int i=1; i<=n; 1i++) cin >> DJ[i];

//v L[1] sa zastavi pad i-teho domina dolava, v R[i] jeho pad doprava
vector<int> L (n+2), R(n+2);
for (int i=1; i<=n; i++) {
//pozeram sa dolava
int j=i-1;
while (D[j]<=D[1i]) Jj=LI[3J];
Liil=3;
}
for (int i=n; i>=1; i--) {
//pozerdm doprava
int j=i+1;
while (D[Jj]<=D[i]) 3J=RI[3Jl;
R[i]=3;
}
for (int i=1; i<=n; i++)
if(i-L[i]==R[1i]-1) cout << "=";
else if (i-L[i]>R[1i]-1) cout << ”<";
else cout << ">";
cout << endl;

Alternativna implementacia:

Existuje aj iny sposob, ako sa da naprogramovat vyssie spominané vzorové
rieSenie a to pomocou datovej Struktiry stack (po slovensky zdsobnik). Téato
datova struktira funguje velmi jednoducho — ked chcem do nej prvok pridat, ho-
dim ho na samy vrch, ked prvok odstraniujem, odstranujem vzdy prvok navrchu,
takze ten, ¢o bol pridany najneskor.

V tomto stacku si budem udrziavat dominé, ktoré mi eSte nespadli, presnejsie
ich vahu a poziciu. Ked hladam, pokial bude padat ¢ + 1-vé domino, pozriem sa
na vrch stacku. Ak obsahuje domino tazsie, pad sa zastavi a viem odpoved na
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svoju otézku. V opa¢nom pripade vyhodim vrchny prvok zo stacku. Toto spravit
mozem, lebo to znamena, ze dané domino bolo zhodené 7 + 1-vym dominom a
teda ho uz nepotrebujem — neskon¢i na riom ziaden dalsi pad.

Vrch stacku vyhadzujem, az kym neobjavim vac¢si prvok, vtedy prestanem,
zaznacim si vysledok a na vrch stacku pridam ¢ + 1-vé domino. To totiz este
nespadlo a potrebujem s nim do budtcna ratat. Uvedomte si, Ze prvky v stacku
st usporiadané klesajuco podla vahy. Mozete si pozriet moju implementaciu
vyuzivajucu stack a sami posudte, ktorad sa vam paci viac. (V listingu uvadzame
len cast, ktord sa zmenila oproti predchéddzajicemu rieseniu.)

Listing programu (C++)

#include <stack>

//pozeram dolava
{
stack<int> S;
S.push (0) ;
for (int i=1; i<=n; i++) {
while (D[S.top () ]<=D[i]) S.pop();
L[i]=S.top();
S.push (1) ;
}
}
//pozeram doprava
{
stack<int> S;
S.push (n+1) ;
for (int i=n; i>=1; i--) {
while (D[S.top () ]1<=D[i]) S.pop();
R[i]=S.top();
S.push (i) ;

Iné riesenia:

Uloha sa dé4 riesit aj principidlne inymi spésobmi.

Prvé riesenie (to s kvadratickou casovou zlozitostou) vieme vylepsit nasle-
dovne: namiesto toho, aby sme skugali zhadzovat domind najskor smerom do-
Tava a potom smerom doprava si predstavime, Ze oba smery zacali padat naraz.
Striedavo sa teda pozrieme na dalSie domino dolava a doprava a so simulaciou
prestaneme, akonahle jeden smer zastane.

Takéto rieSenie je zjavne nanajvys také pomalé ako povodné kvadratické
rieSenie — mézeme oproti nemu len usetrit. To sa nam podari vzdy, ked nebola
odpoved =, my totiz nebudeme t1 stranu, na ktort spadne viac domin, simulovat
celu. Este stale existuju vstupy, pre ktoré je aj toto riesenie kvadratické — napri-
klad n rovnako velkych domin. D& sa vSak (pomerne komplikovane) dokéazat, ze
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ak su vSetky dominé navzajom rozne velké, tak sa toto jednoduché zlepsSenie al-
goritmu zarucene vyrazne prejavi na casovej zlozitosti. Ta totiz klesne dokonca
az na O(nlogn).

Este uplne iné riesenie s ¢asovou zlozitostou O(nlogn) vieme dosiahnut po-
mocou nasledovnej myslienky: dominé si usporiadame od najmensieho po naj-
viicSie a nasledne ich v tomto poradi za¢neme ukladat na stol (ktory je na za-
¢iatku préazdny) na miesta, kam patria. Vzdy, ked pridavame domino, pozrieme
sa, kolko domin uz stoji bezprostredne nalavo od jeho miesta (tie by nové do-
mino zhodilo padajtic dolava) a kolko ich stoji bezprostredne napravo. Ked si
tieto dlzky tsekov vhodne pamitame (v poli, pre kazdy tisek domin si pami-
tame jeho dlzku aj na pozicii, kde zaéina, aj na pozicii, kde konéi), tak vieme
kazdé domino pridat v konstantnom c¢ase. NajpomalSou ¢astou tohto rieSenia je
teda usporiadanie domin.

B-I-4 Hladame v poli

Borisov program:

Zacneme od najlahSieho programu, v ktorom je dier viac ako vo §vajc¢iarskom
syre. Re¢ je o Borisovom programe. Ten si stacilo skusit spustit na niekolkych
nahodnych vstupoch a skoro urcite ste pri tom natrafili na nejaky, na ktorom
sa tento program zacyklil a nikdy neskon¢il.

Myslienka tohto programu je pritom spravna: Boris sa snazil naprogramovat
binarne vyhladavanie. Nepodarilo sa mu to ale. Binarne vyhladavanie je noto-
ricky zndme tym, ze ked si nedéate pozor, Tahko sa (tak ako Boris) pomylite v
niektorom indexe o +£1 a problém je na svete.

Uz pre niektoré dvojprvkové polia Borisov program nefunguje. Zoberme si
napriklad 2=(10,20) a x=15. Co sa stane v Borisovom programe? Premenné prvy
a posledny inicializujeme na 0 a 1. Nasledne vypocitame hodnotu stredny po-
mocou Vzﬁahu stredny := (prvy + posledny) div 2, Cize stredny bude tiez 0. Teraz
sa pozrieme na prvok a[stredny] a porovname ho s x. KedZe je mensi, vykond
sa prikaz prvy := stredny, CiZe... Cize sa vlastne nestane ni¢. Nadalej bude prvy
rovné nule. A potom zacCne nové iteracia while-cyklu: opit spocitame, Ze stredany
je nula, opit spravime to isté porovnanie, pochopitelne s tym istym vysledkom,
a tak dokola az do nekonecna.

Cilkin program:
Kontrast ku predchadzajticemu rieseniu prinasa Cilkin program. Ten je sice



84 RIESENIA DOMACEHO KOLA KATEGORIE B

zaloZeny na pomalsej myslienke, ale zato je funkény. Co Ze to Cilka robi vo
svojom programe? Na zaciatku je podmienka if (x < a[0]) then exit; Ak toto
nenastane, ma Cilka istotu, Ze x je aspon také velké ako prvok na indexe 0.

Vsimnime si najskor, ¢o by sa stalo, keby sme spustili len druhu polovicu
Cilkinho programu:

kde := 0;
krok := 1;
while (kde+krok<N) and (A[kde+krok] <= X) do kde := kde+krok;

Alebo teda ekvivalentne:

while (kde+1<N) and (A[kde+l] <= X) do kde := kde+l;

Toto je len obyc¢ajny cyklus, ktory prechddza vSetkymi prvkami pola, kym st
mensie alebo rovné od hladaného x. Na poslednom takomto prvku (alebo na
konci pola) tento cyklus zastane.

No a ak sa niekde v poli hodnota x nachidza, tak to musi byt prave na
mieste, kde vysSie popisany cyklus zastal — tie za nim st privelké, tie pred nim
zase vsetky od neho mensie, a teda ostro mensie ako x. Takze na konci uz len
skontrolujeme, ¢i arkde] = x a podla toho bud povieme, Ze x lezi na pozicii xde,
alebo Ze sa v poli nenachadza.

Takyto program by teda bol funkény, ale bol by pomaly — v najhorSom
moznom pripade by postupne prvok po prvku presiel celé pole a.

Teraz sa zamyslime, ¢o by sa stalo, keby sme zmenili hodnotu xrox napriklad
na 100:

kde := 0;
while (kde+100<N) and (A[kde+100] <= X) do kde := kde+100;

Do pola 2 sa teraz budeme pozerat len na kazdy sty prvok. No a rovnako
ako predtym, aj teraz tento cyklus zastane na poslednom z tychto prvkov, ktory
je mensi alebo rovny x. Toto samozrejme nemusi byt prvok, ktory hladame —
pozriet sa len na nasledujicich nanajvys 99 prvkov.

Cely funkény program by teda mohol vyzerat napr. nasledovne:

kde := 0;
while (kde+100<N) and (A[kde+100] <= X) do kde := kde+100;
while (kde+1 <N) and (A[kde+1 ] <= X) do kde := kde+l;

Najskor ,,ideme po poli s krokom 100“, a ked to uz nejde, ideme dalej s krokom
1, az kym nenajdeme naozaj posledny z prvkov neprevysujucich x.

Ak takyto program spustime na n-prvkovom poli, pozrieme sa urcite na
menej ako (n,/100) + 100 jeho prvkov.
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Samozrejme, namiesto konstanty 100 si mézeme zvolit nejaki int, vhodnej-
siu. Ak by sme napriklad mali n = 1000 000, je 100 najlepsia mozna konstanta?
Zjavne nie: ak p6jdeme s krokom 100, spravime v najhorsom moznom pripade
priblizne 10000 + 100 pristupov do pola. Lepsie by bolo zobrat krok 1000 a
spravit len 1000 + 1000 pristupov do pola.

No a Cilka prisla na to, aka dlzku kroku je najlepsie zobrat pre pole dlzky n:
ako prvi hodnotu premennej krok zoberie hodnotu [/n |. Takto aj v najhorSom
moznom pripade Cilkin program spravi len nanajvys 21/n pristupov do pola a:
najskor nanajvys y/n krokov dizky y/n a nasledne nanajvys y/n krokov dlzky 1.

Andrejov program:

Na zaver sme si nechali Andrejov program. Toho myslienka je tiez v principe
sikovna. Podobnym sposobom by sme napriklad kedysi, ked este boli telefénne
zoznamy papierové, hladali konkrétneho ¢loveka: ked viete, Ze sa vola napriklad
Wagner, nebudete zbyto¢ne otvarat zoznam v strede, ale skusite ho otvorit
niekde pri konci, kde odhadujete, Ze sa budi nachiddzat mend zac¢inajice na W.

Takéto vyhladdvanie (odborne nazyvané interpolacné) vie skutocéne byt efek-
tivne — ale jeho efektivnost je zaloZena na velmi dolezitom predpoklade: Ze hod-
noty prvkov v poli naozaj rastu priblizne rovnomerne.

To nam ale v nasom pripade nik nezarucil. Prave naopak — okrem toho, ze
su prvky usporiadané v rastiicom poradi, o nich vobec ni¢ nevieme. Medzi ich
hodnotami pokojne mozu byt velmi nerovnomerné skoky.

A préave tadial viedla cesta k najdeniu chyby v Andrejovom programe — teda
takého vstupu, pre ktory by ani 10 iteracii hladania nestacilo. Co teda potrebu-
jeme? ,Oklamat“ Andrejov program, aby prvok hladal na opa¢nom konci pola
ako na tom, kde sa skutoc¢ne nachadza. Tu je priklad vstupu, ktory takto An-
drejov program oklame: A = (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,987654),
X =14.

Co spravi Andrejov program pre tento vstup? KedZze na zaéiatku pola je
0 a na konci 987654, hodnota 14 by podla interpolacie mala lezat tplne na
zaciatku — ¢o sa zaokruhli na index 1. Tam sa teda Andrejov program pozrie v
prvej iteracii. V druhej iteracii si program z hodnét 1 a 987654 vypocita, ze sa
chce pozriet na index 2. A tak dalej. Nasou volbou vstupu sme teda Andrejov
program donnutili prechadzat polom prvok po prvku, a na 10 iteracii sa takto k
hodnote 14 dostat nestihne.



Riesenia krajského kola kategorie A

A-TI-1 FTlastickova aloha

Nasou tlohou bolo néjst najdlhsi stuvisly tsek zadanej postupnosti tak, aby
priemer prvkov tohoto useku bol prave k.

Prvé a najlahsie rieSenie, ktoré nas napadne, je skusit postupne kazdy mozny
suvisly usek a zratat aky mé priemer. Staci teda pouzit dva cykly, ktoré buda
urcovat zaciatok a koniec tseku a tretim cyklom spocitat sucet prvkov v mom.
Nasledne stcet predelim poc¢tom prvkov a pozriem sa, ¢i vysledné ¢islo (priemer)
je rovné k.

Listing programu (C++)

//v poli A je uloZend vstupnd postupnost
int n,k;
int A[5007];
//ulozenie vysledku
int vyszac=0,vyskon=-1;
//vyber si zacliatok a koniec useku
for (int zac=0; zac<n; zac++)
for (int kon=zac; kon<n; kon++) {
int sucet=0;
//s¢itaj prky useku
for (int i=zac; i<=kon; i++) sucet+=A[i];
if (sucet == kx*(kon-zac+l) && vyskon-vyszac<kon-zac) {
vyszac=zac; vyskon=kon;
}
}

Ak sa vsak pozriete do programu vidite, ze som delenie vlastne nikde ne-
pouzil. Delenie je totiz nepresné. My vSak vieme, zZe ak si oznacime s sucet
prvkov v tseku a p pocet prvkov v useku, tak rovnicu s/p = k vieme upravit

na s = k- p. Mame teda jednoduchy program, ktory vSetko pocita presne. Jeho
¢asové zlozitost je ©(n?).

Zlepsenie:

Ked sa v8ak pozrieme do limitov, tak za rieSenie s takouto zlozitostou dosta-
neme najviac 3 body. Treba teda nieco zrychlit. V predchéadzajicom programe
sme robili zbyto¢na robotu, ked sme ratali stcet prvkov v danom tseku. Vzdy
odznovu sme totiz sc¢itavali tie isté cisla.

Ked si pozrieme dany program, prvé dva cykly sa daja interpretovat ako —
najskor zvolim zaciatok tseku zac a potom pre tento zaciatok postupne volim
vzdialenejSie a vzdialenejSie konce kon. A premenna kon sa vzdy zvicsi o jedna,
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¢o znamena, ze nas zvoleny usek vyzera rovnako ako predtym, akurat sa k nemu
na konci pridal jeden novy prvok, ktory je na pozicii kon.

Postupovat teda mozeme nasledovne — najskor si zvolime poziciu zaciatku.
Zatial mame zvoleny tsek dlzky nula a teda aj jeho saéet je nulovy. Postupne
zvySujeme premennu kon, ktord nam bude ukazovat na koniec zvoleného tseku.
No a vzdy, ked zviacSime kon o 1, zvic¢Sime aj zapamiitany sucet tiseku o hodnotu
prvku, ktory don prave pribudol. Takto teda dostavame riesenie, ktoré postupne
prejde vsetky stvislé podpostupnosti a kazdu spracuje v konstantnom case. Jeho
¢asova zlozitost je teda ©(n?).

Listing programu (C++)

//v poli A je uloZend vstupnd postupnost
int n,k;
int A[5000];
//ulozZenie vysledku
int vyszac=0,vyskon=-1;
//vyber si zacliatok a koniec useku, priebezZne sCituj
for (int zac=0; zac<n; zac++) {
int sucet=0;
for (int kon=zac; kon<n; kon++) {
sucet += Alkon];
if (sucet == kx(kon-zac+l) && vyskon-vyszac<kon-zac) {
vyszac=zac; vyskon=kon;

}

Vzorové riesenie:

Ak sa chceme posunit dalej, musime sa na nasu tlohu pozriet trochu inac.
Problém je totiz v tom, ze hladdme vec s prili§ mnohymi parametrami. Potre-
bujeme vediet aj stcet tseku aj pocet jeho prvkov. Ovela lepsie by bolo, ak by
sme sa mohli pozriet len na sicet tiseku a priamo z neho vidiet, ¢i méa dany tsek
priemer prave k.

Polozme si otazku, kedy ma nejaky tisek priemer prave k. Je jasné, Ze tam
nemoze byt prilis vela prvkov mensich ako k, ale zaroven ani vela prvkov vicsich
ako k, teda musi byt urcéitd rovnovaha medzi prvkami mensimi a va¢simi ako k.
Napriklad ak si zoberieme postupnost (1,3,4,4), tak ma priemer 3, lebo dvom
Stvorkdm sa podari vyvazit pritomnost jednotky, ktora je az o 2 mensia.

NapiSme si teraz nasu rovnicu, ktort sa snazime overit pre nejaky usek ¢isiel,
ktoré si oznacime a; az a,. a1 + az + --- + a, = pk ¢o si vieme prepisat ako
ai+ag+- - -+ap,—pk = 0. Nakoniec uz len rozloZzme —pk na p samostatnych —k a
priradme jedno ku kazdému prvku a dostaneme (a1 —k)+ (a2 —k)+...(ap—k) =
0. Vidime, ze kazdy prvok sa zmensil prave o k a ak je stcet tychto prvkov 0,
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tak tsek méa priemer k.

Inymi slovami, ak od kazdého prvku odc¢itame k, zmensime tym aj priemer
IubovoIného tiseku o k. Teda tseky, ktoré mali v povodnej postupnosti priemer
k, zodpovedaju tisekom, ktoré maja v novej postupnosti priemer 0. No a preco
nam toto pomoze? Lebo postupnost ma priemer 0 vtedy a len vtedy, ked méa
sucet 0. A pri hladani postupnosti ktoré maji sucet 0 uz nemusime prihliadat
na ich dizku.

Nasu postupnost si teda upravime tak, ze od kazdého prvku odc¢itame k.
Odteraz budeme slovom ,,postupnost® oznacovat tito novi postupnost, v ktorej
hladdme tseky so stctom 0.

Teraz potrebujeme spravit este posledny myslienkovy krok. Sucet tisekov sa
da ratat aj inym spdsobom. Vypliime si pole P[0..n], kde prvok PJi] je stucet
prvych ¢ prvkov nasej postupnosti. (Prvky pola P volame prefixové stucty da-
nej postupnosti.) Pole P vieme Tahko vyplnit v ¢ase O(n) jednym prechodom:
P[0] = 0 a kazdé dalsie P[i] spoc¢itame ako sucet P[i — 1] a nasledujiceho prvku
postupnosti. Ak potom chceme zistit sticet tiseku od pozicie zac po poziciu kon,
tak tuto hodnotu vyratame ako P[kon] — P[zac — 1].

Zoberme si pevny koniec kon. Ktoré zaciatky pre tento koniec urcuju po-
stupnosti so suctom 07 Zaciatok zac pre tento koniec je vhodny prave vtedy,
ked Pl[kon] — P|zac — 1] = 0, teda ked P[zac — 1] = P[kon]. A aby sme do-
stali Gisek ¢o najdlh$i, chceme vybrat najmensie zac s danou vlastnostou. No
a zistovat pritomnost nejakého konkrétneho prvku vieme velmi lahko pomocou
vyvazovaného binarneho stromu — v C++4 implementovany ako set alebo map.

Cely algoritmus bude prebiehat nasledovne. Najskor odéitam od kazdého
prvku povodnej postupnosti ¢islo k. Postupne si budem urcovat stéle vicsie
a vicsie kon, ktoré bude urcovat, kde ma konc¢it na$ tsek. Zaroven s tym si
budem pamiitat sumu vSetkych uz spracovanych prvkov, teda hodnotu P[kon].
V mape budem mat pre kazda predchadzajicu prefixovli sumu zapamitané
najmensie cislo zac také, ze prvych zac prvkov méa takato sumu. Pre kazdé kon
sa do tejto mapy pozrieme, ¢i sme aktudlny prefixovy sucet P[kon] uz niekedy
predtym videli. Ak ano, dozvedeli sme sa prave najlepsi zac¢iatok zodpovedajuci
tomu koncu. A ak nie, tak si pre hodnotu P[kon| zapamétame, ze prvykrat bola
videna na pozicii kon. Na zaver uz len vypiseme najdlhsi ndjdeny tsek.

Celkové ¢asova zlozitost programu bude O(nlogn), lebo pre kazdy koniec
sa pozriem zopar raz do mapy, ktorej operacie trvaju O(logn) ¢asu. Pamétfova
zlozitost je O(n).
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Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <map>
using namespace std;

#define For (i,n) for (int i=0; i<(n); 1i++)

int main() {
// nacitam vstup a rovno upravim postupnost
int n, k, A[100047];
scanf (”"%d.%d"”, &n, &k) ;
For (i,n) { scanf (”%d”,s&A[i]); A[i]-=k; }

// prechddzam postupnost

map<int, int> M;

int prefix=0,vyszac=0,vyskon=-1;

// na zaciatku je prva prefixova suma 0
M[0]=-1;

For(i,n) {
prefix+=A[1i];
// rovnaké c¢islo md byt na pozicii zac-1, takzZe pridavam esSte 1
if (M.find(prefix) !=M.end () && vyskon-vyszac+l < i-M[prefix]) {
vyszac=M[prefix]+1;
vyskon=i;
}
if (M.find (prefix)==M.end()) M[prefix]=i;
}
printf (”%d.%d\n”,vyszac+l, vyskon+1l);
return O;

Alternativne riesenie:

V poslednom kroku vobec nebolo nutné pouzivat pokrocili datovi struk-
taru. (Je to ale pohodlné, preto sme to riesenie uviedli ako prvé.) Namiesto mapy
si vystacime aj s obycajnym triedenim. Zoberieme si pole, ktorého prvky su
usporiadané dvojice ¢isel: (0,0), (P[1],1), (P[2],2),...,(P[n],n). Tieto si uspo-
riadame — primarne podla prvej stradnice, teda zodpovedajiceho prefixového
suctu, a sekundarne podla indexu, ktory mu zodpoveda. V usporiadanom poli
budu vSetky indexy, ktorym zodpoveda té istd hodnota prefixového suctu, tvorit
vzdy suvisly tsek. Najvzdialenejsiu dvojicu indexov, ktorym zodpoveda rovnaky
prefixovy sucet, vieme pomocou tohto usporiadaného pola lahko najst v linear-
nom case.

A-TI-2 Najazd na jablone

Zakladné pomalé riesenie:
Zacnime s nejakym mierne pomalsim ale zjavne funkénym riesenim. Jedno-
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duchou moznostou by bolo skiisit najst nejak koneéntt mnozinu kandidatov na
vhodné deliace priamky. Potom by vzdy, ked pride novy sysel, stacilo vyskusat
vSetkych kandidatov a zistit, ¢i niektory z nich vyhovuje. A aki by mohli byt
vhodni kandidati? Napriklad priamky, na ktorych lezia dva stromy. Algoritmus
by potom vyzeral tak, Ze pre kazdu dvojicu stromov vysktSame, ¢i sysel lezi
na opacnej strane priamky ako vSetky ostatné stromy. (Sysel na priamke lezat
nesmie, u stromov to testovat netreba, kedze podla zadania ziadne tri stromy
nelezia na priamke.)

Testovanie, ¢i nejaky bod X lezi na priamke Y Z, napravo alebo nalavo od
nej mozeme spravit napriklad pomocou znamienka vektorového sucinu vektorov
YZaYX. Takyto algoritmus by pre kazda z rddovo n? dvojic stromov testoval
radovo n bodov, a to vSetko by vykonal tolkokrat, kolko pride syslov, ¢ize g-krat,
takze vyslednd ¢asové zloZitost by bola O(qn?).

Stucastou tohto riesenia by vSak mal byt aj dokaz, Ze naSa mnozina kan-
didatov naozaj staci. Presnejsie, potrebujeme dokazat, ze ak existuje (nejaka
[ubovolna) rozdelujuca priamka, tak aj jedna z nami zvolenych priamok bude
vyhovovat. Vezmime si teda Tubovolnt vyhovujici priamku. T moézZeme ,,posi-
vat® smerom od sysla, az kym sa naSa priamka nedotkne nejakého stromu. (V
tomto okamihu sme teda uz dokézali, Ze vzdy, ked existuje rozdelujica priamka,
existuje rozdelujuca priamka prechadzajica niektorym stromom:.)

Ak sme mali stastie, prave ndjdenéd priamka prechiddza dvoma stromami.
Ak nie, zoberieme tGto priamku a za¢neme ju otacat okolo toho stromu ktorym
prechadza. Dajme tomu, Ze najprv v kladnom smere. Teraz mame opit dve
moznosti, ¢o sa moze stat. Bud najprv otdcana priamka ,narazi“ na druhy
strom a nasli sme vyhovujicu priamku, alebo najprv narazi na sysla, pripadne
zaroven na strom a sysla. V takomto pripade ju za¢neme otacat do opacného
smeru. A kedze otacajica sa priamka pokryje cely priestor skor nez znova narazi
na sysla, tak tentoraz musi najskor narazit na strom. A tym sme dokaz ukondili.

Prvé predpoditanie:

Predchadzajtce rieSenie robi vela zbytoc¢nej prace. Napriklad si mozeme
vSimnut, ze akondhle ma priamka stromy na obe strany od seba, zjavne ne-
bude nikdy vyhovovat. Takéto priamky teda nemd vobec zmysel sktsat zas a
znova, pre kazdého jedného sysla.

Najjednoduchsie by bolo zbavit sa tychto zlych priamok hned na zaciatku.
Stravime teda na zacdiatku behu programu ¢as O(n?) tym, ze pre kazdu priamku
urc¢end dvoma stromami zistime, ¢i vSetkych n — 2 zvySnych stromov lezi na
jednej jej strane alebo nie. Takto ndm ostane len k < n? priamok, ktoré maju
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vSetky stromy na jednej strane. No a teraz ked pride sysel, uz stac¢i skontrolovat
pre kazdu priamku len polohu sysla. Takto teda dostaneme riesenie s celkovou
¢asovou zlozitostou O(n? + qk).

Celé toto predpocitanie vSak vieme spravit aj omnoho efektivnejsie, a navyse
bude hned jasné, ze k musi vzdy byt malé. Totiz priamky, ktoré ma zmysel tes-
tovat, budu prave zodpovedat jednotlivym strandm konvexného obalu vSetkych
stromov (a teda ich bude nanajvys n). Preco je to tak?

Nam by dokonca stacila jedna implikacia: Ak vsetky ostatné stromy lezia
na tej istej strane od priamky vedicej cez stromy A a B, tak usecka AB tvori
stranu ich konvexného obalu. Toto zjavne plati, a teda kazda priamka v nasej
mnozine kandidatov je skuto¢ne predizenim niektorej strany konvexného obalu.

Plati vsak aj opacna implikacia, a teda naozaj kazda strana konvexného
obalu zodpoveda nejakej moznej rozdelujicej priamke. Totiz ak tsecka AB tvori
stranu konvexného obalu, tak musia vSetky ostatné stromy lezat na tej istej
strane od nej. (Sporom, ak by stromy C' a D lezali na jej opa¢nych stranéch,
tak cely stvoruholnik CADB je stucastou konvexného obalu, ¢o je spor s tym Ze
AB je jeho strana.)

V domécom kole ste sa naudili, ako spravit konvevxny obal v ¢ase O(nlogn).
Tieto znalosti mézeme teraz vyuzit k vyraznému zlepSeniu c¢asovej zlozitosti
nasho algoritmu. Ten sa teda bude skladat z dvoch faz:

a) Zobeieme n stromov a v ¢ase O(nlogn) najdeme ich konvexny obal. Tym
sme zostrojili mnozinu nanajvys n priamok, ktoré staci testovat.

b) Pre kazdého sysla postupne vyskiasame kazda z priamok najdenych v pr-
vom kroku: zoberieme Tubovolny treti strom a pozrieme sa, ¢i lezi na opac-
nej strane priamky ako sysel. Kazdého sysla teda spracujeme v ¢ase O(n).

Celkova ¢asova zlozitost tohto algoritmu je teda O(nlogn + gn).

Alternativna implementécia druhej casti: Vieme vyuzit to, Ze algoritmus
pre tvorbu konvexného obalu ndm jeho strany najde v usporiadanom poradi po
obvode. Ked takto napr. proti smeru hodinovych rucic¢iek ideme po konvexnom
obale, vieme, Ze stromy méame stale nalavo od testovanej priamky, a teda staci
testovat, ¢i sysel od nej lezi napravo.

Vzorové riesenie:

Z pozorovania o konvexnom obale dokonca vyplyva, ze rozdelujica priamka
existuje prave vtedy, ked sa sysel nachddza mimo konvexného obalu. (Akonéhle
totiz sysel lezi mimo obalu, mozeme pouzit vetu o separujtcej priamke z rieSeni
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doméceho kola. Aj samotny sysel je totiz konvexni mnozina. Opacné implikécia
je zjavna.)

Ako zistit, ¢ sysel lezi v konvexnom ttvare v lepSom nez linedrnom case?
Dobré spdsoby st opit zaloZené na vhodnom predpoditani: Treba si dany Gtvar
rozsekat na nejaké kusky nejako systematicky naskladané vedla seba a nasledne
pre kazdého sysla bindrne vyhladat ten spravny kusok, v ktorom jedinom mozno
lezi. Konkrétnych implementécii existuje viacero, napriklad moézeme rozrezat
nas atvar zvislymi rezmi idacimi cez vsetky jeho vrcholy.

My si ukazeme jednu z implementacne najjednoduchsich moznosti. Jeden
vrchol nasho konvexného k-uholnika si oznacime za Specialny, S. Z neho vychéa-
dzaju dve strany: strana a do bodu ktory oznac¢ime A a strana b do bodu B.
Predstavme si teraz k — 1 polpriamok, ktoré idu z bodu S cez kazdy z ostatnych
vrcholov (vratane A a B).

AN

Tieto polpriamky nam rozdelia rovinu na k£ — 1 uhlov: jeden vypukly, ktory
vobec neobsahuje vnutro nasho k-uholnika, a £ — 2 zvysnych. Vypukly uhol si
mozeme predstavit ako zjednotenie dvoch polrovin: jednej uréenej stranou a
a druhej urcenej stranou b. V kazdom zo zvy$nych uhlov té cast, ktora patri
do nasho k-uholnika, tvori trojuholnik. Dve strany trojuholnika lezia na naSich
polpriamkach, tretiu tvori vzdy jedna zo stran k-uholnika.

Ako teraz spracujeme konkrétneho sysla? Zacneme tym, ze overime, ¢i lezi
v jednej z prazdnych polrovin uréenych stranami a a b. Ak ano, nasli sme roz-
delujtcu priamku a koncéime. Ak nie, tak sa sysel nachddza niekde v uhle ASB.
Tento uhol mame rozdeleny na k — 2 mensich. Pomocou O(log k) otazok tvaru
slezi sysel nalavo od tejto polpriamky?“ vieme bindrnym vyhladavanim néjst
ten uhol, v ktorom sysel lezi. No a nésledne uz len staci zobrat stranu néasho
konvexného obalu, ktord doty¢nému uhlu zodpovedd, a pozriet sa, ¢i sysel lezi
na spravnej strane od nej. (Ak sa nadhodou stane, Ze sysel lezi presne na jed-
nej z nasich polpriamok, moézeme ho zaradit do Iubovolného z uhlov uréenych
dotycénou polpriamkou.)

Tymto sme nasli algoritmus pracujuci v éase O(nlogn + qlogk). A kedze
k < n, toto mdzeme dalej zhora odhadnit ako O((n + ¢) logn).
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Listing programu (C++)

#include <algorithm>
#include <iostream>
#include <iomanip>
#include <vector>
using namespace std;

// definiciu bodu, operdtor < na usporiadanie bodov,
// vektorovy a skaldarny sucin a konvexny obal
// najdete v riesSeni domdceho kola

// bindrne vyhladanie: vrdti poradové Cislo usecky, ktoru obsahuje 1uc,
// v ktorom sa objavi sysel, resp. 0/10°8, ak je sysel prilis vIavo/vpravo
long long binsrch (pointé& sysel, vector<point>& hull, unsigned long long size) {
if (cross (hull [0], hull [1], sysel) < 0) return 0;
if (cross (hull [0], hull [size-1], sysel) > 0) return 10e8;

long long lower = 1, upper = size - 1;
while (upper - lower > 1) {
if (cross(hull [0], hull [ (lower+upper) / 2], sysel) > 0)
lower = (lower + upper) / 2;
else
upper = (lower + upper) / 2;

}

return lower;

}

int main () {
int N; cin >> N;
vector<point> P (N); for (int n=0; n<N; ++n) cin >> P[n].x >> P[n].y;
sort (P.begin (), P.end());
vector <point> hull = convex_hull (P);
int Q; cin >> Q;
point sysel;
long long answer;
for (int i = 0; 1 < Q; ++1i) {

cin >> sysel.x >> sysel.y;

answer = binsrch (sysel, hull, hull.size());

if (answer == 0) {
cout << hull [0].x << ’.’ << hull [0].y << ’".';
cout << hull [1].x << '.’ << hull [1l].y << endl;

} else if (answer == 10e8) {
cout << hull [0].x << 7./ << hull [0].y << 7.5
cout << hull.back().x << 7.’ << hull.back().y << endl;

} else if (cross (hull [answer], hull [answer + 1], sysel) < 0) {
cout << hull [answer].x << ’.’ << hull [answer].y << ".';
cout << hull [answer+l].x << ’.’ << hull [answer+l].y << endl;

} else {
cout << ”Sysel.vitazi!” << endl;

}

return 0;

A-TI-3 Tajna misia

Méme suvisly graf, v ktorom je vrcholov rovnako vela, ako hran. Chceme
vybrat ¢o najviac hran tak, aby so ziadnym vrcholom nesusedili viaceré vybrané
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hrany. Inymi slovami, hfaddme v grafe maximalne pérenie.

Kedze vrcholov a hran je rovnako vela, v grafe je urcite prave jeden cyklus.
(Totiz lubovolné kostra nasho grafu ma n — 1 hran a nie st na nej ziadne cykly.
Ked nasledne priddme chybajicu n-tt hranu, ta vytvori ten spominany jediny
cyklus.) Takze niekde v nasom grafe je niekolko vrcholov spojenych do cyklu,
a na kazdy modze byt pripojenych niekolko stromov, v ktorych uz Ziadne cykly
nie st.

VyrieSme najprv jednoduchsiu tlohu: predstavme si, ze by sme mali iba
strom — cize suvisly graf s n vrcholmi a n — 1 hranami.

Na takto zjednodusent tlohu sa déa pouzit dynamické programovanie. Algo-
ritmus najprv strom zakoreni za Tubovolny korern, a potom sa bude zdola hore
postupne pozerat na kazdy vrchol. Ked sa pozrie na nejaky vrchol v, bude ho
zaujimat, ako vyzera situdcia v podstrome pod vrcholom v (vratane), a aké naj-
lepsie parenie sa v tom podstrome da dosiahnut. Preto vypocita dve ¢isla: A(v)
bude velkost najlepsieho parenia, ak moze pouzit aj samotny vrchol v, a B(v)
bude velkost toho péarenia, ak vrchol v nejde pouzit (lebo chceme do péarenia
vybrat hranu, ktord ho spaja s jeho rodi¢om).

Ako vypocitame ¢islo B(v)? Ak vieme, Ze vrchol v bude spojeny s jeho rodi-
¢om, urcite nebude spojeny so ziadnym synom, takze staci sé¢itat A(c) kazdého
syna c.

Ako vypocitame ¢islo A(v)? Tu treba zobrat maximum z viacerych moznosti,
ako to parenie bude vyzerat. Prva moznost je, Ze v nespojime s nikym, takze
velkost parenia bude znovu stcet A(c) pre kazdého syna c. Druhd moznost je,
ze hranu medzi v a niektorym synom u vyberieme do pérenia (prestrihneme
medzi nimi kébel). Velkost uz nebude sucet vSetkych A(c), ale odbudne A(u) a
pribudne 1 + B(u).

Ak pdjdeme po strome zdola hore a pre kazdy vrchol v si zapaméitame
¢isla A(v) a B(v), vSetko vybavime v linedrnom case. Vysledok potom bude
jednoducho ¢islo A(r) korena r.

Ako sa situacia zmeni, ak nemédme n — 1 hran, ale n? Graf uz nie je len
strom, je v iom aj jeden cyklus. Tak ten cyklus najdime a pozrime sa na lu-
bovolnt hranu na nom. Tato hrana bud v pareni bude, alebo nebude. Ak tam
nebude, mozeme ju z grafu hned vyhodit a zostane ndm strom, ¢o uz vieme
rieSit. Ak tam bude, dané dva vrcholy ur¢ite nebudt sparované s nikym inym,
takze mozeme vyhodit ostatné hrany, ¢o z nich vedt. Tym sa graf rozpadne na
niekolko stromov, ¢o uz opit dokazeme rieSit. Stac¢i vyskusat tieto dva pripady
a vybrat maximum. KedZe st len dva, celé rieSenie m4 stéle linedrnu casovu aj
pamitova zloZitost.
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Iné korektné riesenie je zalozené na pazravej myslienke: Kym mame v grafe
vrchol u stupna 1, mézeme jedinii hranu wv vedicu z u zobrat do rieSenia (a
nasledne zahodit vrcholy u, v a vSetky ostatné hrany vedtce z v, ktoré uz do
rieSenia zobrat nemdZeme).

Dokaz vyssie uvedeného tvrdenia: Zoberme TubovoIné optimélne parenie. Ak
je v nnom pouzitd hrana wuv, sme hotovi. Ak nie, musi byt pouzitd nejakd iné
hrana vw (inak by sme hranu uv mohli pridat a mali by sme lepsie parenie).
Potom ale moéZzeme hranu vw zahodit a namiesto nej zobrat prave hranu uw.
Tym sme zjavne opit dostali korektné parenie a navyse je rovnakej, teda tiez
optimalnej velkosti.

Vyssie uvedeny postup teda len dookola opakujeme, az kym nedostaneme
graf, ktory uz ziadne vrcholy stupna 1 neméa. Tu s teraz dva mozné pripady:
ak ndm uz neostalo ni¢, mame hotové optimalne rieSenie. Mohol nam vsak este
ostat graf, ktory mé vSetky vrcholy stupna aspon 2. No a to zjavne mohlo pre
nas povodny graf nastat len jedinym sposobom: to, ¢o ndm na konci ostalo
nevyrieSené, je prave nas jediny cyklus (na ktorom maja vsetky vrcholy stupen
presne 2). A cyklus uz vyrieSime jednoducho: ak ma k vrcholov, tak najlepsie
parenie na nom ma zjavne velkost [k/2].

Pri implementécii si sta¢i paméitat stupne jednotlivych vrcholov a akonahle
stupen vrchola klesne na 1, zaradit ho do fronty na spracovanie.

Listing programu (C++)

#include <algorithm>
#include <iostream>
#include <vector>
#include <queue>
using namespace std;

int N;

vector< vector<int> > susedia;
vector<int> stupen;
vector<bool> pouzil;

int main() {

cin >> N;

susedia.resize (N);

stupen.resize (N,0);

pouzil.resize (N, false);

for (int 1=0; 1i<N; ++i) {
int a, b; cin >> a >> b; a-—-; b——;
susediala] .push_back (b); ++stupenlal;
susedia[b] .push_back (a); ++stupen[b];

}

queue<int> Q;
for (int i=0; i<N; ++1i) if (stupen[i]l==1) Q.push(i);

int riesenie = 0;
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while (!Q.empty()) {

int kde = Q.front(); Q.pop();
// ni¢ nerobime, ak sme medzicasom tento vrchol pouZzili alebo zablokovali
if (pouzil[kde] || stupen[kde]==0) continue;
int sus = -1;
for (int a : susedialkde]) if (!pouzilla]) sus=a;
pouzil[kde] = pouzil[sus] = true;
++riesenie;
for (int a : susedialkdel])
if ('pouzilla]) { —--stupenlal; if (stupen[al==1) Q.push(a); }
for (int a : susedia[sus])
if ('pouzilla]) { —--stupenlal; if (stupen[al==1) Q.push(a); }

}

int na_cykle = 0;
for (int i=0; i<N; ++1i) if ('pouzil[i] && stupen[i]>1) ++na_cykle;
riesenie += (na_cykle/2);

cout << riesenie << endl;

A-I-4 Mimozemské pocitace

Poduloha A (3 body):

Mimozemstania nam dodali sdlovy KSP, ktorého funkcia nusenica (n, £) rozho-
duje problém existencie kostry-hiisenice v danom jednoduchom neorientovanom
grafe. My pomocou tejto funkcie chceme rozhodnut, ¢i dany graf G obsahuje
nejaktt Hamiltonovskl cestu.

Vlastnost ,graf obsahuje kostru-husenicu“ si mozeme ekvivalentne sformu-
lovat nasledovne: ,graf obsahuje nejaki cestu taku, Ze kazdy vrchol, ktory na
tej ceste nelezi, s nou susedi. Takto povedané sa to uz zac¢ina podobat na Ha-
miltonovskt cestu, s jedinym rozdielom — tentokrat nemusime prejst cez vsetky
vrcholy, staci ist len popri niektorych.

Aby sme vyriesili zadant tlohu, potrebujeme vymysliet nejaka tipravu vstup-
ného grafu G s nasledovnou vlastnostou: Ak pévodny graf G obsahoval Hamil-
tonovsku cestu, bude upraveny graf G’ obsahovat kostru-htisenicu. A naopak,
ak G ziadnu Hamiltonovskt cestu nemad, upraveny graf G’ kostru-hiisenicu ob-
sahovat nesmie.

Existuje velmi jednoduché transformacia, ktora méa prave tato vlastnost: ku
kazdému vrcholu v v G priddme novy vrchol v" a hranu vv’.
Preco tato transformacia funguje?
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Ak v pévodnom grafe existovala Hamiltonovska cesta, v novom grafe zjavne
existuje kostra-huisenica: sta¢i zmazat vSetky hrany okrem jednej Hamiltonov-
skej cesty a tych hran, ktoré sme do grafu G pridali my.

A teraz naopak. Predpokladajme, Ze nami upraveny graf G’ obsahuje hu-
senicu. Ako méze vyzerat jej ,hlavna“ cesta? Vrcholy, ktoré sme pridali do G,
maju vSetky stupen 1, preto sa takyto vrchol moze nachadzat len na zaciatku
alebo na konci cesty. Zvysok cesty teda nutne tvoria niektoré vrcholy pévodného
grafu G. No a ¢o by sa stalo, ak by medzi nimi niektory vrchol v chybal? Potom
s nim susediaci vrchol v’ nelezi ani na nasej ceste, ani s nou nema ako susedit, a
to je spor. Preto ak G’ obsahuje hisenicu, jej ,hlavnd“ cesta nutne zodpoveda
Hamiltonovskej ceste v povodnom grafe G.

Listing programu (Python)

def cesta(n,E):
for i in range(n): E.append( (i,n+i) )
husenica (2x%n, E)

Podiloha B (3 body):

Mimozemstania ndm dodali sdlovy KSP, ktorého funkcia nusenica (n, E) rozho-
duje problém existencie kostry-htisenice v danom jednoduchom neorientovanom
grafe. My pomocou tejto funkcie chceme rozhodnut, ¢i dany graf G obsahuje
nejakt Hamiltonovsku kruznicu.

V podilohe A sme si ukazali, ako funkciu cesta (n, £) naprogramovat pomocou
funkcie husenica(n,r). No a z doméaceho kola vieme, ako funkciu kruznica(n,®)
implementovat pomocou funkcie cesta(n, ). Tieto dva postupy zlozime dokopy
a mame podulohu B vyrieSent.

Detailnejsi popis za¢neme tym, zZe si pripomenieme, ako fungovala transfor-
mécia z domdaceho kola. Z grafu G vyrobime novy graf G’ tak, ze priddme vrchol
n, ktory bude képiou vrcholu 0; dalej priddme vrcholy n + 1 a n + 2 a hrany
medzi 0 a n+1 a medzi n a n+ 2. Takto zostrojeny G’ obsahuje Hamiltonovskt
cestu prave vtedy, ked G obsahoval Hamiltonovsk kruznicu.

Ak nemame k dispozicii funkciu cesta (n,E) ale len funkciu husenica (n,E), mu-
sime néasledne na graf G’ pouzif konstrukciu z rieSenia podilohy A: kazdy vr-
chol G’ dostane nového kamaréata, ktory s nim bude spojeny hranou. Pre takto
zostrojeny graf G plati: G” obsahuje kostru-hiisenicu prave vtedy, ked G’ ob-
sahoval Hamiltonovsku cestu.
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Celé riesenie bude teda vyzerat nasledovne: zoberieme vstupny graf GG, z neho
vyrobime G’, z toho dalej vyrobime G”, a ten zadame do nasho sdlového KSP.
Ak KSP rozsvieti zelené svetlo, znamena to, ze G obsahuje kostru-hisenicu, a
teda G obsahuje Hamiltonovskt kruznicu. A naopak, ¢ervené svetlo znamena,
ze G Hamiltonovski kruznicu neobsahuje. A presne to sme chceli dosiahnut.

Listing programu (Python)

def kruznica(n,E):
# zostrojime si zoznam susedov vrcholu 0
susedial = []
for x,y in E:
if x==0: susedial.append (y)
if y==0: susedial.append (x)
do grafu pridame novy vrchol n, ktory je kopiou vrcholu 0
+= [ (n,x) for x in susediaO ]
a este dva nove vrcholy ktore sluzia ako konce cesty
+= [ (0,n+1), (n,n+2) ]
na konci zavolame funkciu cesta(), ktora rozsvieti spravne svetlo
(tu voland funkcia cesta () je nasa funkcia z riesenia podulohy A)
esta (n+3,E)

O % 3 [ 3% 0 %%

Poduloha C (4 body):

Mame kufrikovy KSP, ktorého funkcia existuje_pokrytie (k,n,m, z) rozhoduje
problém existencie pokrytia mnozinami, ktoré mé velkost nanajvys k. My chceme
pomocou tohto kufrikového KSP néajst najmensi mozny pocet ziakov, ktori st
predsedom aspon jedného krazku.

Celé riesenie tejto tlohy je zalozené na jednoduchom pozorovani: KSP, ktory
mame k dispozicii, vie takmer priamo riesit nasu tlohu, len si ju musime vhodne
sformulovat.

Na vstupe sme dostali ku kazdému kriuzku zoznam ziakov, ktori don chodia.
Tuato istt informdciu si ale vieme reprezentovat aj opacne: pre kazdého ziaka z
si zostrojime mnozinu krazkov K(z), do ktorych chodi.

Predstavme si teraz, Ze postupne vyberame ziakov, ktori buda patrit do
rady predsedov. Vzdy, ked nejakého vyberieme, spravime ho predsedom vset-
kych krazkov, do ktorych chodi a ktoré este nemaju predsedu. Akonahle teda
vyberieme hocijakt sadu ziakov takt, ze kazdy krizok v nej ma zastupenie,
budeme mat platni radu predsedov.

Preto otézku zo zadania mdzeme polozit aj nasledovne: ,,Kolko najmenej
spomedzi mnozin K (z) musim vybrat, ak chcem aby ich zjednotenie obsahovalo
vsetky krazky?

A toto je presne otazka na velkost pokrytia mnozinami. Pomocou kufriko-
vého KSP, ktory mame k dispozicii, vieme spravnu odpoved najst na O(log z)
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otazok pomocou bindrneho vyhladavania.

Listing programu (Python)

# nacitame udaje o kruzZkoch, prerobime ich na uddaje o Ziakoch

Z = int (input ()) # pocCet Ziakov
K = int (input ()) # poclet kruzZkov
kruzky = [ [] for z in range(Z) | # pre kazdého Ziaka zoznam jeho kruzkov

for k in range (K) :
kruzok = [ int (x) for x in input () .split () ]
for x in kruzok: kruzky[x].append (k) # Ziak x navstevuje kruzZok k

# ideme bindrne vyhladdvat minimdlny poclet Ziakov-predsedov
# na zaciatku vieme, Ze 0 predsedov je primalo a zZe Z urcite staci

malo, dost = 0, 2
while dost > malo+1l:

stred = (malo + dost) // 2
if existuje_pokrytie( stred, K, Z, kruzky ): dost = stred
else: malo = stred

print (dost)



Riesenia krajského kola kategorie B

B-II-1 Lokalne ochladzovanie

Zacnime uplne trividlnym riesenim: Pre kazdy tusek dni dlzky aspon dva
spocitajme priemernu teplotu a porovnajme ju so zadanym limitom k.

Kolko tsekov takto odsktSsame? Ak vylet za¢ne v prvy den, moze skoncit
v druhy, treti, ... alebo az v posledny, n-ty den. Mame teda na vyber z n — 1
moznosti. Ak by vylet zacal v druhy den, mali by sme n — 2 moznosti kedy ho
ukonc¢it. Podobne, ak vylet zacne v i-ty den, mame n — i moznosti. Dokopy teda
existuje (n —1) +(n—2)+---+3+2+1 = (n? —n)/2 tsekov dlzky aspoti dva.
V O-notécii jednoducho zapiseme, Ze tisekov vyskusame O(n?).

Pre kazdy tsek potrebujeme vypodcitat priemernt teplotu v iom. Oznac¢me
si sticet teplot v tseku s a jeho dlzku (pocet dni v iom) £. Priemern4 teplota
sa potom samozrejme rovnd s/¢. V naSom rieSeni vSak namiesto podmienky
s/l > k pouzijeme ekvivalentnti podmienku s > k¢. Vyhneme sa tak pocitaniu
s nepresnymi desatinnymi c¢islami.

Takéto rieSenie sa implementuje velmi jednoducho: V dvoch vnorenych cyk-
loch vyskusame vSetky moznosti pre zaciatok a koniec vyletu a dalsim cyklom
s¢itame teploty pocas vyletu. Ked%e prinajhorsom vysktsame O(n?) tsekov a
na scitanie teplot v jednom tuseku vynalozime O(n) operacii, celkova ¢asova
zlozitost tohto riesenia je O(n?).

Ak chceme predchadzajuce rieSenie Tahko zlepSit, stacéi si vSimnut, Ze sucet
teplot v tseku sa da pocitat aj rychlejsie: Hned po tseku dnii,7+1, ..., 7 totiz
skuisame tusek 7,7 + 1,...,7,7 + 1. Stcet teplot v tom dlhSsom tiseku nemusime
pocitat odznova (v linedrnom c¢ase) — vieme ho vypocitat okamzite (v konstant-
nom Case) ako stcet teplot v kratsom tseku plus ¢;41. Namiesto opédtovného
sCitavania tak staci pri¢itat len jednu hodnotu, ¢im sa nam rieSenie zrychli na

O(n?).

Od vzorového riesenia nas deli uz len jedno pozorovanie: Ak existuje nejaky
vhodny tsek dni, potom existuje aj vhodny tsek dlzky najviac tri. To znamena,
7e namiesto skusania vsetkych O(n?) moZnych tisekov nam postacia tie, ktoré
majt dizku 2 alebo 3, ¢ize len O(n) tusekov.

Preco je tomu tak? Vezmime si nejaky tsek dni, ktory ma priemernt teplotu
aspon k. Ak tento usek rozdelime na dve krat$ie c¢asti, lahko vidime, Ze aspon
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jedna z nich musi maft priemernt teplotu aspon k. (Totiz spojenim dvoch tsekov,
ktoré maju oba priemer mensi ako k, vznikne vzdy tsek, ktory méa priemer mensi
ako k.)

Nech teda existuje nejaky vyhovujtci tsek, ktory ma dizku ¢ > 4. Takyto
tsek mozeme rozdelit na dve ¢asti dlzok 2 a £ —2 a aspon jedna z nich musi tiez
byt vyhovujicim tsekom. Opakovanim tohto postupu dostavame ¢oraz kratsie
tseky, ktoré vsetky spliiaju zadanie tlohy. Zastavime sa az na tseku dlzky 2
alebo 3, ktory uz nevieme rozdelit na dve ¢asti ktoré by obe mali dlzku aspoii 2.
Tym sme teda dokdzali nasledovné tvrdenie: Ak existuje lubovolny vyhovujici
usek dizky aspori 2, tak nutne ezistuje vyhovujuci usek dlZky presne 2 alebo
presne 3.

Listing programu (Python)

def vyries (N,K,T):
for zaciatok in range (N-1):
if sum( T[zaciatok:zaciatok+2] ) >= 2x*K:
return (zaciatok+1l,zaciatok+2)
for zaciatok in range (N-2):
if sum( T[zaciatok:zaciatok+3] ) >= 3x%K:
return (zaciatok+1l, zaciatok+3)
return None

B-II-2 Magnetické pismenka

Poduloha a:

Co vieme usudit z toho, Zze vieme, Ze slovo na chladnicke je palindrém?

Ak je celkovy pocet pismen parny, tak ich vieme rozdelit na niekolko dvojic:
prvé s poslednym, druhé s predposlednym. . ., vo vSeobecnosti i-te s (n+ 1 —i)-
tym. Kedze nase slovo je palindrém, musia v kazdej dvojici obe pismenké byt
rovnaké. Tym padom z kazdého pismenka musime mat parny pocet kusov —
teda musime mat parny pocet 4c¢ok, parny pocet bécok, atd.

Ak je celkovy pocet pismen v slove neparny, tak vieme spravit presne ti istu
uvahu, s jedinym rozdielom: jedno pismenko v strede ostane sparované samé
so sebou. Teda vSetkych pismen okrem jedného musi byt parny pocet, zatial
¢o jedno konkrétne pismeno (to, ktoré je v strede) sa v nasom slove vyskytuje
neparne vela krat.

To, ¢o sme si prave odvodili, sa odborne vola nutna podmienka: ak je retazec
palindrém, tak kazdé pismeno okrem nanajvys jedného nutne musi v riom mat
parny pocet vyskytov.
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Lahko ale nahliadneme, Ze tato podmienka je zaroven aj postacujica na
to, aby sa z danej sady pismen dal nejaky palindrém poskladat. Ak mame z
nejakého jedného pismena neparny pocet kusov, jeden z nich dame do stredu,
inak zaCneme s prazdnym stredom. Nasledne rozdelime ostatné pismena do
rovnakych dvojic a tie postupne, jednu po druhej, pridavame do retazca — vzdy
jedno na zaciatok a druhé na koniec.

Vdaka informaciam z predchédzajicuch odsekov vieme teda lahko zistit,
¢i sa da poskladat aspon jeden palindrém, teda riesit podilohu a). Prejdeme
vSetky pismenad na vstupe a pre kazdé pismeno od a po z si spoc¢itame, kolkokrat
sa na vstupe vyskytlo. Ak mame viac ako jedno pismeno s neparnym poctom
vyskytov, palindrém sa poskladat neda, ak je také najviac jedno, tak to ide.

Podilohu a) teda teda vieme riesit v ¢ase O(n), kde n je pocet pismen na
vstupe.

Listing programu (Python)

n = int (input ())

pocty = [0]*26

for znak in input () :
poctylord(znak)-oxrd('a’)]+=1

neparnych = 0
for i in pocty:
if i%2:

neparnych+=1
if neparnych<2:
print (' ano’)
else:
print ('nie’)

Poduloha b:

Ked zistime, Ze nejaky palindréom existuje, ako zistit pocet palindromatic-
kych slov?

Ak je pocet pismen neparny, tak vieme aj povedat, ktoré pismeno je v strede
— to, ktoré méa jediné neparny pocet vyskytov. Toto pismeno moézeme teda
priamo umiestnit do stredu a odteraz dalej uz uvazovat len situaciu, kedy je
kazdého pismena parny pocet kusov.

Dalej vieme povedat, z kazdého druhu pismen musi byt presne polovica
medzi prvymi k£ znakmi a polovica medzi poslednymi £. Tym padom rozumny
sposob ako vyrabat palindrémy je zobrat z kazdého druhu pismen polovicu a
nejako ich poukladat na prvych k miest slova.

No a nech umiestnime prvych k pismen akokolvek, vzdy vieme poslednych
k jednoznacne doplnit — budia tvorit ,zrkadlovy obraz“ prvych k. VSetkych
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moznych palindrémov bude teda presne tolko, kolkymi spésobmi vieme preu-
sporiadat pismend patriace do prvej polovice slova.

Priklad: Nech ma Ferko 3 acka a 6 bécok. Zac¢ne tym, ze jedno a umiestni do
stredu. Teraz plati, Ze aj v prvej, aj v druhej polovici sa ma vyskytovat jedno
a a tri b. Su teda Styri moznosti, ako moze vyzerat prva polovica: abbb, babb,
bbab, alebo bbba. Im potom prislichajua celé palindromy abbbabbba, babbabbab,
bbabababb a bbbaaabbb.

7 predchadzajucich uvah je teda jasné, ze pocet spravnych palindrémov —
odpoved na podilohu b) — je rovnaky, ako pocet slov dizky k, ktoré obsahujt
polovi¢éné pocty pismeniek ako boli na vstupe.

A aky je tento pocet? Keby boli vSetky pismena rézne tak mame k pismen,
ktoré mozeme dat na prva poziciu. Zo zvyénych k — 1 pismen si moZeme vy-
brat Tubovolné pismeno, ktoré péjde na druht poziciu. Na tretiu poziciu mame
k — 2 moznosti... aZ na poslednt poziciu mame len jednu moznost, ddme tam
pismenko, ktoré nam ostalo. Dokopy mame teda k-(k—1)-(k—2)-----2-1 = k!
moznosti.

My ale neméme nutne vSetky pismené rovnaké. Ako pocet moznosti spocitat
vtedy? Pouzijeme jednoduchy trik, ktory si najskér ukazeme na priklade.

Predpokladajme, ze vSetky pismena s navzajom rézne, az na to, ze mame
tri bécka. Ocislujme si ich teda by, bs a b3, ¢im z nich vznikli tri rézne pismena.
Teraz vieme, Ze existuje presne k! moznosti, ako vSetkych k£ pismen usporiadat.
LenZe pre nas su vSetky tri bécka nerozlisitelné. A teda slovo, v ktorom sa napr.
vyskytuje najskor b, neskor by a este neskor by pre nas vyzera uplne rovnako
ako to isté slovo, kde je ale najskoér napr. b3, potom b; a nakoniec bs.

PresnejSie, medzi k! refazcami, ktoré sme vygenerovali, sa kazdy z naozaj
roznych retazcov vyskytuje presne 3! = 6-krat: raz pre kazdé z poradi bybobs,
bl b3b2, bzbl b3, b2b3b1, bgbl b2 a bgbzbl. Takze v SitlléCii, kedyje Véetk}/fCh k pismen
navzajom rdznych az na to, Ze tri z tych k pismen st bécka, existuje presne k!/3!
roznych usporiadani.

No a tento trik moézeme pouzit aj v situacidch, kedy sa opakuje viacero
typov pismen. Majme napriklad Styri a, tri b a dve ¢. Ked v takomto pripade
vygenerujeme vSetkych k! permutécii, bude sa medzi nimi kazdy z navzajom
roznych refazcov vyskytovat presne (4!- 3! - 2!)-krat.

Vo vSeobecnosti teda plati, Zze ak mame dokopy k pismen, pricom p, z nich
su a, pp su b, atd., tak pocet réznych retazcov vieme vyjadrit nasledujicim
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VZOrcom:

k!
2 Y I
Tato hodnotu vieme vypocitat v linedrnom c¢ase od k: najskor si vypocitame

faktorialy pre ¢isla 0 az k£ a potom pomocou nich vypocitame vyslednii hodnotu
VzOorca.

Listing programu (Python)

n = int (input ())//2

pocty = [0]*26

for znak in input ():
pocty[ord(znak)-ord(’'a’) ]+=1

neparnych = 0
for i in range (26):
if pocty[i]%2:
neparnych+=1
pocty[i]//=2

if neparnych>1:
print (0)
else:
faktorial = [1]
for i in range(n):
faktorial.append (faktorial [1] * (i+1))

vysledok = faktorial[n]
for i in pocty:
vysledok //= faktoriall[i]

print (vysledok)

Poduloha c:

A ako je to s generovanim vsSetkych tychto moznosti?

Nasou hlavnou tlohou bude teda napisat program, ktory dostane skupinu
pismen a vygeneruje vsetky mozné poradia tych pismen. Kazdé z tychto poradi
vieme potom lahko doplnif na palindrém. No a tGto Glohu sme uz predsa riesili
— v ulohe 2 doméaceho kola!

Jednou z moznosti je implementovat tlohu pomocou rekurzie. Ak mi uz
neostali ziadne pismend, tak jedinym rieSenim je prazdny refazec. A ak eSte
nejaké pismena mam, tak vysktisam vSetky moznosti pre prvé pismeno a zakaz-
dym zavolam ten isty program na zvysnych k£ — 1 pismen. A to je vlastne celé
rieSenie.

Este potrebujeme porie§it trocha implementac¢nych detailov. Aby bola nasa
rekurzivna procedura dost rychla, nemozeme stracat vela ¢asu na udrziavanie
informécie o poc¢te zostavajucich pismen. Celkom efektivna metdda je pamétat
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si v globalnom poli, kolko kusov kazdého pismena eSte mame k dispozicii. Toto
pole sa pri rekurzivnom volani, aj pri navrate z neho, lahko upravuje.

Casové zlozitost programu je priblizne priamo timerné dlzke vystupu. (Zdo-
vodnenie tejto skuto¢nosti nechdvame na ¢itatela.)

Listing programu (Python)

def generuj(n):
global znak, pocty, slovo
if n==0:
print ('’ .join(slovo + [znak] + slovo[::-11))
for i in range (26):
if pocty[i]:
pocty[i]-=1
slovo.append (chr (oxrd(’a’)+1i))
generuj (n-1)
slovo.pop ()
pocty [i]+=1

n = int (input ())//2

pocty = [0]*26

for z in input ():
poctylord(z)-oxrd('a’)]+=1

znak, slovo = '"7, []
for i in range (26):
if pocty[i]%2
if znak:
print (0)
quit ()
znak = chr(oxrd(’a’)+1i)
pocty[i]//=2

generuj (n)

Druhéa moznost je pouzit funkciu next_permutation, ktord sa v C++ na-
chadza v kniznici algorithm a v Pascale si ju musime naprogramovat.

next_permutation urobi z k-tice pismen novi k-ticu tych istych pismen, s
tym ze ked si mozné k-tice usporiadame podla abecedy, tak t4 nova pojde hned
po predchadzajucej. Ked do funkcie ddme poslednt v abecede, vrati false. Takze
ked zacneme abecedne najmensou k-ticou, vieme Tahko vygenerovat vsetky.

TakZe na zaciatku cheme vyplnif pole dizky k najprv p, ac¢kami, potom py
béckami, a tak dalej. Jedno volanie funkcie je linedrne od dizky pola, takze
celkové zlozitst je priamo timerné dizke vystupu.

No a este existuje vela inych moznych, podobne efektivnych implementécii.
Jednu in1 sme si ukazali v rieSeniach domaceho kola.
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B-1I-3 Buranie

Za¢nime jednoduchym pozorovanim: Pokial si uréime, ktory tsek domov
ponechame, tak najvyhodnejsie je burat ¢o najmenej. Zistime si teda vysku
najmensieho domu v danom useku. Ak chceme cely tento tisek ponechat, urc¢ite
musime ostatné domy zarovnat aspom na jeho vysku. No a takéto zarovnanie
zaroven staci, preto presne to urobime.

Pomocou tohoto pozorovania vieme dosiahnit pomerne jednoduché riesenie
s ¢asovou zlozitostou O(n?). Vysktsame kazdy tsek, cely ho prejdeme, najdeme
najmensiu vysku, a z tej a dlzky tseku spocitame, kolko bytov by ostalo, ak by
sme vybrali tento tisek. Spomedzi vSetkych rieseni vyberieme to najvyhodnejsie.

Toto rieSenie sa da lahko urychlit. Nepotrebujeme pre kazdy tisek prepoci-
tavat jeho minimum. Pre vSetky tseky, ktoré maju rovnaky zaciatok, si vieme
minimalnu vysku prepocitavat postupne. Vzdy ked posunieme koniec uiseku, tak
prepocitame minimalnu vysku na jedno porovnanie — porovname poévodnd mi-
nimalnu vysku a vysku budovy, ktora prave do tiseku pribudla. Takéto rieSenie
m4 ¢asovi zlozitost O(n?).

Toto rieSenie sa uz dalej velmi vylepSovat neda. K rychlejSiemu rieSeniu
vedie iné cesta. Nebudeme si vyberat zaciatok ani koniec tiseku. Namiesto toho
si vyberieme dom, na ktorého vysku zarovname okolité domy. Kolko najviac
okolitych domov mozeme zobrat do takéhoto useku? To je Tahké: zjavne sa
oplati do kazdej strany roztiahnut ¢o najviac, teda brat vsetky domy az kym
nenarazime na prvy mensi od toho, ktory sme na zaciatku vybrali.

Priamou implementaciou tohto postupu by sme opiit dostali rieSenie s ¢aso-
vou zlozitostou O(n?).

Otazka ,Kde je vlavo/vpravo najbliz$i mensi dom?“ by vam ale mala pri-
pominat tlohu o dominach z domaceho kola. Tam sme pre kazdé domino mali
najst najblizsie tazsie nalavo a napravo. VyuZijeme teda rieSenie z doméaceho
kola, akurat v nom otoc¢ime smer porovnavania.

Celé riesenie sa da zhrnat do dvoch krokov. Najprv dvakrat prejdeme pole
(raz zlava doprava a druhykrat sprava dolava) a pomocou niektorého z algorit-
mov uvedenych v rieSeniach domaceho kola najdeme ku kazdému domu najblizsi
mensi nalavo aj napravo, to celé v ¢ase O(n). Nasledne vysktasame kazdy dom
ako dom, na ktorého vysku sa zarovnd jeho okolie. To vieme urobit v jednom
dalsom cykle, teda opéf v ¢ase O(n). Celkovo mame teda rieSenie s optimalnou
¢asovou zlozitostou O(n).
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Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <vector>
#include <algorithm>
#include <stack>

using namespace std;

int main() {
int n;
scanf (”%d”, &n);
vector<int> vysky (n+2);
// na zaciatok a koniec si pridame zarazku
vysky[0] = vysky[n+l] = -1;

for (int i = 0; 1 < n; i++) scanf (”"%d”, &vyskyl[i+1l]);

stack<int> S1;
S1l.push (0);
vector<int> vlavo (n+2);

for (int i = 1; 1 < n+1; i++) {
while (vysky[Sl.top()] >= vysky[i]) Sl.pop();
vlavo([i] = Sl.top();

Sl.push (i) ;
}

stack<int> Sp;
Sp.push (n+1l);
vector<int> vpravo (n+2);

for (int i = n; i >=1; i--) {
while (vysky[Sp.top()] >= vysky[i]) Sp.pop();
vpravo[i] = Sp.top();
Sp.push (i) ;
}
int best = 0, beststart = 0, bestend = 0, bestv = 0;
for (int i = 1; 1 < n+2; i++) {
int plocha = (vpravo[i] - vlavo[i] - 1) =* vyskyl[i];

if (plocha > best) {
best = plocha;
bestv = vysky[i];
beststart = vlavo[i];
bestend = vpravol[i]-1;
}
}
for (int i
for (int i
for (int i
printf ("\n”

beststart; i < bestend; i++) printf
bestend; 1 < n; i++) printf(”0.");

~

4

0; 1 < beststart; i++) printf (”0.");

14
("%d.", bestv);

107

(Existuji aj iné efektivne rieSenia, napr. rieSenie v case O(nlogn), ktoré
domy usporiada podla vysky a postupne spractuva, zacinajic najvyssim. Pocas
spracovania potom potrebujeme efektivne vediet povedat, kolko uz spracova-
nych domov lezi bezprostredne nalavo/napravo od prave spracuvaného. Toto

vieme pomocou vhodnej datovej struktary spravit v konstantnom case.)
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B-1I-4 Kino

Ako riesit takyto typ tloh? V principe méame dve moznosti. Mozeme si sami
najprv zadanu ulohu vyriesit optimélne, teda najst skuto¢ne korektny algorit-
mus, a potom skimat, kde sa spravne riesenie zachovéa inak ako to zo zadania.
Nevyhodou tohto pristupu je, Ze pri niektorych problémoch nemusi byt opti-
malny algoritmus vdbec jednoduchy a jeho hladanim mozZno zbytocne stratime
cas.

Druhy pristup je trochu lenivy a priamociarejsi. Zoberieme Iubovolny vstup
a pozrieme sa na to, ¢o pren spravia jednotlivé algoritmy. Ak je niektory z nich
horsi od iného, vieme, Ze ten horsi algoritmus nemoze byt optimalny. Takto by
sa nam malo podarit aspon o niektorych z algoritmov zistit, Ze optimélne nie
su.

Este o nieco lepsi (ale menej lenivy) je pristup, pri ktorom si zvolime taku
sadu intervalov, pre ktori poznidme spravnu odpoved, alebo ju aspon vieme
najst. Potom mézeme porovnavat vystupy vSetkych algoritmov s touto odpove-
dou.

Jedna mozné technika, ako rychlo nejaké takéto sady vyrobit, je zacat so
sadou zo zadania: [1, 3], [3,5], [4,7] a [5, 6]. Tieto intervaly mozeme teraz menit
tak, aby sa spravna odpoved nezmenila, ale beh jednotlivych programov ano.
Najlahsie bude, ak program dontutime pokazit uz vyber prvého intervalu.

Berieme ten, ktory zacina najskor:

Na akom vstupe by tento program nedal spravnu odpoved? Ked ho chceme
donnutit, aby zlyhal, musime mu podhodit taky interval, ktory urcite nie je v
optimalnom rieSeni, ale zac¢ina ¢o najskor. To je ale Tahké: nakolko nas zaujima
len jeho zaciatok, tak jeho koniec mozeme posunut, ako sa ndm paci. Aby sme
toho pokazili ¢o najviac, tak staci, aby sa tento film prekryval so vSetkymi
ostatnymi. Zoberieme teda vstup zo zadania a priddme este novy film [0, 10].
Prave skiimany algoritmus zoberie tento film, lebo zacina najskor, a nésledne
uz nestihne ziadny iny. Stihneme teda iba jeden film, a to nie je optimélne.

Berieme ten najkratsi:

Ako nam méze kratky film (nazvyme ho F') pokazit spravne rieSenie? Znovu
potrebujeme, aby sa prekryval z niektorymi filmami zo spravneho riesenia. S
kolkymi sa ale mdze prekryvat? Vieme, Ze v spravnom rieSeni sa ziadne dva
neprekryvaju. Ak by sa potom F prekryval aspon s tromi, tak by musel aspon
jeden prekryvat uplne. To ale znamend, Ze by bol dlhsi, a teda by sme ho
nevybrali. Vieme ho teda prekryt s maximalne dvomi inymi. Ak teda zoberieme
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vstup, pre ktory bude optimalne vybrat dva filmy a F sa s obomi bude prekryvat
a ostane najkratsi, tak sme vyhrali. Staci ndm teda zobrat dva velmi dlhé filmy,
ktoré st hned za sebou. Tie potom nie je problém prekryt jednym kratkym.
Napriklad mozeme teda uvazovat nasledujuce tri filmy: [0, 10], [11, 20] a [10, 11].
Nas algoritmus by si vybral iba treti film, ale v skuto¢nosti je optimélne ist na
prvy a druhy.

(Ako zaujimavost si mozete vsimnit, ze vieme zarucit, ze pocet filmov, ktoré
navstivi tento algoritmus, je vzdy aspon polovicou optimalneho poctu.)

Berieme ten, ktory konc¢i najskor:

Co teraz? Ak vsetky pokusy o najdenie protiprikladu zlyhali, mézeme sa
pokusit dokazat, ze tento postup naozaj vedie k optimalnemu vyberu. Ako sa
nieco také ale nieco také dokazuje?

Predstavme si, ze pozname jedno optimalne rieSenie pre nejaky vstup. Dokéa-
zeme, 7Ze aj to, ¢o vygeneroval nas§ program, je optimélne (teda presne rovnako
dobré) riesenie. Usporiadajme si filmy v oboch rieSeniach chronologicky. Takto
dostaneme dve postupnosti filmov: jednu optiméalnu a jednu nasu.

Pozrime sa na film F, ktory zo vSetkych uplne prvy konc¢i. Ten sme zobrali
v nasom rieseni ako prvy. Ak optiméalne rieSenie tiez zobralo F', je vSetko OK
a mozeme pokracovat dalej. Nech teda optimélne rieSenie zobralo iny film Q.
Podla vyberu F' vieme, ze F.koniec < @Q.koniec. To ale znamenad, Ze v optimal-
nom rieseni mozeme namiesto filmu @ ist na film F: akykolvek dalsi film, ktory
stihame po skonceni (), stithame aj po skonceni F'. Opakovanim tejto ivahy pre
nasledujuce filmy postupne prerobime pévodné optimalne riesenie na to nase, a
pritom sa nikdy nezmeni celkovy pocet videnych filmov. A teda aj nase riesenie
muselo byt optiméalne.

Dokaz inymi slovami: Nejaky film musime vidiet ako prvy. No a film F je
najlepSou volbou, pretoze v porovnani s ostatnymi nam ,vysSkrtne“ najmene;j
inych filmov, ktoré uz nebudeme stihat. Samotny algoritmus len opakuje tito
uvahu az kym sa mu neminu filmy.

Berieme ten, ktory nam vyskrtne najmenej inych:

Tu to uz nebude také priamociare. Je to tak preto, lebo aj samotné optimalne
rieSenie vybera také filmy, ktoré nam nechaju ¢o najviacsiu mnozinu nevyskrtnu-
tych. Dokonca sme velmi podobni formulaciu uviedli aj v dokaze. To je dévod,
preco najst protipriklad pre tento algoritmus nie je jednoduché. Ukazeme ale,
ze takto formulovany algoritmus nie je vzdy optimalny. Problém bude v tom, ze
tu nemame ta zaruku, zZe je nas vyber filmu lepsi od vsetkych ostatnych. Uka-
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zeme si, ze nastane podobny problém ako ked sme vyberali od najkrat$ieho —
vyberom jedného filmu vyskrtneme dva iné, ktoré by bolo byvalo lepSie zobrat.

Podobne ako pri vybere najkratsieho si polozme otazku: ked vyberieme film,
ktory sa prekryva s najmenej inymi, kolko najviac filmov ndm mohol vyskrtnat z
optimélneho rieSenia? Znovu plati, Ze odpoved je ,najviac dva“ — zjavne nemoze
ziaden iny film prekryvat cely. A ak chceme néjst protipriklad, tak potrebujeme
prave situaciu, kde tento film prekryva dva z optimalneho riesenia.

Kedze nés film prekryva dva iné a mame ho vybrat ako prvy, tak aj kazdy
iny film musi prekryvat aspon dva iné. Podme teda vyrobit takii mnozinu fil-
mov. Za¢nime tym, Ze si zvolime (jediné) optimalne riesenie. Nech je napriklad
tvorené Styrmi filmami: [1, 3], [4, 6], [7, 9], [10, 12]. N&$ film, ktorym chceme algo-
ritmus oklamat, bude [6,7]. (Prekryva sa teda s druhym a tretim optimalnym
filmom.) No a teraz uz len potrebujeme zabezpecit, aby sa vSetky optimélne
filmy prekryvali s viac ako dvoma inymi. Priddme teda tri filmy [3, 4] a tri filmy
9, 10].

Kazdy z optiméalnych filmov sa teda prekryva s aspon tromi inymi. Kazdy z
filmov [3,4] a [9,10] sa prekryva so $tyrmi inymi filmami. Nas algoritmus teda
ako prvy naozaj vyberie film [6,7]. No a nasledne sa mu uz podari vybrat len
jeden film skor a jeden neskoér, skonci teda s tromi filmami namiesto Styroch —
nie je optimalny.



Riesenia celostatneho kola kategorie A

A-TII-1 Pan Buridan a kaviarne

Zacnime trividlnym riesenim: Pre kazdt z n? krizovatiek overime, ¢i neexis-
tuju dve kaviarne s rovnakou vzdialenostou od tejto krizovatky tak, Ze vyski-
same vsetky dvojice kaviarni.

Vzdialenost dvoch bodov [z1,y1] a [z2, y2] v Stvorcovej mriezke vypocitame
v konstantnom case ako |1 — 3|+ |y1 — y=2|. Oznacme pocet kaviarni k, potom
vietkych dvojic kaviarni je O(k?). Nase prvé rieSenie mé teda ¢asovi zloZitost
O(n?k?). Kedze kaviarni moze byt aZ tolko ¢o krizovatiek, v najhorsom pripade
dostavame zlozitost O(nf).

Skusat vSetky dvojice kaviarni je v8ak zbytocné — zaujima néas iba to, ¢i st
nejaké dve rovnako vzdialené od vybranej krizovatky. Stacilo by teda vygene-
rovat zoznam vzdialenosti k jednotlivym kaviarniam, usporiadat ho a potom
jednym prechodom overit, ¢i sa v zozname nenachadza nejaké vzdialenost viac-
krat. Dostali by sme rieSenie v éase O(n?klogk), o vieme zhora odhadntt ako
O(n*logn).

Pozrime sa teraz, aké vzdialenosti sa v tomto zozname mozu objavit. Ak sa
nejaka kaviaren nachidza priamo na vybranej krizovatke, jej vzdialenost je 0, ¢o
je zrejme najmensSia mozna hodnota. Naopak, najvicsiu vzdialenost medzi sebou
dosahuju dve krizovatky v protilahlych rohoch Stvorcovej siete — st vzdialené
2n—2. Vsetky vzdialenosti v zozname st teda z rozsahu 0, 1, ..., 2n—2, takze ich
vieme usporiadat v linedrnom c¢ase, napriklad COUNTSORT-om, a tym zlepsit
¢asovu zlozitost na O(n?k).

V rovnakej zlozitosti vieme tlohu vyrieSit aj jednoduchsie: Pre kazda kriZo-
vatku budeme postupne prechidzat vSetky kaviarne, pre kazda sa pozrieme na
jej vzdialenost a v poli boo1-0v si zaznacime, Ze sme doty¢nu vzdialenost uz vi-
deli. Akonahle sa nam nejaka zopakuje, prave spractivanu krizovatku prehlasime
za nevhodnu pre Davidka.

Ako sme uz spominali, kaviarni méze byt az n?, ¢ize toto rieSenie ma pri-

najhorsom zlozitost O(n?). Viimnime si ale, Ze ak je kaviarni privela (viac ako
2n—1), ziadna krizovatka v Manhattane nemdéze Dévidkovi vyhovovat. Vyplyva
to prave z toho, ze v celom Manhattane existuje len 2n — 1 r6znych vzdialenosti.
Ak teda mame 2n a viac kaviarni, nemoze existovat ziadna dobra krizovatka —
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vzdy totiz mame viac kaviarni ako vzdialenosti od nej, a teda musia niektoré
dve kaviarne lezaf v tej istej vzdialenosti.?

Toto pozorovanie nas vedie k jednoduchému vylepseniu: Ak je k vacsie ako
2n — 1, pre kazdu krizovatku vypiseme, Ze na nej Davidko nemoéze byvat. Iba v
opac¢nom pripade spustime nage riesenie s ¢asovou zlozitostou O(n?k). Casovii
zlozitost tohto vylepseného riesenia teraz moézeme zhora odhadnit ako O(n?).

Aj vo vzorovom rieseni samostatne oSetrime pripad s 2n a viac kaviarnami.
Dalej viak budeme postupovat akoby z opac¢nej strany: Pre kazda dvojicu ka-
viarni ndjdeme tie krizovatky, ktoré st od oboch kaviarni vzdialené rovnako.

Zafarbime si krizovatky ako Sachovnicu. KedZe sa v Manhattane moézZzeme
pohybovat len o jednu ulicu v $tyroch zékladnych smeroch, kazdym krokom sa
zmeni farba krizovatky, na ktorej stojime. To ale znamena, ze ak s dve kaviarne
rovnako vzdialené od nejakej krizovatky, potom tieto kaviarne musia lezat na
krizovatkach tej istej farby.

Obr. 1: Vzdialenosti od stredného policka. Vsimnite si, ze policka s rovnakou
vzdialenostou majui rovnaki farbu.

Staci sa teda venovat len dvojiciam kaviarni s rovnakou farbou. Rozoberme
dva pripady.

Prvy pripad: Kaviarne lezia na tej istej uhlopriecke, teda urcuju Stvorec.
Lahko sa presvedéime, ze hladané krizovatky (tie, ktoré st rovnako vzdialené
od oboch kaviarni) st tie na opac¢nej uhlopriecke tohto Stvorca a tiez v dvoch
rohovych oblastiach.

Druhy pripad: Kaviarne nelezia na tej istej uhlopriecke, teda uréuja obdlznik.
Tentoraz sa hladané krizovatky nachddzaju na jednej lomenej ¢iare, zndzornenej
na nasledujucom ilustracnom obrazku:

3Hodnota 2n — 1 je iba horné ohranicenie. Napriklad od stredu Manhattanu sa ostatné
krizovatky nachadzaja len v radovo n roznych vzdialenostiach. Teda napr. uz pre n + 47 ka-
viarni vznikne v strede Manhattanu zona krizovatiek ktoré su zarucene zlé. Toto ale nebudeme
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Obr. 2: Sivou farbou st oznac¢ené krizovatky s rovnakou vzdialenostou od obi-
dvoch kaviarni (Cierne krazky).

Obr. 3: Krizovatky rovnako vzdialené od oboch kaviarni v druhom pripade.

Zostava nam néjst zjednotenie tychto oblasti pre vSetky dvojice kaviarni. Na
to pouzijeme techniku z domaceho kola — prefixové sucty. Pre kazdu krizovatku
spocitame, kvoli kolkym dvojiciam kaviarni je tato krizovatka pre Davidka ne-
vhodna.

Vezmime si najprv obdlZznikové oblasti. Ak kvoli nejakej dvojici kaviarni
nemoze Davidko byvat v obdlzniku s Tavym hornym rohom na krizovatke [x1, 1]
a pravym dolnym rohom na krizovatke [zs,y2], potom si do pomocného pola
poznacime nasledovné hodnoty:

e +1 na krizovatku [z, y1]

e —1 na krizovatku [z1,ys + 1]

e —1 na krizovatku [z2 + 1, y1]

e +1 na krizovatku [z2 + 1,ys + 1]

Ak potom na tomto poli spo¢itame dvojrozmerné prefixové stucty, dostaneme
jednotky prave vnitri nasho obdlznika:

potrebovat, vystac¢ime si so slabsim odhadom 2n — 1 ktory plati pre vSetky policka.
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+1 -1 0 1 1 1 1 1 1 0 0

Obr. 4: Prefixové stucty pre obdlzniky.

Rovnako to funguje aj s viacerymi obdlznikmi — za kazdj najprv pric¢itame
Styri hodnoty +1/—1 do pomocného pola a potom prefixovymi su¢tami zistime
pre kazdu krizovatku pocet obdlZnikov, ktoré ju prekrylo.

Okrem obdlZnikovych oblasti sa musime vysporiadat aj s vodorovnymi a
zvislymi ¢iarami — tie st ale vlastne tiez obdlzniky (s vyskou/Sirkou jeden),
teda na nich funguje rovnaka technika. Zostali eSte Sikmé ciary. Tie vyriesime
podobne — jednorozmernymi prefixovymi sic¢tami v smere diagonal.

+1 0 0 0 0 1 0 0 0

+1 0 1 0 0 0 1 0 0

Obr. 5: Prefixové sucty pre uhlopriecky.

Na zaver este zhrnime vzorové rieSenie. Ak je kaviarni viac ako 2n — 1, vy-
pisSeme samé N. V opac¢nom pripade pre kazdt dvojicu kaviarni nadjdeme krizo-
vatky, od ktorych su tieto kaviarne vzdialené rovnako. Hranice utvarov, ktoré
tieto krizovatky tvoria, si pozna¢ime do pomocného pola (pre kazda dvojicu
kaviarni ndm to potrva len O(1)). Nakoniec vypocitame prefixové siucty na po-
mocnych poliach, na zaklade ¢oho budeme pre kazdu krizovatku vediet, ¢i k nej
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existuje dvojica rovnako vzdialenych kaviarni.
Celkova ¢asovd zlozitost vzorového riesenia je teda O(n?).

Listing programu (Python)

n = int (input ())
A = [[int (x) for x in input () .split ()] for i in range (n)]
kaviarne = []

for i in range(n):
for j in range (n):
if A[i][3):
kaviarne.append ((i, 3J))
k = len (kaviarne)

def pridaj_obdlznik (S, x1, yl, x2, vy2):
if 0 <= x1 <= x2 < nand 0 <= yl <= y2 < n:

Slyl][x1l] +=1
Slyl][x2 + 1] -=1
Sly2 + 1]1[x1] —= 1
Sly2 + 1]1[x2 + 1] +=1

def pridaj_kus_uhlopriecky (U, cislo, od, do):
if 0 <= od <= do < len(U[cislo]):
Ulcislo] [od] += 1
Ulcislo] [do + 1] —= 1

R = [[False] * n for i in range (n) ]
if k <=2 x n - 1:
# pomocné pole pre obdIlzZniky
S = [[0] * (n + 1) for i in range(n + 1)]
# pomocné pole pre uhlopriecky zlava hore doprava dole
UH = [[0] * (n + 1) for i in range(2 * n — 1)]
# pomocné pole pre uhlopriecky zlava hore doprava dole
UV = [[0] * (n + 1) for i in range(2 * n - 1)]
for k1 in range (len (kaviarne)) :
for k2 in range (kl + 1, len(kaviarne)):
yl, x1 = kaviarne[kl]
y2, x2 = kaviarne[k2]
if x1 > x2:
x1l, vyl, x2, y2 = x2, y2, x1, yl

hlavna = (yl <= y2)

# lezia na rovnakej farbe?

if (x1 + yl) & 2 = (x2 + y2) % 2:
continue

if abs(x1 - x2) == abs(yl - y2):

# kaviarne leZia na spolocnej uhlopriecke

if hlavna:
pridaj_obdlznik (s, 0, y2, x1, n - 1)
pridaj_obdlznik (S, x2, 0, n — 1, yl)
pridaj_kus_uhlopriecky (UV, x1 + y2, yl, y2)

else:
pridaj_obdlznik (s, 0, 0, x1, vy2)
pridaj_obdlznik (S, x2, yl, n - 1, n — 1)
pridaj_kus_uhlopriecky (UH, x1 - y2 + n - 1, x1,

elif abs(x1l - x2) > abs(yl - y2):

# ... nelezia a bounding box je Sirsi ako vysSsSi

posun = (abs(xl - x2) - abs(yl - y2)) // 2

if hlavna:

x2)

pridaj_obdlznik (S, x1 + posun, y2 + 1, x1 + posun,

pridaj_obdlznik (S, x2 - posun, 0, x2 - posun, yl - 1)
pridaj_kus_uhlopriecky (UV, x1 + yl + posun + abs(yl-y2),

115
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yl, v2)
else:
pridaj_obdlznik (S, x1 + posun, 0, x1 + posun, y2 - 1)
pridaj_obdlznik (S, x2 - posun, yl + 1, x2 - posun, n - 1)
pridaj_kus_uhlopriecky (UH, x1 - yl + posun + abs(yl-y2) + n-1,

x1l + posun, x2 - posun)
else:
# ... nelezia a bounding box je vyssSi ako sirsi
posun = (abs(yl - y2) - abs(xl - x2)) // 2

if hlavna:
pridaj_obdlznik (S, 0, y2 - posun, x1 - 1, y2 - posun)
pridaj_obdlznik (S, x2 + 1, yl + posun, n - 1, yl + posun)
pridaj_kus_uhlopriecky (UV, x1 + yl + posun + abs(xl-x2),

yl 4+ posun, y2 — posun)

else:
pridaj_obdlznik (S, 0, y2 + posun, x1 - 1, y2 + posun)
pridaj_obdlznik (S, x2 + 1, yl - posun, n - 1, yl - posun)
pridaj_kus_uhlopriecky (UH, x1 - yl + posun + abs(xl-x2) + n-1,

x1, x2)
for i in range(n):
for j in range (n):
if i > 0:
S[1]1[3] += s[i - 1]1[7]
UvV[j + i][i] += UV[] + il[i - 1]
if 3 > 0:
S[i)[3] += S[il[3 - 1]
UH[j] - 1 + n - 1][3] += UH[] - 1 + n - 1]1[7 - 1]
if i > 0 and j > O:
S[i][3] -= S[i - 1)[F - 1]
R[1]1[3] = (S[i1[j] == 0 and UH[j-i+n-1][j] == 0 and UV[j + 1i][i] == 0)
for x in R:
print (' ./ .join((’A’ if y else 'N’) for y in x))

A-III-2 Pretahovanie lanom

Strucny popis riesenia: Na polynomidlnu ¢asovu zlozitost nam staci pouzit
dynamické programovanie, pri ktorom si pamitame, kolko mladych a kolko sta-
rych uz odislo. LepsSie rieSenia st zalozené na dodato¢nom pozorovani ze vzdy
existuje optimalne riesenie, v ktorom najskoér odchadzaju stari a az potom mladi
hraci. Pre konkrétny pocet starych hracov ktori odidu vieme maximalny pocet
mladych najst bindrnym vyhladavanim. Existuje aj eSte SikovnejSie riesenie, ale
pri nom je treba dat dobry pozor na detaily.

Predpocitanie:

Lahko nahliadneme, Ze v Iubovolnom okamihu tvori kazdy z timov stvisly
usek hracov zo vstupu. Aby sme vedeli v konStantnom c¢ase povedat sucet sil
hracov v lubovolnom takomto useku, staci, ked si predpocitame prefixové siucty
sil hracov. Formalne, nech s1, ..., s, su sily hracov, ktoré sme dostali na vstupe
(v poradi od najmladsieho po najstarsieho). Definujme py = 0 a Vi : p;41 =



RIESENIA CELOSTATNEHO KOLA KATEGORIE A 117

pi + Si+1. Tieto hodnoty vieme vypocitat v ¢ase O(n) a zjavne plati, Ze p; je
sucet sil ¢+ najmladsich hracov.

Uvazujme teraz usek hracov, ktory zacina i-tym a konc¢i j-tym najmlad-
sim. Toho stcet sil mézeme zjavne pomocou predpocitanych prefixovych sictov
vyjadrit ako p; — pi—_1.

(Poznéamka: Existuja aj rieSenia, ktoré si vedia poradit aj bez tohto pred-
pocitania — ak vieme, aké boli sily oboch timov, vieme v konstantnom case
prepocitat, ako sa zmenili odchodom jedného z hracov. Kedze vSak toto pred-
pocditanie vieme spravit v linedrnom case, teda v podstate zadarmo, budeme ho
pre jednoduchost pouzivat aj v rieseniach, ktoré by sa bez neho zaobisli.)

Skusame vsetky moZnosti:

Zacneme jednoduchym rekurzivnym riesenim, ktoré vyskusa vsetky mozné
priebehy turnaja (teda vSetky mozné poradia odchadzajtcich hracov) a vyberie
najlepsi z nich.

V kazdom kroku toto riesenie skontroluje, ¢i eSte turnaj neskoncil, a ak nie,
tak postupne vyskusa obe moznosti pre nasledujicu zmenu (t.j. raz posle prec¢
najmladsieho a raz najstarsieho z este hrajucich), pre kazdu z nich rekurzivne
nijde ako najdlhsie eSte mohol turnaj trvat, a nasledne vrati lepsiu z oboch
moznosti (plus jedna za aktudlny zapas).

Akt mé toto rieSenie ¢asovu zlozitost? V najhorSsom moznom pripade moze
turnaj mat az n — k + 1 zapasov. Ak by toto nastalo pre kazdé mozné poradie
odchodu hracov, vyskusali by sme az 2"~ % réznych poradi, a aj nasa ¢asova
zlozitost by teda bola ©(2"~%). A tento najhorsi mozny pripad skuto¢ne nastava
—napr. v situacii kedy je kopec taky strmy, ze kym ma dolny tim aspon jedného
hraca, vzdy vyhra.

Memoizacia:

V predchéadzajicom rieseni je lahko vidiet, preco je neefektivne — zbytoc¢ne
zas a znova pocitame odpoved na tie isté otdzky. Rekurzivna funkcia soive pocas
vypoctu vola samu seba exponencidlne vela rdz. My si vSak moézeme vSimnut,
ze v skutocnosti je réznych volani funkcie soive velmi malo. Parametre 10 a ni
maju vzdy hodnoty z rozsahu 0 az n. A navysSe dokonca vzdy plati, Ze ni je
aspon o k vicsie ako 10, inak by uz turnaj davno skoncil. Pocas celého behu
predchédzajiceho riesenia sa teda dokola pocita hodnota funkcie soive pre iba
O((n — k)?) roznych vstupov.

Standardnou technikou, ako takyto algoritmus zefektivnit, je memoizdcia:
vzdy, ked prvykrat vypoc¢itame nejaki navratovi hodnotu funkcie soive, zapa-
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miétame si ju. A vzdy, ked v budicnosti na§ program zavold funkciu soive s
tymi istymi parametrami, namiesto toho, aby sme ju znova vyhodnotili (pod
¢im si treba predstavit cely strom rekurzivnych volani), jednoducho rovno v
konstantnom case dame na vystup zapamétand hodnotu.

Takto vylepseny algoritmus bude az prekvapivo efektivny. Jeho ¢asovi zlozi-
tost moZzeme odhadniit nasledovne: pre kazda platnt kombindciu parametrov 1o
a ni sa telo funkcie soive (teda té jej ¢ast, ktortt sme mali uz v predchadzajicom
rieSeni) vykond najviac jedenkrat. A samotné vykonanie tela funkcie soive pre-
behne v konstantnom ¢ase.* Preto je celkova ¢asova zlozitost nanajvys priamo
umernd poc¢tu roznych vstupov, pre ktoré potrebujeme funkciu soive vyhodnotit
— a teda je ¢asova zloZitost nagho algoritmu O((n — k)?).

Naga implementacia uveden4 nizsie ma o chlp horsiu éasovi zlozitost O(n?)
kvoli inicializécii tabulky, v ktorej si pamiitame vypocitané hodnoty. Toto by sa
pochopitelne dalo spravit aj lepSie, ale bolo by to na tikor ¢itatelnosti programu.

Listing programu (Python)

data = input () .split ()

N, K, Q = int( data[0] ), int( data[l] ), float( datal2] )
S = [ int(x) for x in input () .split () ]
P = [0]

for s in S: P.append( P[-1]+s )
memo = [ [ None for hi in range(N+1l) ] for lo in range (N+1) ]
def solve(lo,hi):
# vrati maximdlny poclet zdpasov pre turnaj,
# v ktorom esSte hraju hrdci s c¢islami lo..hi-1 (¢islované od 0)
# ak uZ pozndme odpoved pre tieto vstupy, rovno ju vrdtime
if memo[lo] [hi] is not None:
return memo [lo] [hi]

# ak tuto kombindciu (lo,hi) vidime prvykrat, vyriesime ju

sucet_hore = P[hi] - P[hi-K]
sucet_dole = P[hi-K] - P[1lo]
if sucet_hore > Qx*xsucet_dole + 1le-9: # tymto zdapasom turnaj konci
answer = 1
else: # turnaj bude pokracovat, vyberieme lepsSiu mozZnost koho poslat prec
al = solve(lo+1l,hi)
a2 = solve(lo,hi-1)
answer = 1 + max(al,a2)

# a pred tym ako vratime odpoved si ju zapamdtdme
memo[lo] [hi] = answer
return answer

print ( solve (0,N) )

4Vsimnite si, ze do tohto konstantného ¢asu neradtame pripadné rekurzivne volania. Tie
totiz bud tiez vratia vystup okamzite, alebo ich zapocitame inokedy.
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Dynamické programovanie:

To isté rieSenie ako v predchadzajicej ¢asti vieme implementovat aj v itera-
tivnej podobe: pojdeme napriklad postupne od mensich poc¢tov hracov k vacsim.
V okamihu, kedy potrebujeme zistit, ako dlho méze trvat turnaj, ak eSte hraja
hraci s ¢islom 4 az 17, uz vieme aj najdlhsie trvanie pre turnaj hrany hra¢mi s
¢islom 5 az 17, aj trvanie pre turnaj s hraémi 4 az 16. Vieme teda v konstantnom
¢ase vypocitat optimalnu dlzku trvania pre prave spractivany turnaj.

Zjednodusenie ulohy:

Skor, nez sa pustime do lepsich rieseni, si trochu zjednodusime problém,
ktory ideme riesit.

Najskor oSetrime Specidlny pripad, ked turnaj skonéi hned prvym zapasom.
Odteraz teda budeme predpokladat, Ze existuje rieSenie tvorené aspon dvoma
zapasmi.

Vsimnime si teraz predposledny zapas v optimalnom rieseni. Po tomto za-
pase musi byt jedno, ktory hra¢ odide — obe moznosti musia viest k zapasu
v ktorom horny tim vyhra. Kazdé optimélne rieSenie teda kon¢i postupnostou
spredposledny zépas — hocikto odide — posledny zapas — koniec“. Tuto cast
rieSenia odteraz budeme ignorovat.

Formalne si nas problém upravime nasledovne: Pre konkrétne 7 a 7 budeme
hovorit, Ze stav turnaja, v ktorom maju aktivni hrac¢i ¢éisla i az j, je Zivy, ak
by nasledujicim zapasom esSte turnaj neskoncil. Inymi slovami, v zivom stave
je eSte horny tim prislaby v porovnani s dolnym.

Namiesto povodnej tlohy budeme teraz riesit ekvivalentnii: néjst najdlh-
Siu postupnost odobrati hrac¢a (vzdy najmladsieho alebo najstarsieho) taka, ze
vSetky stavy turnaja, ktoré pocas odoberania nastanud, su zivé — a to vratane
stavu po odobrati posledného hraca.

Skoro optimalne riesenie:

Ak chceme este lepsie riesenie ako to, ktoré sme vyssie dosiahli pouzitim
memoizacie, nemozeme si dovolit ani len sa pozriet na vSetky mozné dosiahnu-
telné stavy pocas turnaja. Potrebujeme teda najst nejaké kritérium, ktoré nim
umozni sustredit sa len na niektoré z nich. Pripadne sa namiesto konkrétnych
stavov mozeme zamerat na hladanie konkrétnych priebehov turnaja. Nasim cie-
Tom je teda objavenie nejakého tvrdenia tvaru ,Vzdy bude existovat optimalny
priebeh turnaja, ktory splita [tito dodatoénii vlastnost].“

Podme sa teda pozriet na to, v akom poradi sa najviac oplati hrac¢ov odo-
berat. Predpokladajme, Ze sa niekedy pocas rieSenia nasej novej tlohy odohrala
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nasledovné postupnost udalosti:

e Sme Vv zivom stave Sy tvorenom hracmi ¢ az j.

e Odisiel najmladsi hrac (¢islo 7).

e Sme v zivom stave S7 tvorenom hracmi ¢ + 1 az j.

e (Odisiel najstarsi hrac (cislo j).

e Sme v zivom stave S5 tvorenom hracmi ¢+ 1 az 5 — 1.

Pozrime sa na stav Ss. KedZe je tento stav zivy, hrac¢i na vrchu kopca v
nasledujucom zapase eSte nevyhraju. V stave S st na vrchu kopca hraci s
¢islami j — k az j — 1 a na jeho spodku hraci s ¢islami ¢+ 1 az j — k — 1.

Predstavme si teraz, ze by sme najskor poslali pre¢ hraca ¢islo 5 a az potom
hréaca ¢islo i. Co by sa tym zmenilo?

Stav S5 by sa tym nezmenil vobec — stale by sme v nom mali hracov s ¢islami
14+ 1 az 7 — 1. Zmenil by sa stav S;. V tom by teraz dole stali hraci s c¢islami
1 az j —k — 1 a hore hraci s ¢islami j — k az j — 1. No a teraz pride ddlezité
pozorovanie: aj tento stav musi byt Zivy. Pre¢o? Lebo je to ten isty stav ako S5,
len navyse mame dole aj hraca s ¢islom 7. Tym skor je teda dolny tim dostatocne
silny.

Tato ttvahu modzeme Tubovolne velakrat zopakovat. Ak teda za¢neme s Tubo-
volnym rieSenim, vieme postupne vymienat kroky, kedy posielame pre¢ mladych
hracov, s krokmi, kedy posielame prec¢ starych. Na konci takto dostaneme rov-
nako dobré rieSenie, v ktorom najskor posleme pre¢ niekolko starych hracov a
az ndsledne niekolko mladych. Plati teda nasledovné tvrdenie: Vzdy existuje
optimalne rieSenie (naSej upravenej tlohy), v ktorom najskor posielame
pre¢ najstarsich hracov a az potom najmladsich.

(Ten isty argument inymi slovami: predstavme si, Ze uz vieme, ktorych sta-
rych a ktorych mladych hracov posle pre¢ optimalne riesenie. Potom urcite mo-
zeme poslat pre¢ najskor tych starych — zatial totiz vSetci mladi, ktorych ¢asom
chceme poslat prec, eSte stoja na spodku kopca a poméhaju tak dolnému timu.
Ak by sme mladych poslali preé¢ priskoro, len tym dolnému timu uskodime.)

Na zaklade prave dokdzaného tvrdenia lahko navrhneme rieSenie s ¢asovou
zlozitostou O((n — k) log(n — k)). V tomto rieSeni postupne vyskusame vsetky
moznosti pre to, kolko najstarsich hracov postupne odoberieme. (Pocas tohto
sktgania nezabudneme kontrolovat, ¢i su vSetky stavy, cez ktoré ideme pocas
odoberania najstarsich hracov, 7ivé.)

Ked uz mame pevne zvoleny pocet p odobratych najstarsich hracov, mame
vlastne pevne zvoleni k-ticu hracov, ktori budu stat na vrchu kopca pocas
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toho ako my postupne odoberame najmladsich hracov. Najmladsich hracov vsak
nebudeme odoberat po jednom. Namiesto toho pouzijeme efektivnejsiu metédu:
bindrnym vyhladdvanim na intervale od 0 po n—k —p ndjdeme najvicsie x také,
ze po odobrati p najstarsich a nasledne x najmladsich hracov este stale budeme
mat Zivy stav.

Listing programu (Python)

# nacitanie a predspracovanie vyzerd rovnako ako v predchadzajicom riesSeni

def je_zivy (mladych, starych):
sucet_hore = P[N-starych] - P[N-starych-K]
sucet_dole = P[N-starych-K] - P[mladych]
return sucet_hore <= Qxsucet_dole + le-9

# osSetrime Specidlny pripad ked turnaj konci prvym zapasom
if not je_zivy (0,0):

print (1)
from sys import exit
exit ()

odpoved = 0
for starych in range (0,N-K+1):
if not Jje_zivy (0, starych):
break # tolkoto ani viac starych hrdacov uz nemézeme odobrat
lo, hi = 0, N-K-starych

# bindrne vyhladdvame -- invariant: lo mladych este mézZeme odobrat, hi uZ nie
while hi-lo > 1:

med = (lo+hi)//2

if je_zivy(med,starych): lo = med

else: hi = med

odpoved = max( odpoved, lot+starych+2 )

print (odpoved)

Nespravna uvaha:

V tomto okamihu je velmi lahké nechat sa zldkat nasledujicou nespravnou
uvahou: Zacneme tym, ze ndjdeme optimalny pocet najmladsich pre 0 najstar-
sich. Teraz budeme postupne, rovnako ako v predchadzajicom rieseni, pocet
najstarsich postupne zvic¢sovat, a vzdy, ked je to nutné, pocet najmladsich po-
stupne zmenSovat. Takto dostaneme rieSenie s linedrnou ¢asovou zlozitostou.

VysSie popisané rieSenie sice mé linedrnu ¢asovu zlozitost, ale tivaha, ktora
k nemu vedie, je nespravna. V nej totiz implicitne predpokladame, ze vac¢siemu
poc¢tu odstranenych starych hrac¢ov musi nutne zodpovedat mensi alebo rovny
pocet odstranenych mladych hracov. No a toto vobec nie je pravda.

Ukéazeme si to na konkrétnom priklade. Majme ¢ = 1.01 (teda skoro rovinu)
a zoberme napr. n = 10 Iudi, pricom k = 3 najstarsi su vzdy na vrchu kopca.
Sily (od najmladsieho) nech su (47,1,1,1,1,1,1,1,3,1).
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e Ak odide 0 najstarsich, vedia potom odist 2 najmladsi. Posledny Zivy stav
mal+1+1+1+1naspodkual+ 3+ 1na vrchu kopca.

e Ak odide 1 najstarsi, vie potom odist len 1 najmladsi. Posledny zivy stav
mal+1+1+1+1naspodkual+ 1+ 3 na vrchu kopca.

e Ak ale odidu 2 najstarsi, vedia potom odist znova aZ 2 najmladsi. Po-
sledny zivy stav ma 1 + 1 + 1 na spodku a tiez 1 + 1 + 1 na vrchu kopca.

Optimalne riesenie:

Ako opravit avahu z predchadzajacej casti? Péjdeme na to od konca. Za-
¢neme tym, Ze si zistime, kolko najviac najstarsich hra¢ov mozeme pripustnym
sposobom odobrat. Nasledne sa pokusime spravit v podstate to isté ako v pred-
chadzajicom rieSeni: budeme postupne zmensovat pocet odobratych starych
hracov a zakazdym sa budeme snazit zvdcsovat pocéet odobratych mladych.

Ako sme ale videli vo vyssie uvedenom protipriklade, mozu nastat situacie,
v ktorych by sme mali (na udrzanie pripustnosti rieSenia) pocet odobratych
mladych hra¢ov zmensit. Co s takymito situdciami? Jednoducho ich odignoru-
jeme a pocet mladych hracov nezmensime. Takato situacia totiz zjavne nemoze
predstavovat optiméalne rieSenie — aj starych aj mladych hrac¢ov by sme odobrali
menej ako v inom rieSeni ktoré uz pozname.

Takto dostavame korektné riesenie s ¢asovou zlozitostou O(n).

Listing programu (Python)
# predspracovanie, je zivy () a osetrenie Specidlneho pripadu su rovnaké ako doteraz

mladych, starych = 0, 0

while je_zivy(mladych,starych+l): starych += 1
while je_zivy(mladych+1l,starych): mladych += 1
odpoved = mladych+starych+2

while starych > 0:
starych —=1
if not je_zivy(mladych, starych): continue # preskakujeme neoptimalnu mozZnost
while je_zivy(mladych+l, starych): mladych += 1
odpoved = max( odpoved, mladych+starych+2 )

print (odpoved)

A-III-3 Mimozemské pocitace

V prvej podilohe stacila drobna tuprava zadaného grafu. V druhej sa dalo
postupne po jednej odstranovat hrany a overovat, ¢i sme tak neodstranili hla-
dant cestu. Efektivnejsie rieSenie vSak vie vhodne odstranit viac hréan naraz. V
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poslednej, tretej podilohe bolo treba kazdy vrchol pévodného grafu nahradit
viacerymi vrcholmi v novom grafe.

Poduloha A (1 bod):

V tejto podulohe sme smeli raz zavolat funkciu cesta_s_nranou (n,E,u,v) a po-
mocou tohto volania sme chceli o nasom grafe G zistit, ¢i obsahuje Hamiltonov-
skt cestu.

Ak by sme funkciu cesta_s_nranou mohli volat viackrat, bolo by rieSenie jed-
noduché: stacilo by tato funkciu postupne zavolat tolkokrat, kolko hran ma nas
graf GG, pricom ako u a v mu vzdy dame vrcholy spojené jednou z hran. Alebo
by stacilo zvolit © = 0 a ako v postupne vyskusat vSetky vrcholy, ktoré st s 0
spojené. My vSak smieme funkciu cesta_s_nranou volat len raz. Ako na to?

Graf G ma vrcholy s ¢islami 0 az n — 1. My don pridame eSte dva vrcholy:
n a n + 1. Tieto spojime medzi sebou, a navyse vrchol n spojime s kazdym z
vrcholov 0 az n — 1.

Nech & je zoznam hran takto upraveného grafu. Potom my zavolame funkciu
cesta_s_hranou (n+2,E,n,n+1). Teda zistime, ¢i nas upraveny graf obsahuje Hamil-
tonovsku cestu, na ktorej je hrana medzi vrcholmi n a n + 1.

Spravnost algoritmu je zjavna, staci si vSimnut, Ze v novom grafe kaZdd
Hamiltonovské cesta musi obsahovat hranu medzi n a n + 1, a Ze novy graf ma
nejakt Hamiltonovsku cestu prave vtedy, ak mal nejakii Hamiltonovska cestu
povodny graf.

Podiloha B (5 bodov):

Pomalsie riesenie. Postupne prejdeme vsetky hrany grafu G. Pre kazdu
hranu zopakujeme nasledovny proces: Odoberieme ju z aktualneho grafu, a na-
sledne volanim funkcie cesta overime, ¢i v grafe eSte ostala nejakd Hamiltonov-
ska cesta. Ak ostala, prave spractvanu hranu nechame odstranena. Ak neostala,
hranu vratime spif.

Na konci tohto algoritmu ndm zjavne musi ostat prave jedind Hamiltonovska
cesta. (Je zjavné, ze ndm nejaka ostane, lebo po kazdom kroku mame graf, v
ktorom aspon jedna cesta existuje. Tiez je zjavné, ze tam okrem nej uz nemézu
byt Ziadne iné hrany — kazdu tak( hranu sme niekedy spracavali, a kedze v
danom okamihu existovala Hamiltonovska cesta na ktorej dana hrana nelezala,
nutne sme ju vyhodili.)

Tento algoritmus potrebuje presne m volani funkcie cesta. Pre husté grafy

je m radovo rovné n2.
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Lepsie rieSenie. Ukazeme si teraz rieSenie, ktoré si vystaci s O(nlogn)
volaniami funkcie cesta. Existuje viacero podobne efektivnych rieseni, my sme
si vybrali jedno, ktoré sa Tahko implementuje. Hladant Hamiltonovskt cestu
budeme zostrojovat postupne, vrchol za vrcholom.

Na zaciatok by sme potrebovali vediet, kde nasa cesta zacina. Toto vyrieSime
napriklad tak, ze si graf upravime rovnako ako v rieseni podilohy A. Teraz teda
vieme, Ze prvé dva vrcholy na hladanej Hamiltonovskej ceste st vrcholy n + 1
a n.

Nech z je posledny vrchol na tej casti cesty, ktort sme uz zostrojili. Ako
najst dalsi jej vrchol? Z vrcholu x vedt v nasom grafe GG nejaké hrany. Jedna z
nich je ta, ktorou do x pride nami zostrojovana cesta. Ostatné vedu do novych,
eSte nenavstivenych vrcholov. (Toto plati na zaciatku, ked * = n. Nésledne
budeme priebezne odstranovat nepotrebné hrany z GG, takZe to bude platit aj v
dalsich iteracidch.) No a my sa teraz potrebujeme rozhodnut, ktorou z tychto
hran bude naSa cesta pokracovat.

Toto by sme vedeli spravit sekvenc¢ne, podobne ako v predchadzajicom rie-
Seni. Existuje ale aj efektivnejsi sposob, podobny bindrnemu vyhladavaniu. Kym
budeme mat na vyber viac ako jednu hranu, budeme opakovat nasledovny po-
stup: Z G odstranime polovicu spomedzi kandidatov na nasledujicu hranu a
zavolame funkciu cesta. Ak graf stale obsahuje nejakii Hamiltonovsku cestu,
pokrac¢ujeme priamo dalej. Ak ndm ale volanie funkcie cesta oznami, Ze novy
graf uz Hamiltonovskt cestu neméd, znamenda to, ze (kazdad mozna) hladana
hrana z x dalej je medzi tymi, ktoré sme prave odstranili. Vratime ich teda spét
do G — a namiesto nich odstranime ti polovicu hran z x, ktori sme pévodne v
GG nechali!

Takto pre konkrétny vrchol x jednym volanim funkcie cesta zmensime pocet
hran veducich z z priblizne na polovicu, pricom nadalej dostaneme graf ob-
sahujuci aspon jednu Hamiltonovskt cestu. Ked tento postup opakujeme, po
O(logn) volaniach funkcie cesta ndm ostane vo vrchole x (okrem hrany, ktorou
sme don prisli) uz len jedind hrana — a teda sme prave nasli nasledujicu hranu
na zostrojovanej Hamiltonovskej ceste.

Listing programu (Python)

def susedia(v,E):

sl = set( yv for x,y in E if x==v )
s2 = set( x for x,y in E if y==v )
return [ z for z in sl+s2 ]

def najdi_cestu(n,E):
E += [ (n,x) for x in range(n) ] + [ (n,n+l) ]
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cesta = [ n+tl, n ]
for kolo in range (n):
kde = cestal[-1]
kam_mozem = susedia( kde, E )
kam_mozem.remove ( cestal[-2] )
ostatne_hrany = [x,y for x,y in E if x!=kde and y!=kde] + [ (kde,cestal-2])]
while len (kam_mozem) > 1:
cnt = len (kam_mozem)
kl, k2 = kam_mozem[:cnt//2], kam_mozem[cnt//2:]
if cesta( n+2, ostatne_hrany + [ (kde,x) for x in k1 ] ):
kam_mozem = k1
else:
kam_mozem = k2
vitaz = kam_mozem[0]
cesta.append( vitaz )
E = ostatne_hrany + [ (kde,vitaz) ]
return cestal[2:]

Poduloha C (4 body):

Z poévodného orientovaného grafu GG s n vrcholmi spravime novy neoriento-
vany graf s 3n vrcholmi — a to tak, ze kazdy povodny vrchol nahradime tromi
novymi.

Namiesto kazdého vrcholu v teda budeme mat tri vrcholy: vy (tzv. vstupny),
vy (tzv. stredny) a vs (tzv. vystupny). Dvojice v1v2 a vovz budi spojené hranou.

Orientované hrany z povodného grafu zmenime v novom grafe na neorieno-
vané hrany z prislusného vystupného do prislusného vstupného vrcholu. Ak sme
teda napr. v povodnom grafe mali hranu v — v, budeme v novom grafe mat
neorientovanu hranu usv;.

Vlavo: orientovany graf. Vpravo: k nemu zostrojeny neorientovany graf.

Zjavne ak v poévodnom grafe existovala orientovanad Hamiltonovska cesta,
existuje Hamiltonovska cesta aj v nasom novom neorientovanom grafe — vzdy,
ked sme v pévodnom grafe vosli do vrcholu v, v6jdeme v novom grafe postupne
do vrcholov v1, v a vs.

Ako je to s opacnou implikaciou? Predpokladajme, Ze v nasom novom grafe
existuje Hamiltonovska cesta. Co o nej vieme povedat? V prvom rade to, Ze
musi ist cez vSetkych n strednych vrcholov. A kedZe kazdy v, je spojeny len
s dvomi inymi vrcholmi, vieme, Ze sa tato Hamiltonovska cesta musi skladat
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z n 3-vrcholovych tsekov tvaru vivevs. Dalej, v nasom grafe nemame ziadnu
hranu tvaru w;v; ani uzvs, preto sa na nasej Hamiltonovskej ceste musi dokola
opakovat vstupny, stredny a vystupny vrchol. No a takejto Hamiltonovskej ceste
zjavne zodpoveda orientovand Hamiltonovska cesta v povodnom grafe.
(Rozmyslite si, kde by dokaz tejto implikacie zlyhal, ak by sme spravili
konstrukciu s 2n vrcholmi, pri ktorej vynechame stredné vrcholy a namiesto toho
spojime hranou priamo kazdy vstupny vrchol so zodpovedajicim vystupnym.)

A-III-4 Hore a dole

Struc¢ny popis optimalneho riesenia: Najdeme tie prvky postupnosti, ktoré
nemusia byt od ni¢oho vicsie. Tie vSetky nastavime na nulu, a od nich néasledne
odvodime miniméalne hodnoty pre vsSetky ostatné prvky postupnosti.

V nasledujucom texte najskor popiseme jednoduchsie riesenia, ktoré mohli
Tahko ziskat nejaké body, a nasledne podrobne rozoberieme preco nase optimalne
rieSenie funguje a ako ho dobre implementovat.

Lahké rieSenia za par bodov:

Platna postupnost celych ¢isel zostrojime lahko: za¢neme z Iubovolnej hod-
noty a potom po znakoch spractivame dany retazec. Ked vidime znak = zopa-
kujeme posledni hodnotu, ked vidime < alebo >, priddme novi hodnotu, ktora

.....

Napr. ak za¢neme od 10, tak pre refazec <=>>< takto dostaneme postupnost
(10,11,11, 10,9, 10).

V prvych dvoch testovacich vstupoch stacilo napr. zacat od hodnoty n.
(Alebo napr. od hodnoty 500 000 000, ktora lezi v strede povoleného rozsahu.)
Toto nam zarucilo, ze vSetky hodnoty, ktoré pouzijeme v rieSeni, patria do po-
voleného rozsahu.

Na treti testovaci vstup stacilo vyssie rieSenie drobne vylepsit. Po tom, ako
vyrobime vysSie popisanym postupom nejaki postupnost, mdzeme najst jej
minimum a to odéitat od vSetkych jej ¢lenov. Vo vyssie pouzitom priklade by
sme takto upravili nasu postupnost na (1,2,2,1,0,1).

Takymto postupom v tretej sade vzdy dostaneme platné rieSenie — az na
dve vynimky. Tymi st vstupy obsahujtce tisic znakov >, resp. tisic znakov <.
Tieto dva vstupy nemaju platné rieSenie, treba pre ne teda vypisat samé minus
jednotky.
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Myslienka vzorového rieSenia:

Stustredme sa teraz na hladanie optimalneho rieSenia, teda rieSenia s najmen-
Sim moznym suc¢tom ¢lenov. Radi by sme zacali tym, Ze prestaneme uvazovat
znak =. Na prvy pohlad si to mdézeme dovolit, lebo predsa = vzdy vieme vyriesit
tak, ze najdeme rieSenie pre vstup bez znakov = a potom len zduplikujeme tie
hodnoty, ktoré zodpovedaju vyskytu =. Toto bude skuto¢ne fungovat — no uve-
domte si, Ze toto nie je nieco, ¢o automaticky muselo platit! Keby sme pouzili iné
kritérium optiméalnosti, uz by takéto rieSenie vobec nemuselo fungovat. Preco?
Preto, Ze ni¢ nam (zatial) nezarucuje, ze ak zoberieme optimélne rieSenie pre
vstup bez =, dostaneme z neho vyssie popisanym postupom optimdlne riesenie
pre vstup s =. (,,Keby som vedel, Ze tito hodnotu mam sedemkrat zopakovat,
dal by som ju mensiu a radsej by som namiesto toho dal vicsiu tato int, ktora
budem mat v rieSeni len raz!“ mohol by sa stazovat imaginarny riesitel inej,
podobnej tlohy.)

Zatial teda uvazujme vstupy obsahujice vSetky tri druhy znakov. Nebojte
sa, Casom si ukdzeme, ze v nasej ulohe naozaj mozeme = spokojne odignorovat.
Pre niektoré vstupy je optiméalne rieSenie zjavné. Napriklad pre postupnost <<<
je to zjavne (0,1,2,3), pre >>> je to (3,2,1,0), pre <=<=< je to (0,1,1,2,2,3)
a pre <<>> je to (0,1,2,1,0). Teraz sa zamyslime, ako bude vyzerat optimélne
riesenie pre vstup <<<<<>>.

Hladdme teda postupnost celych éisel (xg, 21, ..., z7) taka, Ze plati

0<a29< 21 <2< x3<T4<T5> g > 7> 0.

Pozerajuc sa zlava si vieme postupne odvodit zg > 0, z1 > 1, a tak dalej az
po x5 > 5. Pozerajuc sa sprava si podobne odvodime x7 > 0, x4 > 1 a x5 > 2.
Pre x5 sme teda dostali dva rézne odhady; silnejsi z nich je x5 > 5. Pre kazdé iné
¢islo sme dostali odhad len jeden. Zvolme teraz postupnost, pre ktort bude naraz
vo vsetkych odhadoch (samozrejme okrem toho slabsieho pre x5) platit rovnost.
Touto postupnostou je v nasom pripade postupnost (0,1,2,3,4,5,1,0). Tato
postupnost je nutne optimalna — za prvé spliia vietky pozadované nerovnosti,
a za druhé o kazdom jej ¢lene vieme dokézat Ze mensi uz byt nemoze.

VysSie popisany postup zjavne vieme spravit aj pre uplne vSeobecnt po-
stupnost znakov. Na papieri by sme takto uz asi vedeli k Tubovolnej postupnosti
znakov ruc¢ne najst zodpovedajicu optimdlnu postupnost hodnét, aj dokazat
jej optimalnost. My vsak potrebujeme popisat exaktny (a pokial mozno lahko
implementovatelny) algoritmus, ako ti1 postupnost hodnot zostrojit.
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V ¢om méze byt pri jeho implementécii problém? No, napriklad s tymi ne-
stastnymi znakmi rovné sa. Ak vidim postupnost znakov ><, dostanem postup-
nost nerovnosti x,_1 > x, < T,11, z ktorej je zjavné, ze x,, = 0 ni¢ nepo-
kazi. Ale ako zabezpecit, ze ak program uvidi postupnost znakov >===<, priradi
zodpovedajicim premennym nuly, ale zaroven nespravi to isté pre postupnost
>===>7

Prva mozna implementacia vzorového riesenia:

Kopcom nazveme postupnost znakov, v ktorej sii najskor pouzivané znaky
< a =, a nasledne s pouzivané znaky > a =. Inymi slovami, postupnost znakov
je kopec prave vtedy, ak sa v nej nevyskytuje ziadne > nalavo od nejakého <.
Kopcu zodpoveda postupnost, ktora najskér neklesd a potom nerastie.

Optimélne riesenie pre kopec zostrojime lahko: az na Specialne pripady (vid
nizsie) budu obe premenné na jeho koncoch nuly, a od nich dovnitra postupne
zvysujeme hodnoty. Zaroven s touto konstrukciou priamo dostavame aj dokaz
optimalnosti.

No a ked dostaneme Iubovolny vseobecny vstup, mozeme ho jednoduchym
pazravym algoritmom rozbit na postupnost kopcov — kym modze nasledujuci
znak patrit do aktuédlneho kopca, priddme ho tam, a ak uz don patrit nemoze,
zacéneme robit novy kopec. Rozmyslite si, Ze novy kopec za¢neme robit prave
vtedy, ked sme prave stretli znak < a aktudlny kopec uz obsahoval aspon jeden
znak >.

Priklad: vstup >><=<<><<>=>==<< by sme takto rozbili na kopce >>, <=<<>,
<<>=>== g <<,

Lahko teraz nahliadneme, Ze optiméalne rieSenie pre cely vstup mozeme zo-
strojit tak, Ze ndjdeme optimélne riesenie pre kazdy kopec zvlast, a nasledne
tieto rieSenia pospajame do jedného. Na to si staci v8imnut, Ze optimalne rie-
Senie kazdého kopca bude zacinat aj kon¢it premennou, ktora dostane hodnotu
0, takZe pri ich spajani nenastane ziaden konflikt. (MoZnou vynimkou bude len
zaCiatok prvého a koniec posledného kopca, tie v8ak s ni¢im nespdjame.)

Pozorovanie o znakoch ,rovna sa“:

Vyssie popisané rieSenie nam okrem iného ukazuje, ze znaky = naozaj mo-
zeme najskor odignorovat, vyriesit vstup bez nich a nésledne ich pridat spit a
zduplikovat zodpovedajice prvky zostrojenej postupnosti. Odstranenie/prida-
nie znakov = totiz nezmeni miesta, na ktorych nas pazravy algoritmus rozdeli
vstup na jednotlivé kopce.
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Druha mozna implementacia vzorového riesenia:

Ak uz vieme, Ze = mozeme odstranit, dostavame jednoduchsie rieSenie. Naj-
skor teda odstranime vsetky =. V druhom kroku kazdej premennej ktora ma
byt mensia od vsetkych svojich susedov, priradime hodnotu 0. V tretom kroku
ideme od premennych, ktoré dostali hodnotu 0, dolava aj doprava ,,do kopca‘
a priradujeme premennym postupne rastice hodnoty. Na zaver pridame spit =
a zduplikujeme zodpovedajice prvky.

Priklad:
vstup bez =: > < < < < > > > < K
2. krok: 0 0
3. krok, prva O: i o0 1 2 3 4 0
3. krok, druha O: i o 1 2 3 4 2 1 0 1 2

(VSimnite si, ze pri spractvani druhej nuly sme ,na vrchu kopca“ hodnotu 4
neprepisali mensou hodnotou 3.)

Tretia mozna implementacia vzorového riesenia:

Predchadzajtce riesenie sa da este o chlp pohodlnejsie implementovat. Za-
¢neme tym, ze rovnako ako v nom odstranime =. Nasledne pouzijeme algoritmus,
ktory sme si popisali iplne na zaciatku, aby sme zostrojili nejakiu postupnost,
ktora spliia zadané nerovnosti. Nasledne uz len ttto postupnost dvakrat prej-
deme — raz zlava doprava a raz sprava dolava. Pri kazdom prechode sa postupne
pozrieme na kazdu hodnotu a zmensime ju najviac ako to len ide bez porusenia
zadanych podmienok. Pridat spit = uz vieme triviadlne pri vypise rieSenia.

Rozmyslite si, ze takto zostrojime presne to isté riesenie ako predchadzaju-
cim postupom. (Kedy dostant hodnotu 0 premenné, ktoré ju dostat majia? Co
sa udeje vo zvysku prechodu zlava doprava? A ¢o v naslednom prechode sprava

dolava?)

Vsetky tri vyssie popisané rieSenia sa daju implementovat s optimalnou c¢a-
sovou zlozitostou O(n).

Existuju aj pomalSie rieSenia. Napriklad v trefom rieSeni sa d& namiesto
prechodu sprava dolava robit prechody zlava doprava dovtedy, kym sa pocas
niektorého prechodu uz ziadna hodnota nezmeni. Takéto rieSenie ma v najhor-
Som pripade ¢asovi zloZitost ©(n?) a malo by ziskat 6 bodov.

Body sa dalo ziskat aj za rieSenia zaloZené na inych myslienkach. Napriklad
sa dalo vyuzit zadant hranicu m a namiesto celych kopcov si rozdelit postupnost
na ,svahy dohora“ a ,svahy dodola®“. Ak existuje platnd postupnost, mozeme
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jednu zostrojit tak, Ze po svahu dohora robime kroky o 1, az na to Ze v tplne
posledom kroku dohora sko¢ime na m. A naopak, idic dodola o vzdy ked méame
klesnut, klesneme o 1, az na uplne posledné klesnutie, kedy skoc¢ime na 0. Ak
existuje sposob, ako udrzat vSetky hodnoty postupnosti v rozsahu 0 az m, takto

sa nam to urcite podari. Takto implementované rieSenie malo dostat aspon 5
bodov.

Listing programu (C++)

// optimdlne riesSenie tretou z metdd popisanych vo vzorovom rieSeni
#include <algorithm>

#include <iostream>

#include <string>

#include <vector>

using namespace std;

inline void fix (int 2z, vector<int> &A, const string &nS) {
// Go najviac zmen$i hodnotu na indexe z

Alz] = 0;
if (z>0 && nS[z-1]=='<") Alz] = max( Alz], Alz-11+1 );
if (z<int (A.size()) && nS[z] =='>") A[z] = max( A[z], Alz+1]+1 );
}
int main() {

int N, M; cin >> N >> M;
string S; cin >> S;

// Odstranime znaky ’=’ a namiesto nich si o kaZdej hodnote zapamdtame,
// kolkokrdt ju vypisat. Zdroven zostrojime nejaku korektnu postupnost.
vector<int> A(1,N);
vector<int> pocet (1,1);
string nS;
for (char c:S) {
if (c=='<’") { A.push_back( A.back()+1l ); pocet.push_back(l); nS += c; }
if (c=='"=’) ++pocet.back();
if (c==’>") { A.push_back( A.back()-1 ); pocet.push_back(l); nS += c; }
}

// prejdeme postupnost zlava doprava a ndsledne sprava dolava

int 72 = A.size();
for (int z=0; z<Z; ++z) fix(z,A,nS);
for (int z=72-1; z>=0; --z) fix(z,A,nS);

// zistime, Ci sa postupnost zmesti do zadaného rozsahu
// podla toho bud vypiSeme ju alebo chybovu sprdvu
bool fits = true;
for (int i=0; i<Z; ++i) if (A[i]>M) fits = false;
if (fits) {
for (int i=0; i<Z; ++1i) for (int J=0; Jj<pocet[i]; ++7J) cout << (i+j2".":"")
} else {
for (int n=0; n<N; ++n) cout << (n?”_-1":"-1");
}

cout << endl;

<< A[i];
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A-TII-5 Vyvéazené retazce

Ulohy kde hladdme stvislt postupnost s nejakou konkrétnou vlastnostou st
pomerne c¢asté a aj v tomto rocniku olympiady sa nejaké vyskytli. A preto sa
aj k tejto ulohe dalo pristupovat velmi klasicky: zékladnym néastrojom bude
predpocitanie vhodnej informécie pre vSetky prefixy nejakého retazca.

Pomalé riesenie:

Prva moznost je samozrejme postupne prechadzat vSetkymi moznymi pod-
postupnostami a kazda z nich overit zvlast. A rozumny sposob prechadzadania
je taky, kde si ur¢ime zaciatok a k nemu skuisame kazdy mozny koniec, pricom
postupne zvicsujeme dizku vybranej podpostupnosti. Tymto spésobom sa novy
podretazec 1isi od toho predchadzajiceho len v jednom pismene, takZe vicSinu
predratanej informécie si mézeme ponechat.

Najjednoduchsi spésob bude pamiitat si pre kazdé pismeno z nasej abecedy,
kolkokrat sa dosial vyskytlo v nasej podpostupnosti. Vzdy ked postivam zadia-
tok, musim si pole v ktorom si to pamiitam vynulovat. Ked posuniem koniec, len
pripoc¢itam pismeno, ktoré som pridal. Nasledne uz len skontrolujem, ¢i mam
vSetkych pismen rovnako vela. Treba si uvedomit, Ze vo vysledku sa nemusia
nachidzat vSetky pismené z abecedy, takze ak som niektorych pismen videl 0,
je to v poriadku. Takéto rieSenie ma (pre n-pismenny retazec a abecedu tvorent
k pismenami) ¢asovi zlozitost O(kn?).

Predchadzajtce rieSenie vieme eSte o trochu zlepsit. Namiesto toho, aby sme
pre kazdy koniec kontrolovali v ¢ase ©(k), ktoré pismeno mame kolkokrat, vieme
tiuto kontrolu spravit v konstantnom c¢ase. Rovnako ako v predchédzajicom rie-
Seni si budeme pamiitat, kolkokrat sme v aktualnom tiseku videli ktoré pismeno.
Navyse si budeme pamétat niekolko pomocnych premennych: maximum m zo
zapaméitanych poctov pismen, pocet pismen ktoré maju prave m vyskytov, a
pocet pismen ktoré maju aspon jeden vyskyt. Takto vieme dostat rieSenie s
¢asovou zlozitostou O(n?).

Prefixy a dvojpismenova abeceda:

Predchadzajtce riesenie nam zarucuje zisk zhruba 4 bodov. Pozrime sa teda
na dalsiu testovaciu sadu. T4 obsahuje abecedu zlozent len z dvoch pismen — a a
b. Vyrazne sa vsak zvicsila dlzka refazca. V podobnych tlohéch sa ¢asto oplati
zamysliet sa, ¢i nevieme vyratat nejaka uzitocni informéciu pre kazdy prefix.
Prefixov je totiz len n (linearne vela) a Tubovolny suvisly tsek vieme vyskladat
od¢itanim dvoch prefixov.

Najdlhsi tisek tvoreny opakovanim jedného pismena vieme néjst trivalne. Co
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ale s isekmi, ktoré maju rovnako vela a a b? Pamiitat si samostatne aj pocet a
aj pocet b v kazdom prefixe nam prilis nepoméze. Ak totiz mame prefix, ktory
obsahuje a 4-krat a b obsahuje 5-krat (skratene (4,5)), nevieme aky druhy prefix
k nemu priradit. Lebo ak od¢itame prefix (3,4) dostaneme tsek s jednym a a
jednym b ¢o je dobré. Takisto je vSak vyhovujuci prefix (2, 3) alebo (0,1).

Co maju tieto prefixy spolo¢né? No predsa rozdiel poc¢tu a-éok a b-¢ok, ktoré
obsahuju. A prave tento rozdiel bude pre nas podstatny. Je totiz velmi Tahké
zistit, kedy sa pocet a a b rovna. Ak totiz a = b tak a — b = 0.

Riesenie je teraz uz jednoduché. Postupne prechadzam retazec. UdrZziavam
kazdy prefix si pozna¢im do vhodnej datovej struktury (mapa, set, popripade
aj obycajné pole, lebo hodnoty st od —n do n), dany rozdiel a poziciu kde som
ho dosiahol. Pre kazdi hodnotu premennej rozdiel si naviac pamétam len jej
prvy vyskyt. A vzdy, ked vypocitam novi hodnotu premennej rozaiel, tak sa
pozriem, ¢i som uz rovnaki hodnotu nedosiahol niekedy predtym. Ak ano, viem,
ze usek medzi prvym a tymto dosiahnutim tvori vhodny vyvazeny retazec, takze
si vypoc¢itam velkost a poziciu tohoto tiseku a porovnam ju s doteraz najlepSim
rieSenim.

Tymto rieSenim viem vyriesit aj dalsiu sadu, ktora sice obsahuje trojpisme-
novu abecedu, ale vieme, Ze vo vyslednom retazci st najviac dve z nich. Existuja
len tri moznosti, ktoré dve pismena to budi a teda mozeme vyskusat vSetky tri
— (postupne pocitam a — b, b — ¢ a a — ¢). Uvedomte si esSte, ze vidy ked naj-
dete tretie pismeno (to ktoré ste si nezvolili, ze bude vo vysledku) treba zmazat
obsah nasej Struktiry a zacat za nim tplne odznova.

Viacznakové abecedy:

Poslednym krokom ku vzorovému rieSeniu tejto tlohy je zistit, ako riesit
inStancie s abecedou, ktord obsahuje viac ako 2 znaky. Zacnime zlahka s abe-
cedou {a, b, c} a predpokladajme, Ze optiméalne riesenie naozaj obsahuje vsetky
tri znaky. Ako teda pridame informéaciu o pismene c?

Ked sme pouzivali len dve pismend, pamétali sme si rozdiel a — b a vedeli
sme, ze ked sa tento rozdiel rovna 0, tak méme rovnako vela pismen a ako
pismen b. Rozumné by teda bolo si pamiitat aj rozdiel a — c. Ak by sa obe tieto
hodnoty rovnali 0, znamenalo by to, ze a = b a a = ¢, teda aj b = c. A to
je presne to ¢o vyzadujeme. Pre tri pismend si teda budeme pamiitat tieto dve
hodnoty ako dvojicu ¢isiel pre kazdy prefix. Opit mozeme vidiet, Ze ak najdeme
rovnaka dvojicu pre iny prefix, tak tisek medzi nimi je vyvazeny, lebo rozdiel
a—b=0aa—c=0.
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Toto nas uz navadza na optimalne riesenie. Vidime totiz, ze ak mame troj-
pismenkovil abecedu musime vyskusat vSetky moznosti, ktoré pismend buda vo
vyslednom retazci — 3 pre dvojice a 1 pre S$tvoricu.

Tento pristup by sa teda mal dat zovSeobecnit aj na viacznakové abecedy.
Majme abecedu obsahujticu k réznych znakov oznacenych {z1,xs,...xx}. Ne-
zostava nam ni¢ iné ako skusit kazda moznost toho, ktoré znaky buda vo vy-
slednom rieseni. Ak si vSak uz vyberieme nejakti podmnozinu tychto znakov
(tychto podmnozin je 2%) tak uz viem pouzif vyssie popisany algoritmus, ktory
sa postupne pozerd na vsetky prefixy daného retazca. Ak vSak vyberieme pod-
mnozinu, ktora obsahuje [ prvkov, tak si musime pamitat (I — 1)-ticu ¢isiel —
rozdiely (1 — xo, 21 — x3...21 — x7). Uvedomme si, Ze ked sa tato (I — 1)-tica
rovna (0,0, ...0) tak je refazec, ktory predstavuje vyvazeny, lebo pocty vsetkych
pismen sa rovnaju poc¢tu pismen .

Ostéva nam odpovedat na otézku, aka je ¢asova zlozitost takéhoto riesenia.
Nase prefixové rieSenie malo zlozitost O(nlogn), lebo pre kazdy prefix sme sa
pozerali do mapy (teraz je uz potrebna zlozitejsia datova struktira ako pole,
lebo si ukladame celé k-tice ¢isiel). Naviac vSak pracujeme s k-ticami, takze
praca s mapou sa k krat spomali. Dostavame O(nklogn). Toto rieSenie vSak
musime spustit pre kazdi mozni podmnozinu nasich £ pismen. Teda celkova
¢asova zlozitost bude O(28knlogn).

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <map>
#include <set>
#include <string>
#include <vector>
using namespace std;

#define For (i,n) for(int i=0; i<(n); 1i++)

int main() {
char C[10000477;
scanf ("%s”,C);
string s=C;
int n=s.length{();
set<char> Pom;
For (i,n) Pom.insert (s[i]);
vector<char> znaky (Pom.begin (),Pom.end());
int k=znaky.size();
map<vector<int>, int> M;
vector<char> z;
vector<int> nula;
vector<int> stav;
int zac=1, kon=0;
for (int i=1; i<l<<k; i++) {
Pom.clear () ;
z.clear ();
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For (j, k)

if (i& (1<<j)) z.push_back (znaky[]j]);
M.clear ();
For(j,z.size()-1) nula.push_back (0);

M[nulal=-1;
stav=nula;
For (j,n) {
int pom=-1;
For(kl,z.size()) if(z[kl]==s[]j]) pom=kl;
if (pom==-1) {
M.clear ();
M[nulal=7j;
stav=nula;
continue;
}
if (pom==0) For(kl,z.size()-1) stav[kl]++;
else stav[pom-1]-—;
if (M.find(stav)==M.end()) M[stav]=7j;
if (kon-zac<j-M[stav]-1) {zac=M[stav]+1l; kon=7j;}
else if (kon-zac==j-M[stav]-1 && M[stav]+l<zac) {zac=M[stav]+l; kon=7j;}
}
}

printf (”%d.%d\n"”, zac, kon) ;

Lepsie riesenia:

Uloha ma aj lepsie riesenia, tie ale nebolo na dosiahnutie plného poé¢tu bodov
treba. V predchadzajicom rieSeni sa napr. vieme faktoru k v zloZitosti zbavit
tak, Ze si budeme pamétat poéty a — b, b — ¢, ¢ — d, atd. a namiesto ukladania
si celej (k — 1)-tice pouzijeme vhodné hesovanie.

Existuju dokonca aj rieSenia, ktorych ¢asova zlozitost zavisi od n priblizne
linedrne (mozno s faktorom logn navyse) a aj od k polynomidlne. Napovieme,
ze jedna moznost, ako takéto riesenie zostrojit, je, Ze za¢neme tym, Ze si zvo-
lime pocet = réznych pismen ktoré méa hladany refazec obsahovat. Néasledne vo
vstupnom retazci ndjdeme vsetky maximalne tiseky obsahujice prave x réznych
pismen a kazdy z nich spracujeme samostatne.

A-III-6 ACGT

Najprv vyrieSme jednoduchsi problém: Pre zadané retazce R, S chceme zistit
minimalny pocet zmien potrebnych na prerobenie R na S.

Toto sa da vyrieSit dynamickym programovanim, ktoré sa velmi podoba
na hladanie najdlhsej spolo¢nej podpostupnosti. Budeme si vypliat maticu A,
kde A[i][j] ndm hovori minimélny pocet zmien nutnych na prerobenie prvych i
znakov z R na prvych j znakov z S.

Pokial i = 0 tak je pocet zmien rovny j; detto pre j = 0. Inak sa pozrime
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na znaky R[i — 1] a S[j — 1]. Ak st rovnaké, je zjavne optimalne ich ponechat.
V takomto pripade je optimalnym rieSenim riesenie pre ¢ — 1 znakov R a j — 1
znakov S. A ak sa liSia, musime to nejak napravit. Tu st nase moznosti: mozeme
zmazaf znak R[i— 1], mozeme vlozit do R za poziciu i —1 potrebny znak S[j—1],
alebo mozeme znak R[i — 1] zmenif na znak S[j — 1]. Toto vedie k nasledovnym
vztahom:

Ak R[i —1] = S[j — 1], tak A[i][j] = A[i —1][j —1]. A ak R[i —1] # S[j — 1], tak
AJiJ[j] = min(Afi — 1[j] + 1, AFJlj - 1] + 1, Afi — 1J[j — 1] + 1)

Vypocet pola A ndm zaberie ¢as priamo tmerny jeho velkosti, teda O(|R|-|S]).

Toto sa da zlepsit, ak mame limit d na pocet zmien ktoré smieme spravit.
Vsimnime si, ze vSetky policka, kde A[i][j] > d, po¢itame zbytocne, mdzeme
ich vypocet teda vynechat. D4 sa ukazat, ze potrebnych policok bude O((|R| +
|S]) - d). Navod: ak |i — j| > d, tak nutne A[i][j] > d.

Na prave pouzity algoritmus sa d& divat aj z iného uhla. Vyrobime si graf,
ktorého vrcholmi st dvojice indexov: vrchol (i,j) predstavuje stav, v ktorom
sme prerobili prvych i pismen refazca R na prvych j pismen retazca S.

V tomto grafe budi vrcholy spojené orientovanou hranou dlzky 0, ak sa
medzi nimi da prejst bez zmeny retazcov (pripad 1 vyssie) alebo orientovanou
hranou dizky 1 ak to vieme spravit jednou zmenou (pripad 2 vyssie). No a
v nasom grafe hladdme najkratsiu cestu z vrcholu (0,0) do vrcholu (|R],|S|).
Kedze hrany maj ceny len 0 a 1, mdzeme pouzit tzv. 0-1 prehladdvanie do sirky,
¢o je v podstate obyc¢ajné prehladavanie do Sirky, ale s tym, Ze pokial vzdialenost
do vrcholu v zlepsime, pricom sme dofi prisli hranou dlzky 0, vlozime v nie na
koniec, ale na zaciatok fronty. Tento sposob bude mat pri dobrej implementacii
opét ¢asovu zlozitost O((|R| + |S]) - d).

Teraz sa uz mdzeme pustit do rieSenia samotnej tlohy. Za 4 body sta¢i na
vstupoch, kde n = 2 a m = 1, spravne implementovat vyssie uvedené postupy
a overit tak, Ze jediné pripustné rieSenie skutone mé dostato¢ne malo chyb.
Piaty bod vieme Tahko pridat oSetrenim Specidlneho pripadu: ak d = 0, mozeme
spravnu postupnost zostrojit pazravo — stac¢i vyuzit to, ze vzdy, ked treba prejst
na novy fragment, vieme podla prvého pismena, na ktory.

Teraz sa pozrime na rieSenie vSeobecného pripadu. Potrebujeme teda rozsirit
vysSie popisany postup na netriviadlny graf — teda situaciu, kedy mame viac ako
2 fragmenty a vela roznych dvojic fragmentov ¢o po sebe mozu nasledovat. Do
stavu prehladdvania ndm pri tomto rozsireni pribudne fragment, v ktorom sa
prave nachadzame.
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Presnejsie, vrcholy nasho grafu budu trojice (i, f, j) prirodzenych ¢isel. Tro-
jica (i, f, j) znamend, Ze momentalne sme na fragmente f, spracovali sme uz j
prvych pismen tohoto fragmentu, a spolu so skor spracovanymi fragmentmi sme
vyrobili prvych ¢ znakov retazca R. Hrany v rdamci fragmentu vyzeraja rovnako
ako vo vysSSie popisanom rieSeni pre dva refazce. NavySe budeme mat hrany
dizky 0 zodpovedajice tomu, Ze za jeden fragment prilozime dalsi, ktory zan
prilozit smieme.

V takomto grafe zostrojime pomocou 0-1 prehladavania do Sirky mmnozinu
vSetkych jeho vrcholov, ktoré st vo vzdialenosti najviac d od zaciato¢ného vr-
cholu (0, u, 0). Na zaver sa len pozrieme, ¢i je medzi dosiahnutelnymi vrcholmi aj
cielovy vrchol (|R|, v, |Fy|), a ak dno, zostrojime cestu, ktorou sme ho dosiahli.
Z tej lahko precitame pouzitt postupnost fragmentov.

Na zaver uz len odhadneme ¢asovi zlozitost tohto algoritmu. Oznacme r
dizku retazca R, ktory zostrojujeme, a f stcet dlzok fragmentov na vstupe.
Lahky horny odhad je O(r f): pre kazda poziciu v refazci R mozeme zaroven byt
na hociktorej pozicii hociktorého fragmentu. Uz vdaka tomuto hornému odhadu
vieme, ze toto riesenie bude dostatocne efektivne pre vicsinu sad testovacich
vstupov.

Bohuzial, na rozdiel od pripadu dvojice retazcov sa pre tento algoritmus
nedd dokéazat tesnejsi odhad. Predstavme si totiz napriklad fragmenty ako na
obrazku (kazdy kruzok je jeden fragment):

vela krat za sebou

ORONOROHOROROROEOR0

Pokial by sme hladali retazec, ktory by bol zloZeny z vela AT po sebe, zac¢inali
fragmentom tuplne vlavo, konéili fragmentom tplne vpravo a povolili by sme 2
zmeny, tak by sme navstivili skoro kazdy stav.

V pripade ,slusnych“ vstupov sa ukazuje, ze az tak vela stavov nenavsti-
vime, kedZe v pripadoch viacznakovych fragmentov potrebujeme, aby sa cely
fragment takmer zhodoval s nejakou Castou retazca R, a toto nastane len na
malo miestach.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
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#include <vector>
#include <string>
#include <deque>
#include <unordered_map>
#include <algorithm>
using namespace std;
char buf[10000007;

struct Pos {
int tp;
int nod;
int sp;
Pos () {1}
Pos (int a, int b, int c¢) : tp(a), nod(b), sp(c) {}

bool operator==(const Pos &b) const {
return tp == b.tp && nod == b.nod && sp == b.sp;
}
i

namespace std {
template<>
struct hash<Pos> {
size_t operator () (const Pos& a) const ({
return hash<int> () (a.tp) ~ (hash<int> () (a.nod) << 3) ~ (hash<int> () (a.sp) << 5)
" (hash<int> () (a.tp) >> 2) ~ (hash<int> () (a.nod) >> 1) ~ hash<int> () (a.sp);

}
bi
}

int main () {
int n, m; scanf ("%d.%d.”, &n, &m);
vector<string> nodes;
for (int i = 0; 1 < n; i++) {
scanf (”%s”, buf);
nodes.push_back (string (buf)) ;

}

vector<vector<int>> g(n);

for (int i = 0; 1 < m; i++) {
int a, b; scanf ("%d.%d.”, &a, &b);
a-—; b——;
gla] .push_back (b) ;

}

int d, start, end;

scanf (”%d.%d.%dn”, &d, &start, &end);
start—-—-; end-—;

scanf (”"%s”, buf);

string target (buf);

deque<pair<Pos, int>> fr;

unordered_map<Pos, Pos> back;

back.reserve (target.size () *5xd);

fr.push_back (make_pair (Pos (0, start, 0), 0));
unordered_map<Pos, int> dists;

dists.reserve (target.size () *5x*d);

while (!fr.empty()) {
Pos x = fr.front ().first;
int dd = fr.front () .second; fr.pop_front();
if (dd > d) continue;
if (dd > dists[x]) continue;
if (x.tp == target.size() && x.nod == end && x.sp == nodes[x.nod].size()) {
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vector<int> path;
Pos cp = x;
path.push_back (cp.nod) ;
while (back.count (cp)) {
Pos prev = backl[cp];
if (prev.nod != cp.nod) {
path.push_back (prev.nod) ;
}
cp = prev;
}
reverse (path.begin (), path.end());

for (int i = 0; 1 < path.size(); i++) {

printf (”%d%c”, path[i] + 1, i + 1 == path.size() ? ’\n’
}
return 0O;

}

if (x.sp < nodes[x.nod].size()) {
if (x.tp < target.size()) {
if (nodes[x.nod] [x.sp] == target[x.tp]) {
Pos nx(x.tp+l, x.nod, x.sp+l);
if (dists.count (nx) == || dists[nx] > dd) {
back [nx] = x;
fr.push_front (make_pair (nx, dd));
dists[nx] = dd;
}
} else {
Pos nx (x.tp+l, x.nod, x.sp+l);
if (dists.count (nx) == 0) {

back [nx] = x;
fr.push_back (make_pair (nx, dd+1));
dists[nx] = dd+1;

}
}
}

Pos nx(x.tp, x.nod, x.sp+l);

if (dists.count (nx) == 0) {
back [nx] = x;
fr.push_back (make_pair (nx, dd+1));
dists[nx] = dd+1;
} else {

for (int i = 0; i < g[x.nod].size(); it++) {
int nnod = glx.nod][i];
Pos nx (x.tp, nnod, 0);

if (dists.count (nx) == || dists[nx] > dd) {
back [nx] = x;
fr.push_front (make_pair (nx, dd));
dists[nx] = dd;
}
}
}
if (x.tp < target.size()) {

Pos nx(x.tp+l, x.nod, x.sp);
if (dists.count (nx) == 0) {

back [nx] = x;
fr.push_back (make_pair (nx, dd+1));
dists[nx] = dd+1;

}
}
}
printf ("-1\n");

L)



Vysledky krajskych kol kategorie B

V kategérii B sttaz konéi krajskym kolom. Na nasledujucich stranach uva-
dzame vysledky tohto kola v jednotlivych krajoch. Vysledky neboli koordino-
vané, je teda mozné, ze v roznych krajoch boli pouzité mierne odlisSné bodovacie
skaly. Uspesnymi riesitelmi tohto krajského kola st ti riesitelia, ktori ziskali as-
pon 10 bodov.

Banskobystricky kraj:

Meno Roc¢nik, skola 1. 2.3. 4. | X
1. Bial Bence 2 Gym. Filakovo | 8 10 2 7 | 27
2. Csernok Ladislav | 2 Gym. Filakovo | 2 2 0 5 9
Bratislavsky kraj:
Meno Roc¢nik, skola 1.2.3.4. | X
1. Vesela Simona 2 Gym. Jura Hronca BA | 2 6 4 7 | 19
2. Banhegyi Tomas | 2 Gym. Jura Hronca BA | 4 5 3 5 | 17
3. Kusik Lukas 2 Gym. Jura Hronca BA 223 7
Kosicky kraj:
Meno Roc¢nik, skola 1.2.3.4. | X
1. Michelova Henrieta | 2 Gym. Alejova KoSice | 2 8 2 7 | 19
Nitriansky kraj:
Meno Roc¢nik, skola 1.2.3.4. | X
1. Porubsky Michal | 2 SKS Nitra, Gym. sv. Cyrila a Metoda | 7 9 0 7 | 23
2. Varga Adam 2 SPSE Nové Zamky 3354115
3. Danis Tomas 2 SPSE Nové Zamky 0 2 4 6
Presovsky kraj:
Meno Roc¢nik, skola 1. 2. 3. 4. hX
1. Jurecko Dominik | 2 SPSE Presov 55 27|19
2. Jurasek Patrik 2 SPSE Presov 146011
3. Dujava Jozef 2 Gym. Konstantinova Presov | 1 2 6 0 9
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Trenciansky kraj:

Meno Roc¢nik, skola 1. 2. 3. 4. b
1. Hlava¢ Adam 2 Gym. Nedozerského Prievidza | 3 9 5 7 | 24
2. Balaz Lukas -1 Gym. Banovce nad Bebravou 5056 7|23
3. Stanik Michal -1 ZS Kubransks Trencin 450716
4. Knazovicky Marek | 2 Gym. Ludovita Stra Trenéin 1 6 7| 14
5. Kotlaba Lukas 2 Gym. Ludovita Stara Trenéin | 5 3 2 | 10
6. Arbet Jakub -1 ZS Kubransks Trencin 3 06 9
Liska Jakub 2 Gym. Ludovita Stara Trenéin | 0 2 0 7 9
Neuschl Toméas 2 Gym. Ludovita Stara Trenéin | 3 2 1 3 9
9. Zongor Milan 1 Gym. Ludovita Stura Trenéin | 5 2 7
10. Tupy Martin 2 Gym. Ludovita Sttra Trenéin | 4 0 4
11. Fabo Samuel 2 Gym. Ludovita Stara Tren¢in | 0 2 1 3
Trnavsky kraj:
Meno Roc¢nik, skola 1.2.3.4. | X
1. Sobkuliak Roman | 2 Gym. Hlohovec | 7 6 6 7 | 26
2. Korman Andrej 1 Gym. Hlohovec | 8 4 6 5 | 23
Zilinsky kraj:
Meno Roc¢nik, skola 1.2.3.4. | X
1. Majchrak Pavol | 2 SPS Kysucké Nové Mesto | 3 2 3 6 | 14
2. Bobenic¢ Jan 2 SPS Kysucké Nové Mesto | 4 3 5 0 | 12




Vysledky celostatneho kola kategorie A

Celostatne kolo kategdrie A sa v 29. ro¢niku Olympiady v informatike usku-

tocnilo v dnoch 26. az 29. marca v Bratislave, na pode Fakulty matematiky, fy-
ziky a informatiky Univerzity Komenského. NajlepSich Sestnéast rieSitelov bolo
vyhlasenych za tspe$nych a z nich najlepsSich sedem za vitazov celostatneho

kola.

Prvych 13 rieSitelov bolo pozvanych na vyberové stustredenie, kde dostali
prilezitost zabojovat o i¢ast na medzinarodnych sutaziach.

Meno Roc¢nik, skola 1. 2. 3. 4. 5. 6. hX

1. Batmendijn Eduard | 3. Cirk. gym. Stard Lubovna 8 10 10 10 10 10 | 58
2. Lipovsky Mario 4. Gym. Jura Hronca BA 810 810 4 5 | 45
3. Madaj Pavel 3. Gym. Nedozerského Prievidza | 8 6 41010 1 | 39
4. Ralbovsky Peter 2. Skola pre mim. nad. deti BA 7 61010 4 0 | 37
5. Ivan Lukas 4. Gym. Jura Hronca BA 79 510 4 0| 35
Truc Lam Bui 3. Gym. Grosslingova BA 1 91010 5 0| 35

7. Marko Alan 0. Gym. Nové Zamky 8 910 3 4 0 | 34
8. Kovacova Barbora 4. Skola pre mim. nad. deti BA 8 6 8 6 4 0| 32
Sladecek Michal 2. Gym. Varsavskéa Zilina 79 4 8 4 0| 32

10. Pokryvka Filip 4. Gym. Banovce nad Bebravou 8 6 310 4 0 | 31
11. Korbela Michal 4. Gym. Banovce nad Bebravou 6 6 410 4 0| 30
12. Havelka Jakub 4. Gym. Jura Hronca BA 8 4 8 3 4 0] 27
Sladek Samuel 2. Gym. Namestovo 8 0 510 4 0 | 27

14. Eckhaus Roébert 4. Gym. Konstantinova Presov 8 6 5 3 4 0] 26
Pall Juraj Eduard 4. Gym. Konstantinova Presov 6 6 7 3 4 0] 26

16. Vozarova Viktdéria 4. Gym. Jura Hronca BA 8 6 1 6 4 0|25
17. Matusak Filip 4. Gym. Namestovo 27 6 45 0] 24
18. Slivka Norbert 4. Gym. Tajovského B. Bystrica 5 6 4 4 4 0] 23
19. Kralik Mate;j 3. Gym. Jura Hronca BA 6 1 8 3 4 0] 22
Tkacik Maros 3. Gym. Michalovce 7 5 010 0 0| 22
21. Batoryova Jana 4. Gym. Alejova Kosice 6 3 4 4 4 0] 21
22. Liu Zhen Ning 3. Gym. Jura Hronca BA 8 3540 0] 20
Tesat Emanuel 2. Gym. B. S. Timravy Lucenec 5 6 2 3 4 0] 20
24. Bali Michal 3. Gym. Parovska Nitra 6 3 3 2 4 0| 18
25. Longa Marian 3. Gym. Jura Hronca BA 6 2 4 3 2 0] 17
26. Schonfeld Rébert 3. Gym. Postova Kosice 6 3 0 3 4 0|16
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Meno Roc¢nik, skola 1. 2. 3.4.5.6. >
27. Pancik Juraj 4. Gym. Tajovského B. Bystrica 500640 15
Sivon Michal 3. Gym. Paulinyho-Té6tha Martin | 8 3 0 4 0 0 | 15
29. Dargaj Jakub 4. Gym. Postova Kosice 35030011
30. Bohdal Ondrej 3. Gym. Jura Hronca BA 20422010
Sandalovd Michaela | 4. Skola pre mim. nad. deti BA 300340110
32. Sadlek Lukas 3. Gym. Cadca 6 00200| 8




Vysledky vyberového sustredenia

V dnoch 1. az 8. maja 2014 sa v Bratislave konalo vyberové stustredenie. O
ucast na medzinadrodnych akcidch na niom bojovalo najlepsich 13 riesitelov a rie-
siteliek celostatneho kola OI-A. Ako kazdy rok, najlepsi styria slovenski riesitelia
sa kvalifikovali na Medzinarodnii olympiddu v informatike. Na zaklade vybero-
vého sustredenia taktiez SK OI vybrala reprezentacny tim pre Stredoeurdpsku
olympiadu v informatike a pre pripravné Cesko-polsko-slovenské stretnutie.

V nasledujtcej tabulke st uvedené vysledky vyberového ststredenia. Stlpec
,Start” obsahuje body, s ktorymi sutaziaci zac¢inali (t.j. sicet bodov za celostatne
kolo OI a doméce tlohy).

Meno > Start St pi so  ne po ut st St

1. Eduard Batmendijn | 1026.0 99.0 | 61.0 140.0 150.0 58.0 151.0 147.0 150.0 70.0
2. Bui Truc Lam 540.7 72.2 | 50.0 66.0 80.5 44.5 82.5 5.5 70.5 69.0
3. Mario Lipovsky 491.5 68.0 [ 34.0 76.0 66.5 355 56.5 77.0 52.0 26.0
4. Michal Korbela 490.5 63.0 [ 46.0 80.0 66.0 43.5 75.0 46.0 60.0 11.0
5. Lukas Ivan 439.7 46.2 | 30.0 61.0 73.0 36.5 44.0 71.0 68.0 10.0
6. Pavel Madaj 423.5 43.0 | 18.0 91.5 46.5 32.0 585 42.5 61.5 30.0
7. Peter Ralbovsky 420.6 63.6 | 36.0 b57.5 57.0 50.0 70.5 8.0 60.5 17.5
8. Barbora Kovacova 417.0 55.0 | 13.5 75.0 62.5 43.5 41.5 52.0 44.5 29.5
9. Jakub Havelka 346.0 36.0 [ 34.0 56.5 25.0 36.5 255 47.0 33.5 52.0
10. Michal Sladecek 333.7 52.2 | 25.0 5H7.5 46.0 45.5 39.0 5.5 48.5 14.5
11. Samuel Sladek 271.0 41.0 | 11.0 54.0 36.5 23.5 44.5 14.0 41.5 5.0
12. Filip Pokryvka 270.3 46.8 | 31.0 29.0 44.5 26.5 41.5 18.0 25.0 8.0
13. Alan Marko 255.5 53.0 | 14.0 44.0 36.0 41.5 31.5 6.5 22.0 7.0

Za vyzdvihnutie stoji vykon Eda Batmendijna, ktory ziskal vyse 96% moz-
nych bodov a zanechal zvysok Startového pola daleko za sebou.



Medzinarodné pripravné sustredenie v Davose

Vdaka blizkej spolupraci medzi ndrodnymi olympiddami v informatike na
Slovensku a vo Svajc¢iarsku mali aj tento rok vybrani riesitelia KSP a OI moznost
zucastnit sa pripravného sustredenia vo $vajc¢iarskom Davose, a to v dnoch 10.
az 14. februara 2014. Sustredenia sa tiez zuCastnili delegacie z Izraelu a Ruska.
V prvej tabulke uvadzame vysledky dlhodobej sttaze, ktord prebiehala pocas
celého sustredenia.

Meno kraj. | dayl day2 day3 day4 >

1. Tom Kalvari ISR 440 450 500 385 | 1775
2. Petr Smirnov RUS 380 400 425 299 | 1504
3. Ohad Klein ISR 290 370 400 324 | 1384
4. Mério Lipovsky SVK | 240 380 306 303 | 1229
5. Michal Korbela SVK | 340 240 300 237 | 1117
6. Ron Ryvchin ISR 240 226 346 265 | 1077
7. Anna Nikiforovskaya RUS 300 202 300 249 | 1051
8. Bui Truc Lam SVK | 160 280 346 238 | 1024
9. Emanuel Tesar SVK 220 220 240 243 | 923
10. Benjamin Schmid SUI 240 160 260 234 | 894
11. Mikhail Anoprenko RUS 220 160 240 245 | 865
12. Timon Stampfli SUI 200 156 280 200 | 836
13. Ian Boschung SUI 155 120 220 226 | 721
14. Alexander Morozov RUS 140 210 140 226 | 716
15. Fabian Lyck SUI 130 148 140 236 | 654
16. Kevin De Keyser SUI 120 120 200 160 | 600
17. Raphael Fischer SUI 75 92 198 208 | 573
18. Lorenz Widmer SUI 200 52 98 214 | 564
19. Ramy Massalha ISR 75 52 198 200 | 525
20. Kasimir Tanner SUI 120 64 178 108 | 470
21. Joél Mathys SUI 160 58 100 128 | 446
22. Zheng Chen Man SUI 50 24 98 138 | 310
23. Mugeeb Al-Rah Hassan SUI 0 16 156 100 | 272
24. Elias Boschung SUI 20 34 88 128 | 270




V druhej tabulke uvddzame vysledky jednokolovej stutaze ,,Davos Cup®.

MEDZINARODNE PRIPRAVNE SUSTREDENIE V DAVOSE

Meno kraj. | al.1 al.2 al.3 al4 | >

1. Tom Kalvari ISR 100 100 100 100 | 400
Petr Smirnov RUS 100 100 100 100 | 400

3. Ohad Klein ISR 100 100 60 100 | 360
4. Ron Ryvchin ISR 100 100 60 40 | 300
5. Mario Lipovsky SVK | 100 100 40 40 | 280
6. Mikhail Anoprenko RUS 100 100 20 20 | 240
Michal Korbela SVK | 100 100 20 20 | 240
Alexander Morozov RUS 100 100 20 20 | 240
Emanuel Tesar SVK | 100 100 0 40 | 240

10. Benjamin Schmid SUI 100 70 20 40 | 230
11. Fabian Lyck SUI 100 60 20 40 | 220
Anna Nikiforovskaya RUS 100 100 20 - | 220

13. Lorenz Widmer SUI 100 90 - 20| 210
14. Bui Truc Lam SVK | 100 100 0 - | 200
Kevin De Keyser SUI 100 100 0 - | 200
Raphael Fischer SUI 100 100 0 - 1 200
Ramy Massalha ISR 100 100 - - | 200
Timon Stampfli SUI 100 100 - 0| 200

19. Ian Boschung SUI 100 70 - - | 170
20. Kasimir Tanner SUI 100 20 0 0| 120
21. Joél Mathys SUI 20 70 - 0] 90
22. Elias Boschung SUI 60 0 0 20| 80
23. Mugeeb Al-Rah Hassan SUI - - - 20| 20
24. Zheng Chen Man SUI 0 - -0 0

145



1. vySehradské pripravné sustredenie

Po pétnéstich rokoch cesko-polsko-slovenskych pripravnych ststredeni sa
hlavne zasluhou slovenskych organizatorov tato akcia opit rozrastla. V dinioch
28. 6. az 6. 7. sme v DaniSovciach privitali delegécie z Ciech, Polska a po pr-
vykrat aj z Madarska. Pocas pripravného sustredenia absolvovali stutaziaci az
Sest sutaznych dni. Celkovym vitazom pripravného stustredenia sa stal Slovak:
Eduard ,Baklazan®“ Batmendijn. Podrobné vysledky uvadzame v tabulke.

meno kraj. | d.1 d2 d.3 d.4 d.5 d.6 >

1. Eduard Batmendijn SVK | 280 259.50 340 300.0 300.0 230 | 1709.50
2. Jarostaw Kwiecien = POL | 260 196.37 300 200.0 200.0 300 | 1456.37
3. Stanistaw Barzowski POL | 200 184.21 240 300.0 180.0 233 | 1337.21
4. Michat Glapa POL | 200 194.98 200 200.0 200.0 290 | 1284.98
5. Maciej Holubowicz POL | 280 164.52 200 140.0 167.5 200 | 1152.02
6. Jan-Sebastian Fabik CZE | 200 164.14 150 156.5 180.0 163 | 1013.64
7. Martin Raszyk CZE | 240 120.00 43 173.0 237.5 163 976.50
8. Jan Tabaszewski POL 0 153.59 173 200.0 212.5 230 969.09
9. Albert Citko POL 40 151.70 200 200.0 237.5 110 939.20
10. Michal Korbela SVK | 140 148.26 100 240.0 142.5 163 933.76
11. Weisz Ambrus HUN | 160 152.59 83 249.5 142.5 130 917.59
12. Erd6s Marton HUN 60 129.54 133 200.0 82.5 110 715.04
13. Somogyvari Kristof HUN | 140 146.90 175 40.0 82.5 100 684.40
14. Pavel Madaj SVK | 140 134.46 140 20.0 &87.5 63 584.96
15. Ondrej Hiibsch CZE | 180 143.19 33 56.5 100.0 63 575.69
16. Michal Sladecek SVK | 120 46.99 63 73.0 102.5 163 568.49
17. Székely Szilveszter =~ HUN 80 80.30 50 143.0 112.5 100 565.80
18. Mernyei Péter HUN | 100 81.74 50 153.0 52.5 120 557.24
19. Zarandy Almos HUN | 140 46.99 50 120.0 142.5 50 549.49
20. Peter Ralbovsky SVK | 100 102.57 73 0.0 65.0 163 503.57
21. Vaclav Rozhon CZE | 140 126.75 33 40.0 110.0 30 479.75
22. Mat¢j Konecny CZE 60 120.00 0 173.0 20.0 63 436.00
23. Dominik Smrz CZE | 140 20.00 10 120.0 112.5 0 402.50
24. Alan Marko SVK 0 106.90 33 0.0 70.0 130 339.90




Stredoeuropska olympiada v informatike

V roku 2014 sa Stredoeurdpska olympiada v informatike (CEOI) konala v
nemeckom meste Jena v dnioch 18. az 24. juna. Okrem c¢lenskych krajin CEOI
(Ceska, Slovenska, Polska, Madarska, Nemecka, Rumunska a Chorvatska) sa
sutaze zacastnil aj pozvany tim zo Svajéiarska a tim reprezentujtci ,,doméacu®
nemeck spolkovi republiku Durinsko (Thiiringen).

Slovensko na CEOI 2014 reprezentovali styria stredoskolaci: Michal Bui Truc
Lam (Gym. Grosslingova Bratislava), Lukas Ivan (Gym. Jura Hronca Brati-
slava), Michal Korbela (Gym. Banovce nad Bebravou) a Pavel Madaj (Gym.
Nedozerského Prievidza).

Nasu delegéciu na tejto sutazi viedli doc. RNDr. Gabriela Andrejkova, CSc.
(PF UPJS v Kogiciach), RNDr. Rastislav Krivos-Bellus, PhD. (PF UPJS v
Kosiciach) a ako pozorovatel sa ztcastnil Mgr. Vladimir Boza (FMFI UK v
Bratislave).

VSetci Styria nasi sutaziaci sa domov vratili s medailami. Ich podrobné vy-
sledky uvadzame v tabulke.

poradie a meno 1. den 2. den >~ | medaila
9. Lukas Ivan 100 100 27 | 100 0 0| 327 | striebro
17. Pavol Madaj 20 100 37 0 100 O | 257 | bronz
19. Michal Korbela 100 0 0100 35 0| 235 | bronz
21. Michal Bui Truc Lam | 100 0 100 30 0 0] 230 | bronz




Medzinarodna olympiada v informatike

Uz dvadsiaty Siesty roc¢nik Medzinarodnej olympiady v informatike uvital
Taipei, hlavné mesto Taiwanu. Stvorica slovenskych sttaziacich sice tento rok
na zlato nedosiahla, napriek tomu vsak podala kvalitné vykony a ani tento rok sa
v medzinarodnej konkurencii nestratila. ISlo o doteraz najviacsiu Medzinarodna
olympiddu v informatike: ztcastnilo sa jej 311 stutaziacich z 81 krajin

Slovensko tento rok ako sutaziaci reprezentovali Eduard Batmendijn z Cir-
kevného gymnazia sv. Mikulasa v Starej Lubovni, Bui Truc Lam z Gymnaézia
na Grosslingovej ulici v Bratislave, Michal Korbela z Gymnéazia v Banovciach
nad Bebravou a Mario Lipovsky z Gymnazia Jura Hronca v Bratislave.

Ako veduci sa vypravy zucastnili RNDr. Andrej Blaho, PhD. a RNDr. Mi-
chal Forisek, PhD. (obaja FMFI UK). V hlasovani na zasadnuti lidrov krajin
bol Michal Forisek zvoleny na nasledujiice tri roky do medzindrodnej odborne;j
komisie. Tato komisia ma na starosti odbornt stranku sutaze vratane vyberu
sutaznych tloh.

Kompletné vysledky nasich sutaziacich uvadzame v nasledujucej tabulke.

Meno 1. den 2. den > | medaila

Eduard Batmendijn | 30 100 100 | 100 100 7 | 437 | 34. miesto, striebro
Bui Truc Lam 56 32 100 | 100 46 47 | 381 | 57. miesto, striebro
Mario Lipovsky 30 100 100 55 61 23 | 369 | 63. miesto, striebro
Michal Korbela 56 32 42 75 35 47 | 287 | 111. miesto, bronz
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