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O priebehu 23. roénika Olympiady v informatike

Dvadsiaty treti ro¢nik Olympiady v informatike (OI) bol zaroven jej druhym
ro¢nikom v ,novom Sate* — predchadzajucich 21 rokov fungovala tato sutaz pod
hlavickou Matematickej olympiady ako kategoria P.

Podobne ako v minulom ro¢niku, aj v tomto prebehla sttaz v dvoch kategé-
ridch. V oboch kategériach sa uskutocnilo domace a krajské kolo. kategorii B,
ktora je urcena pre prvakov a druhakov klasickych stvorroc¢nych strednych skol,
stutaz tymto kolom skoncila. V kategdrii A boli najlep$i riesitelia krajskych kol
pozvani na celostatne kolo, ktoré sa uskutocnilo v Banskobystrickom kraji — v
krasnej obci Hronec, kde zaé¢ina Ciernohronska Zeleznica.

Najlepsi riesitelia kategdrie A boli nasledne pozvani na tyzdnové vyberové
sustredenie, kde sa urcila reprezentacia Slovenska na medzinarodnych sutaziach
— Stredoeurépskej olympidde v informatike (CEOI) v nemeckych Drazdanoch a
Medzinarodnej olympiade v informatike (IOI) v egyptskej Kahire.

Na celoslovenskej tirovni sa pocas celého ro¢nika o plynuly chod OI starala
Slovenska komisia OI v nasledujicom zloZeni:

e doc. RNDr. Gabriela Andrejkova, CSc.,
predsedkyna, UI PF UPJS, Kosice

e RNDr. Michal Forisek, podpredseda, KI FMFI UK, Bratislava
e RNDr. Andrej Blaho, FMFI UK, Bratislava

e Mgr. Juliana Lipkova, FMFI UK, Bratislava

e Bc. Jan Katreni¢, PF UPJS, Kosice

e Bc. Lukas Polacek, FMFI UK, Bratislava

e PaedDr. Miloslava Sudolska, PhD.,
KI FPV UMB, krajska predsedkyna pre BB

e RNDr. Eva Hanulova, Gym. J. Hronca, krajska predsedkyna pre BA

e RNDr. Rastislav Krivos-Bellus,
Ustav informatiky PF UPJS, krajsky predseda pre KE

e prof. Ing. Veronika Stoffova, CSc.,
KI PF UJS, krajska predsedkyna pre NR
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e Mgr. Maria Majherova, Ph.D.,
Katedra matematiky FHPV PU, krajskd predsedkyna pre PO

Ing. Andrea Julény, KI FMech TnUAD, krajska predsedkyna pre TN
Mgr. Blanka Thomkova, Gym. Jana Hollého, krajska predsedkyna pre TT
e RNDr. Peter Varsa, Ph.D., KI FRI ZU, krajsky predseda pre ZA

Samozrejme, OI by nemohla fungovat bez mnohych dalSich Tudi — ¢i uz
Ing. Toméasa Lucenica z IUVENTY, ktory neinavne zabezpecuje organizac¢ni
stranku sttaze, dobrovolnikov z Korespondencéného seminéra z programovania,
ktori pracuju v ulohovej komisii, zabezpecuju po technickej stranke celostatne
kolo a vyberové sustredenie, studentov a pedagdgov, ktori v ramci krajskych
komisii vyhodnocuju sttazné rieSenia, pracovnikov na krajskych skolskych tra-
doch a v centrach volného ¢asu, a samozrejme v prvom rade ucitelov strednych
skol, ktori si aj v dne$nej dobe dokdzu najst ¢as a chut na pracu s nadanymi
ziakmi.

Michal Forisek, podpredseda SK OI



Zadania domaceho kola kategodrie A

A-I-1 O zdanlivom kopci

Misko a Jozko sa chystali na vylet. Vymysleli si trasu, kadial spolu p6jdu,
potom kazdy vytiahol svoju mapu a zacal si trasu pozerat. Niektoré body, cez
ktoré trasa viedla, mali na mapach zapisanii nadmorska vysku.

»,To je zaujimavé,”“ povedal po chvili Migko. ,Ked sa pozeram len na nad-
morské vysky bodov, cez ktoré péjdeme, vyzera to, ze ideme len cez jeden kopec:
najskor hore, potom dole.*

»Ale kdeze, to nie je pravda.“ zadivil sa Jozko.

Netrvalo dlho, kym zistili, kde vznikol problém: mali rézne presné mapy.
Niektoré vysky, ktoré boli na Jozkovej mape vyznacené, na Miskovej chybali.

Stutazna tloha:
Napiste program, ktory dostane na vstupe zoznam vysok na Jozkovej mape
a zisti, kolko najviac z nich mdze byt vyznacenych aj na Miskovej mape.

Format vstupu:

Prvy riadok vstupu obsahuje jedno celé ¢islo N (1 < N < 100000) — pocet
takych bodov na trase vyletu, ktoré maju na Jozkovej mape vyznacent nad-
morsku vysku.

Dalsie riadky obsahuju dokopy N celych ¢&isel z rozsahu 1 az 1000000 000
— nadmorské vysky uvedenych bodov (v nejakych vam neznamych jednotkach).
Vysky st uvedené v poradi, v akom na trase nasleduju.

Format vystupu:

Vystup mé obsahovat jediny riadok a v nom jediné celé ¢islo K — najvicsi
pocet vysSok, ktoré mohli byt vyznacené na Miskovej mape.

Ak a1, ..., ax st vysky vyznacené na Miskovej mape, musia spliat nasledu-
jucu podmienku: pre nejaké = z mnoziny {1, ..., K} musi platit:

ViE{l,...,LIJ—l}; a; < ai+1 N ViE{LE,...,K—l}; a; > ai41
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Priklad:
Vstup Vystup

12 9

112 247 211 209 244

350 470 510 312 215

117 217

Jedna moznost ako mohli vyzerat
vysky na Miskovej mape: 112, 211,
244, 350, 470, 510, 312, 215, 117.

Pomalsie riesenia:
Maximalne 7 bodov: Rieste t1 istt tlohu pre N < 1000.
Maximalne 4 body: Rieste t1 ista tlohu pre N < 20.

A-I-2 Rezervacie miesteniek

,V horach sa naslo zlato!“ Sepkali si Tudia po celej krajine uz niekolko tyz-
dnov. Dobrodruznejsie povahy si uz balili veci a smerovali priamo do hoér, do
legendami opradenej oblasti pysiacej sa menom Vysna Klondika.

Ked vsak Klondiku zaplavila vlna novych zlatokopov, nastal neGakany prob-
lém. Jediny miestny vlacik, ktory na Klondike mali, odrazu byval tak preplneny,
ze sa don polovica zaujemcov ani nezmestila. A nedivte sa, ze zlatokopa, ktory
sa zenie za ¢o najvyhodnejsou parcelou, takéto nieco poriadne nazlosti.

Ked to uz vyzeralo, ze onedlho pride na kazdej stanici ku krviprelievaniu,
dostali Zelezniciari spasonosny napad. Budi na vlac¢ik predavat miestenky.

Stutazna tloha:

Napiste program, ktory bude spractvat rezervacie miest na jednu jazdu
vlaku. Trat vlaku ma N + 1 stanic, ktoré si v poradi, v akom na trati lezia,
ocislujeme od 0 po N. Vo vlaku je M miest, medzi kazdou dvojicou po sebe
nasledujucich stanic teda vie previezt najviac M zlatokopov.

V&s program bude mat postupne spracovat niekolko poziadaviek na rezerva-
ciu miest. Kazda poziadavka je tvaru ,,x Iudi chce ist zo stanice y na stanicu z“.
Ak este je na kazdom tiseku trate medzi stanicami y a z vo vlaku este aspon x
miest volnych, mé vas program takuto poziadavku prijat, inak ju mé odmietnut.

Format vstupu:
Prvy riadok vstupu obsahuje tri celé ¢isla N, M a P (1 < N, M, P < 100 000)
— pocet usekov trate, pocet miest vo vlaku a pocet poziadaviek o rezervaciu.
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Nasleduje P riadkov. Kazdy z nich popisuje jednu poziadavku v poradi, v
akom prisli do systému. Presnejsie, i-ty z tychto riadkov obsahuje tri celé ¢isla
Ty Yi, z; oddelené medzerami (1 < x; < M, 0 < y; < z; < N). Vyznam tychto
hodndét bol popisany vyssie.

Format vystupu:

Pre kazdu poziadavku vypiste jeden riadok a v nom bud retazec ,prijata“,
ak dant poziadavku bolo eSte mozné splnit, alebo retazec ,,odmietnuta“, ak uz
vo vlaku nebolo dost volnych miest.

Priklad:
Vstup Vystup
4 6 6 prijata
214 prijata
213 odmietnuta
324 odmietnuta
312 prijata
6 01 prijata
4 3 4

Po prijati prvych dvoch poziadaviek vieme, ze v uisekoch medzi stanicami
1 a2 amedzi 2 a3 uz budi len dve volné miesta. Preto musime odmietnut
nasledujuce dve trojc¢lenné skupiny, ktoré chcu cestovat aj na tychto usekoch
trate. Posledné dve poziadavky opidt mozeme splnit. U prvej je to zjavné, u
druhej nam v stanici 3 vystupi dost ludi na to, aby sa na posledny tsek trate
uvolnili presne tie potrebné Styri miesta.

Pomalsie riesenia:

Maximalne 7 bodov: Rieste pévodnu ulohu pre N < 10000, s tym, Ze navyse
mozete predpokladat, Ze pre priblizne 99% poziadaviek zo vstupu bude odpoved
,odmietnuta“.

Maximalne 4 body: Rieste pévodnu tlohu pre N < 100.

A-I-3 Fibonacciho sustava

Fibonacciho postupnost vyzera nasledovne:

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, . ..
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Zostrojit ju vieme tak, ze prvé dva ¢leny st 0 a 1, kazdy nasledujtci je suc¢tom
dvoch predchadzajtcich. Matematicky zapisané:

o = 0
=1
Fn—|—2 = Fn_|_1 + Fn (Vn > O)

Pozrime sa teraz na to, ako funguja pozicné ciselné sustavy. Pozicna ¢iselna
stustava je uréend dvoma tdajmi: mnozinou pouZzivanych cifier a postupnostou,
ktora udava pre kazdu poziciu hodnotu, ktorou sa prislusna cifra nasobi.

Napriklad nasa desiatkova stustava pouziva mnozinu cifier {0,1,2,...,9} a
jednotlivé pozicie v ¢isle maji hodnoty (sprava dolava) 1, 10, 100, 1000, ...

Fibonacciho ¢iselnad sustava je pozi¢na c¢iselna sustava, ktora pouziva len
cifry 0 a 1 a v ktorej st hodnoty jednotlivych pozicii Fibonacciho ¢isla (zac¢inajic
od F, = 1). Teda napr. zapis 10011 vo Fibonacciho ststave predstavuje ¢islo
1-8+0-54+0-3+1-2+1-1=11.

Na rozdiel od beznych stustav, vo Fibonacciho stistave nemaja niektoré ¢isla
jednoznacny zapis. Napr. aj zapis 10100 predstavuje ¢islo 11.

Stutazna tloha:

a) (3 body) Zépis ¢isla vo Fibonacciho stustave volame pekny, ak sa v nom
nevyskytuji dve po sebe idice jednotky. Dokazte, ze kazdé prirodzené
¢islo mé vo Fibonacciho stistave prave jeden pekny zapis. Napiste program,
ktory zo vstupu nacita prirodzené ¢islo IV a vypise jeho pekny zapis.

b) (7 bodov) Napiste program, ktory pre dané k, A a B spo¢ita, kolko ¢isel
z mnoziny {A, A+ 1,..., B} méa v peknom zapise prave k jednotiek.

Format vstupu:
V podilohe a) je na vstupe jediné prirodzené ¢islo N (1 < N < 1000 000 000).
V podilohe b) st na vstupe tri prirodzené ¢isla k, A a B (1 < k < 30,
1 <A< B<1000000000).

Format vystupu:

V poduilohe a) vypiste jeden riadok a v fiom refazec nul a jednotiek, pred-
stavujici pekny zapis cisla V.

V podtlohe b) vypiste jeden riadok a v iom jedno celé ¢islo — pocet ¢isel v
zadanom intervale, ktoré maji v peknom zapise prave k jednotiek.
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Priklady pre podulohu a):

Vstup Vystup
11 10100

Vstup Vystup
174591 1010001000000000100010010

Priklady pre podualohu b):
Vstup Vystup

14 13 3

Pre k = 1 je vystupom pocet Fibonacciho ¢isel v danom rozsahu. V zadanom
rozsahu lezia Fibonacciho cisla 5, 8 a 13.

Vstup Vystup
2 4 13 6

Vstup Vystup
10 102000 103000 86

Pomalsie rieSenia:
Maximalne 2 body za ¢ast b):
Rieste povodnu tlohu navyse s podmienkou |B — A| < 100 000.

A-I-4 Prekladacie stroje

V tomto ro¢niku olympiddy sa budeme v teoretickej tlohe stretavat s pre-
kladacimi strojmi. V studijnom texte uvedenom za zadanim tejto tilohy st tieto
stroje popisané.

Stutazna uloha:

a) (1 bod) Vsimnite si prekladacie stroje B a C' z prikladov v Studijnom
texte. Tieto dva stroje zjavne robia preklad ,,opa¢nymi smermi“. Dalo by
sa preto oc¢akévat, ze plati nasledujice tvrdenie:

Nech M je Iubovolna (aj nekone¢né) mnozina, ktorej kazdy prvok je nejaky
refazec pismen a, e a i. Potom C(B(M)) = M.
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Slovne: Ked zoberieme mnozinu M, prelozime ju pomocou B a vysledok
prelozime pomocou C, dostaneme pé6vodni mnozinu.

Ak toto tvrdenie naozaj plati, dokazte ho. Ak nie, najdite protipriklad.

b) (1 bod) To isté ako v predchadzajicej podulohe, len M obsahuje retazce
tvorené znakmi = a e a zaujima nas, ¢i musi platit B(C'(M)) = M.

c) (3 body) Hovorime, ze retazec je zaujimavy, ak obsahuje len pismend a
a b, pricom pismen a je dvakrat viac ako pismen b. Nech X je mnozina
vSetkych zaujimavych retazcov. Teda napr. aaabab € X, ale baba & X.

Nech Y je mnozina vSetkych retazcov, ktoré obsahuji najskor niekolko

pismen a a za nimi trikrat tolko pismen b. Teda napr. abbb € Y, ale
aaabab ¢ Y .

Zostrojte prekladaci stroj, ktory prelozi X na Y.

d) (5 bodov) Na zac¢iatku mame mnozinu M, ktora obsahuje prave vsetky

retazce z pismen a, b, ktoré obsahuji rovnako vela pismen a ako b. Teda
napr. abbbaa € M, ale aabab & M, .

Nové mnoziny mézeme zostrojovat nasledovnymi operaciami:

— prekladom nejakej uz zostrojenej mnoziny nejakym strojom
(mdZeme pouzit zakazdym iny stroj)

— zjednotenim dvoch uz zostrojenych mnozin

— prienikom dvoch uz zostrojenych mnozin

Na ¢o najmenej operacii zostrojte mnozinu GG, ktora obsahuje prave vsetky
retazce, kde je najskor niekolko pismen a, potom tolko isto b, a nakoniec
tolko isto c¢. Teda napr. aabbcec € G, ale abce € G, a ani bac € G.

Studijny text

Prekladaci stroj je stroj, ktory dostéava ako vstup retazec znakov. Tento
retazec postupne ¢ita a podla vopred zvolenej sady pravidiel (teda svojho prog-
ramu) obcas nejaké znaky zapiSe na vystup. Po tom, ako stroj spracuje cely
vstupny retazec a tispesne skonéi vypocet, zoberieme retazec znakov zapisany
na vystup a nazveme ho prekladom vstupného retazca.

Vypocet stroja nemusi byt jednoznac¢ne uréeny. Inymi slovami, sada pravidiel
moze niekedy stroju umoznit rozhodnit sa. V takomto pripade sa moze stat, Ze
niektory retazec bude mat viac réznych prekladov.
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Naopak, modze sa stat, ze v nejakej situécii sa podla danej sady pravidiel
nebude dat v preklade pokracovat vobec. V takomto pripade sa mozZe stat, Ze
niektory refazec nebude mat vobec ziadny preklad.

Formalnejsia definicia prekladacieho stroja:

Kazdy prekladaci stroj pracuje nad nejakou vopred zvolenou kone¢nou mno-
zinou znakov. Tato budeme volat abeceda a znacit . V sutaznych tlohach
bude vzdy ¥ znadma zo zadania tlohy. Abeceda nikdy nebude obsahovat znak
$, ten budeme pouzivat na oznacenie konca vstupného retazca.

Stroj si moze pocas prekladu retazca pamiitat konecne velkt informéciu.
Formalne toto definujeme tak, ze stroj sa v kazdom okamihu prekladu naché-
dza v jednom z konecne vela stavov. Nutnou stcastou programu prekladacieho
stroja je teda nejaka koneénd mnozZina stavov, v ktorych sa moze nachadzat.
Tato mnozinu oznac¢ime K. Okrem samotnej mnoziny stavov je taktiez potrebné
uviest, v ktorom stave sa stroj nachadza na zaciatku kazdého prekladu. Tento
stav budeme volat zadiatoény stav.

Program stroja sa bude skladat z kone¢ného poc¢tu prekladovych pravidiel.
Kazdé pravidlo je Stvorica (p, u,v, q), kde p,q € K st nejaké dva stavy a u, v su
nejaké dva retazce znakov z abecedy X.

Stavy p a ¢ mdzu byt aj rovnaké. Retazec u moze ako svoj jediny znak
obsahovat znak $. Refazce u a v mozu byt aj rovnaké a mozu byt aj prazdne.
Aby sa program lahsie ¢ital, budeme namiesto prazdneho retazca pisat e.

Vyznam takéhoto pravidla je nasledujuci: ,,Ak je stroj prave v stave p a ne-
precitand cast vstupu zacina refazcom u, moze tento retazec zo vstupu preéitat,
na vystup zapisat retazec v a zmenit stav na ¢.“ VSimnite si, ze pravidlo tvaru
(p,e,v,q) mozeme pouzit vzdy, ked sa stroj nachddza v stave p, bez ohladu na
to, aké znaky eSte zostavaju na vstupe.

Este potrebujeme povedat, kedy preklad tspesne skonéil. V prvom rade bu-
deme vyzadovat, aby prekladaci stroj doc¢ital cely vstupny retazec. Okrem toho
umoznime stroju ,povedat, ¢i sa mu preklad podaril alebo nie. Toto spravime
tak, ze niektoré stavy stroja nazveme ukoncovacie stavy. Mnozinu ukoncova-
cich stavov budeme znacit F.

Uplne formalna definicia prekladacieho stroja:

Prekladaci stroj je usporiadana pitica (K, X, P, qo, F'), kde ¥ a K st konecné
mnoziny, qo € K, FF C K a P je konecnd mnozina prekladovych pravidiel
popisanych vyssie. PresnejSie, nech ¥* je mnozina vSetkych retazcov tvorenych
znakmi zo X3, potom P je koneénd podmnozina mnoziny K x (X*U{$})x X*x K.
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(Pre kazdé ¢ € K budeme mnozinu pravidiel, ktorych prva zlozka je ¢, volat
sprekladové pravidla zo stavu ¢“.)

Ak teda chceme definovat konkrétny prekladaci stroj, musime uviest vset-
kych pit vyssie uvedenych objektov.

Ked uz mame definovany konkrétny stroj A = (K, X, P, qo, F'), mdzeme de-
finovat, ako tento stroj preklada konkrétny retazec. Povieme najskor formélnu
definiciu, potom ju slovne vysvetlime.

Mnozina platnych prekladov retazca u prekladacim strojom A je:

A(u):{ v ’ In>0; J(p1,u1,v1,71)s .-y (P, Un, U, ) € P
(ViE{l,...,n—l}; 7“¢=p¢+1) ANpr=qyo N rn€F A
ATk >0 wqug...u, =u$...$ A fvlfvg...vn:v}
k

Definicia hovori, kedy je retazec v prekladom retazca u. Vysvetlime slovne
vyznam jednotlivych riadkov definicie:

e Prvy riadok hovori, Ze aby sa dalo u prelozit na v, musi existovat nejaka
postupnost prekladovych pravidiel, ktort pri tomto preklade pouZijeme.
Zvysné dva riadky popisuji, ako tato postupnost musi vyzerat.

e Druhy riadok zabezpecuje, aby stavy v pouzitych pravidlach boli spravne:
Prvé pravidlo musi byt pravidlom zo zaciato¢ného stavu, kazdé dalSie pra-
vidlo musi byt pravidlom z toho stavu, do ktorého sa stroj dostal pouzitim
predchadzajiceho pravidla.

Navyse stav, v ktorom bude stroj na konci vypocétu, musi byt ukoncéovaci.
e Posledny riadok hovori o retazcoch, ktoré stroj pri pouziti dotyénych pre-
kladovych pravidiel precita a zapise.

Retazec, ktory pri pouziti tychto pravidiel stroj precita zo vstupu, musi
byt naozaj zadany retazec u, pripadne sprava doplneny vhodnym poc¢tom
znakov $.

Retazec, ktory stroj zapise na vystup, musi byt presne retazec v.
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Na éo budeme pouZivat prekladacie stroje?:
Nam budi prekladacie stroje sluzit na preklad jednej mnoziny retazcov na
in mnozinu retazcov. Ak A je prekladaci stroj a M C X* nejakd mnozina

retazcov, tak preklad mnoziny M strojom A je mnozina A(M) = |J A(u).
ue M
Inymi slovami, vyslednt mnozinu A(M) zostrojime tak, ze zoberieme vsetky

retazce z M a pre kazdé z nich dame do A(M) vSetky jeho platné preklady.

Priklad 1:

Majme abecedu 3 = {0, ...,9}. Nech M je mnozina vSetkych tych retazcov,
ktoré predstavuju zapisy kladnych celych cisel v desiatkovej ststave. Zostrojime
prekladaci stroj A, pre ktory bude platit, Zze prekladom tejto mnoziny M bude
mnozina zapisov vSetkych kladnych celych ¢isel, ktoré su delitelné tromi.

Riesenie:

Najjednoduchsie bude jednoducho vybrat z M tie ¢isla, ktoré su delitelné
tromi. Na§ prekladaci stroj bude kopirovat cifry zo vstupu na vystup, pricom
si bude v stave pamiitat, aky zvysok po deleni tromi déva doteraz precitané
(a zapisané) ¢islo. Ak je po docitani vstupu v stave zodpovedajicom zvysku 0,
prejde do ukoncovacieho stavu.

Forméalne A bude pitica (K, X%, P,0, F'), kde K = {0,1,2,end}, F = {end}
a prekladové pravidla vyzeraja nasledovne:

P = {(a:,y,y,z) x€{0,1,2} Ny € ¥ A z = (10x+y) mod 3} U {(O,$,€,end)}

Priklad 2:

Majme abecedu ¥ = {a, e, i, e, =}. Zostrojime prekladaci stroj B, pre ktory
bude platit, Ze prekladom ITubovolnej mnoziny M, ktord obsahuje len retazce z
pismen a, e a i, bude mnozina tych istych refazcov v morzeovke (bez oddelovacov
medzi znakmi). Zapisy nasich pismen v morzeovke st nasledujice: a je @ =, ¢
je ® a i je oo,

Napriklad mnozinu M = {ae, eea,ia} by nas stroj mal prelozit na mno-
zinu {e = o e e ¢ =} (Vsimnite si, Ze refazce eea a ia maji v morzeovke bez
oddelovacov rovnaky zapis.)

Riesenie:
Prekladaci stroj B bude jednoducho ¢itat vstupny retazec po znakoch a
zakazdym zapise na vystup kéd precitaného znaku.
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Formalne B bude piitica (K,%, P,Q, F), kde K = {Q}, F = {Q} a prekla-
dové pravidla vyzerajua nasledovne:
P={(Q,a,0e=,0), (V,e,0,Q), (V,i,00, O)}
V&imnite si, Ze nepotrebujeme explicitne kontrolovat, ¢i sme na konci vstupu.
Totiz pocas celého prekladu sme v ukoncovacom stave, a teda akonahle preci-
tame posledny znak zo vstupu, je zapisany preklad platny.

Priklad 3:

Majme abecedu ¥ = {a, e, i, e, =}. Zostrojime prekladaci stroj C, pre ktory
bude platit, Ze prekladom Iubovolnej mnoziny M, ktora obsahuje len retazce zo
znakov e a ==, bude mnozina vSetkych retazcov z pismen a, e a i, ktoré ked
zapiSeme v morzeovke (bez oddelovacov medzi znakmi), dostaneme retazec z M.
Napr. mnozinu M = {e = e e e e =} by nas stroj mal prelozit na {ae, eca,ia}.

Riesenie:

N&asmu prekladaciemu stroju ddme moznost sa v kazdom okamihu prekladu
rozhodnit, Ze ide ¢itat kdd nejakého pismena a zapisat na vystup toto pismeno.
Potom kazdej moznosti, ako rozdelit vstupny retazec na kddy pismen, bude
zodpovedat jeden platny preklad.

Forméalne C' bude pética (K, X%, P,$, F), kde K = {$}, F = {{} a prekla-
dové pravidla P = {({, e =,a, ), (O,e,e,0), (O, 00,4, 5)}.

Ako priklad si ukdzeme, ako mohol prebiehat preklad retazcov z vyssie uve-
denej mnoziny M. Su tieto tri moznosti:

(<>7 L -7 a? <>)7 (<>7 .7 67 <>)

() 00,0, 0), (O, 0=, 0a,$)

(<>7 .7 e? <>)7 (<>7 .7 67 <>)7 (<>7 L -7 a? <>)

Ak by sme skusili na fubovolnom vstupe z M pouzivat prekladové pravidla
v inom poradi — napr. na vstupe e e e = pouzit trikrat pravidlo (>, e, e, ) —
nepodari sa nam docitat vstupny retazec do konca.

Priklad 4:

Majme abecedu ¥ = {a,b,c}. Nech mnozina X obsahuje prave vsetky tie
retazce, v ktorych je rovnako a a b. Teda napr. abbccac € X, ale chaa & X.

Nech mnozina Y obsahuje prave vSetky tie retazce, ktoré neobsahuju ziadne
a, neobsahuju podretazec be, a pismen c¢ je dvakrat tolko ako pismen b. Teda
napr. ccccbb € Y, ale ccebeb € Y a acacba €'Y .

Zostrojime prekladaci stroj D, ktory prelozi X na Y.
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Riesenie:

Budeme prekladat len niektoré vhodné retazce z mnoziny X, presnejSie to
budu tie, v ktorych nie si ziadne ¢ a vsSetky a ida pred vSetkymi b. Takyto
retazec prelozime tak, Ze najskor kazdé a prepiSeme na cc, a potom skopirujeme
na vystup vsetky b. Teda napr. prekladom slova aabb bude slovo ccccebb.

Forméalne D bude pitica (K, X, P, éitaj-a, F'), kde K = {¢itaj-a, ¢itaj-b},
F = {¢itaj-b} a prekladové pravidla vyzeraji nasledovne:

P = {(¢itaj-a, a, cc, ¢itaj-a), (Citaj-a,b,b, ¢itaj-b), (éitaj-b,b, b, citaj-b)}

Preco tento prekladaci stroj funguje? Ak vstupny retazec obsahuje nejaké
pismeno c, pri jeho prekladani sa pri prvom vyskyte ¢ nas stroj zasekne. Preto
takéto retazce nemaju ziaden platny preklad. Podobne nemaju platny preklad
retazce, kde nie je dodrzané poradie pismen a a b. Totiz akondhle nas stroj
precita prvé b, prejde do stavu ¢éitaj-b, a ak sa teraz eSte na vstupe vyskytne
a, stroj sa zasekne.

Platné preklady teda existuju naozaj len pre slova vyssie popisaného tvaru.
Je zjavné, ze z kazdého z nich vyrobime nejaky retazec z Y, preto D(X) C Y.
A naopak, ak si povieme konkrétne slovo z Y, lTahko najdeme slovo z X, ktoré
sa nan prelozi, preto Y C D(X), a teda Y = D(X).



Zadania domaceho kola kategérie B

B-I-1 O spajani poli

Mame dve polia celych cisel. V nich méame ulozenych dokopy M + N klad-
nych celych ¢isel.

Prvé pole sa vola A a obsahuje M + N prvkov. Prvych M ¢isel v niom je
kladnych, na ostatnych N poziciach st nuly (ktoré predstavuja volné miesto).
Prvych M cdisel je navysSe utriedenych vzostupne.

Druhé pole sa vola B a obsahuje N kladnych c¢isel utriedenych vzostupne.

Vasou tlohou bude naprogramovat ¢o najefektivnejsi algoritmus, ktory pre-
sunie vSetkych M + N kladnych ¢isel do pola A, a to navySe tak, aby pole A
bolo na konci vzostupne utriedené.

Priklad:
na zaciatku na konci

pole A: 1,4,5,7,0,0,0 pole A: 1,2,4,5,5,7,10
pole B: 2,5, 10

Stutazna tloha:

NapiSte vo vami zvolenom programovacom jazyku procediru/funkciu, ktora
dostane ako parametre polia A a B (a pripadne aj ¢isla M a N), a upravi obsah
pola A podla zadania.

Dolezité obmedzenie: Okrem tychto dvoch poli uz smiete pouzit len koneény
pocet celodiselnych premennych. Inymi slovami, je zakdzané pouzivat pomocné
polia.

B-1I-2 Krtkovou norou

Kdesi v okoli Brna ziji pradovi krtkovia. Ziji pod zemou, maja tam svoje
brlézky a medzi nimi vyrazené chodbicky. Chodbicky st rézne dlhé, priamo
umerne tomu, kolko dni dant chodbicku krtkovia razili. A Ze st krtkovia pru-
dovi, chodbicky razia rychlo, a teda im to nikdy dlho netrva.

V jednom z brlézkov byva $éf, krtek Vitek. Ten rad chodi na navstevy k os-
tatnym krtkom. Zaujimalo by ho teraz, ku komu to vlastne mé najdale;j.
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Stutazna tloha:
Napiste program, ktory nacita popis siete brloézkov, a zisti, kam to ma krtek
Vitek zo svojho brlozka najdale;j.

Priklad:
Vstup vystup

W NP~
W W w N ol
N W N

4

Najkratsia cesta do brlozkov 2 aj 4
vedie cez brlozok 3.

Format vstupu a vystupu:

V prvom riadku vstupu st dve celé ¢isla N a M (1 < N <1000,0< M <
100000), kde N je pocet brlozkov a M pocet chodbifiek medzi nimi. Brlozky
s o¢islované od 1 do N. Krtek Vitek byva (ako spravny $éf) v brlozku ¢islo 1.

Nasleduje M riadkov. V kazdom z nich sa tri kladné celé ¢isla a, b a d,
kde a a b su ¢isla brlézkov spojenych chodbickou a d udéva, kolko dni krtkovia
chodbicku razili.

Vsimnite si, ze d je celé ¢islo. Kedze krtkovia st prudovi a razia chodby
rychlo, mozete predpokladat, ze d < 7. NavySe mozete predpokladat, Ze siet
chodbiciek je suvisla — teda Ze sa krtek Vitek vie dostat do hociktorého brlozka.

Na vystup vypiste jeden riadok a v nom medzerami oddelené ¢isla vsetkych
brlozkov, ktoré st od brlozka ¢islo 1 najdale;j.

B-I-3 Kontrola XML

So skratkou XML (eXtensible Markup Language) ste sa uz pravdepodobne
stretli. Zjednodusene mézeme povedat, ze ide o akysi univerzalny formét na
uloZenie a prenos dat akéhokolvek druhu.

Déata v XML dokumente mo6zu byt hierarchicky rozélenené. Na toto sluzia
tzv. tagy — znacky, ktorymi vyznacime ¢ast XML dokumentu.

Ukazeme si teraz priklad XML dokumentu:
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<kviz>
toto je text len tak
<zaznam>
<otazka>Kolky rocnik OI prave prebieha?</otazka>
<odpoved>23</odpoved>
</zaznam>
<zaznam><otazka>2+27</otazka><odpoved>4</odpoved></zaznam>
</kviz>

Tagy st uzavreté v Spicatych zatvorkach. Tento dokument teda obsahuje
napr. tagy <kviz>, <otazka> a </kviz>.

Vsimnite si, Ze tagy musia byt pdrové — jeden (otvéaraci) na zacdiatku vy-
znacenej oblasti, druhy (zatvaraci) na jej konci. Zatvaraci tag mé vzdy rovnaké
meno ako otvaraci a navyse zacina znakom /.

Tiez si vSimnite, Zze tagy su v sebe vnorené — ked napriklad vo vnutri
tagu <zaznam> otvorime tag <otazka>, musime najskor pouzit zatvaraci tag
</otazka>, az potom mozeme pouzit tag </zaznam>.

Stutazna tloha:

Vasou ulohou bude napisat program, ktory dostane na vstupe text a skon-
troluje, ¢i je to korektny XML dokument.

Formaélnejsie si definujeme, ako (pre tcely tejto lohy) vyzerd korektny XML
dokument. Dokument sa sklada z tagov a textu medzi nimi. Text medzi tagmi
neobsahuje znaky < a >. Nazov kazdého tagu je tvoreny len malymi pismenami,
a to aspon jednym a nanajvys 6smimi.

Za kazdym otvaracim tagom musi nasledovat jemu zodpovedajuici zatvaraci,
pricom musi byt dodrzané vnaranie tagov do seba. (Inymi slovami, pre lubovolny
otvaraci tag musi platit, Ze ked zoberieme vSetky tagy a text za nim, az po jemu
zodpovedajuci zatvaraci tag, dostaneme opit korektny XML dokument.)

Format vstupu a vystupu:
Vstup obsahuje niekolko (nanajvys 1000) riadkov textu, kazdy z nich obsa-
huje najviac 100 znakov.

Na vystup vypiste text ,ano“ alebo ,nie“ podla toho, ¢i text na vstupe
predstavuje korektny XML dokument.
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Priklady:

Vstup Vystup
<srnka><paroh>hnedy</paroh> ano
</srnka><jelen></jelen>

Vstup Vystup
<a> <b> </a> </b> nie

Vstup

Tagy nie su v sebe vnorené.

Vystup

<body> <zly/zly tag> </body>

nie

Nekorektny tag.

Vstup Vystup
<p><data>47</data> 94 <b><qg> | ano
</gq> <g>q</qg> <a><cc></cc>
</a></b> nejaky-text
</p> a este aj na konci

Vstup Vystup
a<b+c nie

Znak < nesmie byt pouzity.
Vstup Vystup

<a> <b> <b> </b>
</b> </a> </a>

Vstup

nie

Posledny zatvaraci tag nema zodpove-
dajuci otvaraci.

Vystup

<srnka><paroh></paroh>

nie

Tag <srnka> zostal otvoreny.
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B-I-4 Rakosie

V tomto ro¢niku olympiddy sa budeme v teoretickej tlohe stretavat so zvlast-
nym druhom rakosia. V studijnom texte uvedenom za zadanim tejto tlohy je
popisané, ako toto rakosie vyzera.

Stutazna tloha:

Najdite nejakil odrodu rakosia, ktorej mrtve stebla s tvorené len bunkami
a, a navyse pocet tychto buniek je mocnina dvoch.

Vo vasej odrode teda musia ist ,vyrobit“ stebla a, aa, aaaa, a®, 'S, ...
Naopak, nesmu sa dat vyrobit stebld aaa ani abe.

Studijny text

Programatorské rakosie je zvlastna rastlina. Kazdy exemplar sa sklada
z niekolkych buniek, ktoré rastt v rade za sebou. Kazda bunka je bud Ziva, alebo
mftva. Zivé bunky budeme znaéit velkymi pismenami abecedy, mftve bunky ma-
lymi. Kedze bunky rasti v rade, kazdé steblo rakosia vieme jednoducho popisat
tak, ze vypiseme zaradom (od korena) typy jeho buniek.

Kazdé steblo rakosia sa pocas svojho zZivota vyvija, az do okamihu, ked uz
obsahuje samé mitve bunky. Pocas tohto vyvoja sa mdze menit pocet aj druh
buniek, ktoré obsahuje.

Existuje vela roznych odrod rakosia. Kazda odroda ma v génoch ,naprog-
ramovani® svoju sadu pravidiel, podla ktorych sa stebld danej odrody moézu
menit.

Mitve bunky si pekné farebné. Pestovatelia preto c¢asto Slachtia rozne od-
rody, ktoré by vytvarali z mrtvych buniek rézne zaujimavé vzory.

Formalnejsie definicie:

Steblo rakosia je Tubovolnad (aj prazdna) postupnost velkych a maljch
pismen, predstavujucich zivé a mitve bunky. Ak steblo neobsahuje ziadne zivé
bunky, hovorime, Ze je to mitve steblo.

Aby sme prazdnu postupnost buniek videli, budeme ju znacit . Ak ide
v zapise stebla k rovnakych pismen z za sebou, mozeme to skratene zapisaf z*.
Teda napriklad baC DGkE3v*" X X je steblo rakosia, ktoré je tvorené 57 bunkami,
z nich je 5 zivych.

Vsimnite si, ze steblo vypisujeme vzdy od korena nahor. Teda steblo abc je
iné ako steblo cba.
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Genetické pravidlo je pravidlo, ktoré urc¢uje jednu mozni zmenu stebla.
Kazdé pravidlo je tvaru: ,ak sa na steble vyskytne postupnost buniek wvstup,
moze sa zmenit na postupnost buniek vystup“. Postupnosti vstup aj vystup moézu
obsahovat lubovolne vela (aj nula) zivych aj mitvych buniek. Jediné obmedzenie
je, ze vstup musi obsahovat aspon jednu ziva bunku.

Pravidlo zapisujeme vstup — vystup. Ak mame viac pravidiel, ktoré maju
rovnaky vstup, mézeme ich skratene zapisat ako
vstup — vystup, | vgstup, | vystups.

Napriklad zo stebla aBacaBd sa pouzitim pravidla aB — X moze stat bud
steblo XacaBd alebo steblo aBacXd.

Pouzitie pravidla budeme znacit =. (VSimnite si, Ze ide o dvojita Sipku,
zatial ¢o na zapis pravidla pouzivame jednoduchu.) Teda napriklad druhti zmenu
z predchadzajiceho prikladu by sme zapisali aBacaBd = aBacXd.

Ked vznikne nové steblo rakosia, je vzdy tvorené prave jednou bunkou Z.
Odroda rakosia je jednoznacne urcena konecnou sadou genetickych pravidiel.
Ta jednoznacne popisuje, aké vsetky druhy stebiel m6zu zo zaciatocnej bunky
Z mnarast.

Subor vzorov, ktoré vie odroda rakosia vyrobit, je mnozina vsetkych mit-
vych stebiel, ktoré mézu v rédkosi danej odrody narast.

Priklad 1:

Pestovatel Ferko chcel, aby mu na rybniku vyrastlo rakosie, ktoré bude mat
pekné strakaté stebla. Presnejsie, chcel, aby subor vzorov jeho rakosia tvorili
prave vsetky stebla, na ktorych sa striedaju bunky a a b.

Ferko teda chce odrodu, v ktorej moézu narast mitve stebld ababa, abab aj
babab, ale nie aab ani kimn.

Riesenie prikladu 1:
Existuje vela roznych odrod, ktoré maju tuto vlastnost. Ferko vyslachtil
odrodu, ktora mala nasledujice genetické pravidla:
Z =X, Z—-bX, X—>aX, X —e¢ a X —a.
Ukézeme, ako moze narast niekolko dobrych stebiel. Ku kazdému pouzitiu
pravidla = napiSeme pre ndzornost poradové ¢islo pravidla, ktoré sme pouzili.
Teda napriklad =-3 znamena, ze bolo pouzité pravidlo X — abX.

Z =1 X =3 abX =3 ababX =3 ababa
Z =1 X =3 abX =3 ababX =4 abab
Z =9 bX =3 babX =3 bababX =4 babab
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Vsimnite si, ze pouzitie pravidla 4 zmaze zo stebla bunku X.

Priklad 2:

Pestovatelia Jozko a Mirko chceli, aby ich rakosie ,vyrabalo“ mfttve stebla,
ktoré budi mat rovnako vela buniek a aj b (a ziadne iné), ale na rozdiel od
Ferka nech tieto bunky mozu byt Tubovolne rozmiestnené.

Chct teda odrodu, kde mozu narast stebléa ab, abba aj ba
ani bac.

47h46  ale nie ababa

Riesenie prikladu 2:
Jozko vyslachtil rakosie s pravidlami:

Z —aZbZ | bZaZ | e.
Mirko vyslachtil rdkosie s pravidlami:
Z —ABZ |e, AB— BA, BA— AB, A—a, B—b.

Hlavny rozdiel medzi tymito dvoma odrodami je v tom, ze Mirkovi sa bude
lahsie presviedc¢at navstevy, ze jeho rakosie naozaj ,funguje®.

V pripade Mirkovho rakosia je to naozaj jednoduché. Pouzitim prvého pra-
vidla k-krat dostaneme steblo, na ktorom je k zivych buniek A a k zivych
buniek B. Pouzitim pravidiel 2 a 3 sa tieto bunky moézu Iubovolne premiesat a
ked nésledne pouzijeme pravidla 4 a 5, vyhrali sme.

U Jozkovho rakosia je zjavné, ze poc¢ty a a b budu rovnaké, ale vieme naozaj
vyrobit vetky mozné dobré stebla? Matematickou indukciou podla dlzky stebla
dokazeme, ze ano.

Stebla dlzky 0 (¢) aj 2 (ab a ba) vyrobit vieme. Nech teraz vieme vyrobit
vietky dobré stebla dizky < 2n. Zoberme si fubovolné dobré steblo dlzky 2n+2.
Bez ujmy na vSeobecnosti nech za¢ina bunkou a. Budeme postupne ¢itat steblo
a pocitat si, o kolko viac a ako b sme videli. Na zaciatku je tdto hodnota 1
(za¢iname bunkou a), na konci bude 0 (lebo a a b v celom steble je rovnako).

Vsimnime si okamih, kedy prvykrat klesne tato hodnota na 0. Muselo sa to
stat tak, ze sme prave precitali nejaké b. Napriklad pre steblo aabaabbabbbaab
sa tak stane po precitani desiateho znaku, pre aabb po Stvrtom.

Teraz nase slovo mozeme schematicky zapisat ako afby, kde b je to b, ktoré
sme si prave nasli. Vieme, Ze v ¢asti af8b je rovnako vela a aj b. Preto musi byt
rovnako vela a aj b v ¢asti 3, a teda aj v ¢asti . Podla indukéného predpokladu
vieme teda zo Z vyrobit aj (3, aj 7. No a celé naSe steblo teda vyrobime tak,
ze najskor pouzijeme pravidlo Z — aZbZ, potom z prvého Z vyrobime [, a
nakoniec z druhého Z vyrobime 7.



Zadania krajského kola kategorie A

A-II-1 Parkovanie koc¢ov

Kral Drozdia brada vydava dcéru. Pri tej slave (a jedle zdarma) nemoze
chybat nijaky slachtic z okolia. A ako sa tak Slachtici na svojich kococh vezu
na svadbu, vobec netusia, ze sluhom krala Drozdej brady sposobia zaujimavy
problém.

Vsetky koce totiz treba zaparkovat, a to nie len tak hocijako. Koce treba
parkovat do radov. A aby kralovi neznicili travnik, musi tych radov byt c¢o
najmene;j.

Dvorna etiketa kaze, Ze ked budi hostia odchéddzat, musia odchidzat zora-
deni podla délezitosti, najdolezitejsi host ako posledny.

A to este nie je vSetko. Koce, ktoré stoja v tom istom rade, musia samoz-
rejme odchadzat v poradi, v akom stoja. A aby predisli zrazkam kocov, chct
ich sluhovia zaparkovat tak, aby pri odchddzani vzdy najskor odiSiel cely jeden
rad, az potom zacal odchadzat dalsi, a tak dalej.

Stutazna tloha:

Sluhovia presne vedia poradie, v akom budu prichadzat hostia, aj délezitost
kazdého z nich. Ked parkuju ko¢, mézu ho zaparkovat na zaciatok alebo na
koniec hociktorého z uz stojacich radov, pripadne ho postavit do nového radu.
Koce musia sluhovia zaparkovat v poradi, v akom hostia prichadzaju.

Najdite najmensi pocet radov, ktory staci na to, aby po spravnom zaparko-
vani vedeli koc¢e odist v predpisanom poradi.

Format vstupu:
Vstup zacina celym ¢islom N (1 < N < 100000) — pocet hosti. Nasleduje
N roznych kladnych celych ¢isel d; (1 < d; < 10?), udavajicich doleZitost hosti

.....

Format vystupu:
Vystup mé obsahovat jediny riadok a v nom jediné celé ¢islo — potrebny
pocet radov.
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Priklady:
Vstup

Vystup

10
10 9 11 12 13 8 14 7 6 100

1

Vstup

V tomto pripade sa sta¢i drzat pra-
vidla , koce menej dolezité ako 10 idu
na zaciatok, ostatné na koniec”.

Vystup

6
12 17 9 23 16 14

Vstup

2

Jedno mozné riesenie: Koce 12 a 17
pojdu do roznych radov. Ko¢ 9 posta-
vime pred ko¢ 12, ko¢ 23 za koc¢ 17,
koc¢ 16 pred koc¢ 17 a nakoniec koc¢ 14
pred koc 16.

Vystup

12
13254769811 10 12

Pomalsie riesenia:

6

V' jedinom optimalnom rieseni budu
po zaparkovani rady: (1 2), (3 4),
(56), (78), (910) a (11 12).

Maximalne 8 bodov: Rieste t11 istt1 ilohu pre N < 1000.
Maximalne 6 bodov: Rieste t ist(1 lohu pre N < 100.
Maximalne 4 body: Rieste ta istu ulohu pre N < 10.

A-II-2 Dlhopisy

Kleofas nedavno zdedil po bohatej teticke Anastazii kopu penazi. Nevedel,
¢o s nimi, tak sa rozhodol investovat ich do dlhopisov.
Pre jednoduchost budeme predpokladat nasledujice skuto¢nosti:

e Kazdy typ dlhopisu méa svoju pevnu cenu, rovnaku pri kiipe aj predaji.

e Kazdy typ dlhopisu méa pevne dany ro¢ny vynos.
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e Kazdého typu dlhopisu sa d& nakupit Ilubovolne vela.

Uvazujme napriklad nasledujiicu situaciu: Banka ponuka dva typy dlhopisov:
Dlhopisy za 4000 koriin s roénym vynosom 400 a dlhopisy za 3000 kortn s
roénym vynosom 250.

Ak mé Kleofas 10 000 kortn, najlepS$ie, ¢o s nimi moze spravit, je kipit dva
dlhopisy po 3000 a jeden za 4000, ¢im dostane ro¢ny vynos 900 korun.

Ked prejdu dva roky a Kleofds dostane dvakrat vynosy, bude mat dokopy
kapital 11 800 kortn. V tejto chvili sa mu oplati jeden dlhopis za 3000 predat a
namiesto neho kupit dlhopis za 4000. Po tretom roku takto jeho kapital narastie
na 12 850.

Sttazna tloha:

Napiste program, ktory nacita Kleofasov zaciato¢ny kapital, ceny a vynosy
dlhopisov a pocet rokov, a spocita, kolko najviac penazi vie mat Kleofas po
uplynuti daného poctu rokov.

Format vstupu:

V prvom riadku je celé ¢islo K (1 < K < 1000000) udavajiace Kleofasov
startovny kapital.

V druhom riadku je pocet typov dlhopisov D (1 < D < 100).

V trefom riadku je D dvojic celych ¢isel ¢;, v; predstavujicich ceny a vynosy
dlhopisov (0 < ¢; < 10%, 0 < v; < ¢;/10, ¢; je nasobkom T = 1000).

V poslednom riadku je pocet rokov R (1 < R < 40).

Casovi zlozitost svojho algoritmu vyjadrite pomocou K, D, T a R.

Format vystupu:

Vypiste jeden riadok a v nom maximalnu hodnotu Kleofasovho kapitalu po R
rokoch. (Mozete predpokladat, ze sa tato hodnota zmesti do beznej celociselne;j
premennej. )

Priklady:
Vstup Vystup
10000 14050
2
Priklad zo zadania. Vo stvrtom roku
2000 4003000 250 Kleofas bude vlastnit 3 dlhopisy po

4000, ¢im zarobi dalsich 1200.
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Vstup Vystup
100000 112001
3
Kleofas kupi jeden dlhopis za 83 000.
;(1)3000 9001 47000 7 83000 100 Tym za 30 rokov zarobi 3000 korun.
Na posledny rok si kone¢ne moéze kupit
prvy dlhopis za 103 000. V poslednom
roku teda zarobi dalsich 9001.
Vstup Vystup
100000 166014
3
Pokracovanie z predchadzajiceho pri-
L0000 9001 47000 785090 109 | Kladu. Po roku 36 Kleofss dokiipi di-

hopis za 47 000, ¢im v poslednom roku
zarobi o 7 kortin viac.

Pomalsie riesenia:

Maximalne 8 bodov: Rieste pévodnua tlohu pre D < 10 a R < 10.

Maximalne 7 bodov: Rieste pévodnt tlohu pre D < 10, R < 10, ¢; < 106.
Maximalne 4 body: Rieste poévodnu tilohu pre K < 45000 a R = 1.

A-II-3 O vitazovi turnaja

Samko sa rozhodol, Ze zorganizuje programatorsky turnaj. Vyzval teda svo-
jich priatelov, aby mu poslali programy, ktoré buda hrat piskvorky. Priatelia
nelenili, programy poslali a Samko vSetkych pozval na velky turnaj.

Samko vymyslel pre svoj turnaj jednoduché pravidla: V kazdom kole sa
nahodne vyzrebuju dva programy, zahraju si, a ten z nich, ktory prehra, z
turnaja vypadne.

V noci pred turnajom Samka premohla zvedavost a pozrel si siboje pre
niektoré dvojice programov. Rano vSak zistil, Ze sa tym pripravil o cast pre-
kvapenia. Kedze vSetky programy jeho priatelov si deterministické (t. j. nepou-
zivaju pri rozhodovani ndhodu), dopadne stiboj kazdych dvoch programov vzdy
rovnako. Na zaklade subojov, ktoré v noci videl, teraz uz Samko o niektorych
programoch vedel, Ze turnaj vyhrat nemdozu.
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Stutazna tloha:
Pre dané vysledky zapasov, ktoré si Samko v noci pozrel, zistite, ktoré prog-
ramy eSte mozu turnaj vyhrat.

Format vstupu:

V prvom riadku vstupu je jedno celé ¢islo N (1 < N < 100000) — pocet
programov v turnaji. Programy st oc¢islované od 1 do N.

Nasleduje N riadkov, pricom -ty z nich popisuje zapasy, ktoré vyhra prog-
ram i. Presnejsie, i-ty z tychto riadkov zacina ¢islom d;, ktoré hovori, kolko
zapasov program ¢ v noci vyhral. Nasleduje d; ¢isel programov, nad ktorymi
vyhral. Tieto ¢isla st utriedené podla velkosti.

Ozna¢me M = dy +- - -+d,, pocet hier, ktoré si Samko v noci pozrel. Mozete
predpokladat, ze 0 < M < 1000000. Tiez mozete predpokladat, Ze vstup je
korektny (ak nejaky program z vyhral nad y, tak y nevyhral nad ).

Format vystupu:
Vypiste jeden riadok a v nom zoznam cisel programov, ktoré eSte mozu
vyhrat turnaj.

Priklady:
Vstup Vystup
4 134
(2) 23 Program 1 urcite vyhra nad prog-
1 9 rammi 2 a 3. Program 3 urcite vyhra
1 o nad programom 2. Program 4 urcite

vyhra nad programom 2.

Ako priklad ukazeme, ako moze program 3 vyhrat turnaj. Jedna moznost
je, ze v prvom kole vyhra 3 nad 2, v druhom 4 nad 1 a nakoniec v tretom kole
vyhra 3 nad 4.

Vstup Vystup
5 12345
2 23 P N . ’
0 Tentokrat moze turnaj vyhrat lubo-
L volny program.
Program 2 vie vyhrat napr. takto: V
1 2 p
0 prvom kole 3 porazi 4, v druhom 5 po-

razi 3, v tretom 5 porazi 1 a vo Stvrtom
2 porazi .
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Pomalsie riesenia:

Maximalne 7 bodov: Rieste povodnil alohu pre N < 1000.
Maximalne 5 bodov: Rieste pévodnua tlohu pre N < 100.
Maximalne 4 body: Rieste povodnu ulohu pre N < 20.
Maximalne 3 body: Rieste pévodnu tlohu pre N < 10.

A-II-4 Prekladacie stroje

Studijny text nijdete za zadaniami stutaznej tlohy A-I-4 z doméaceho kola.

Stutazna tiloha:

a)

(6 bodov) Na zaciatku mame mnozinu M, ktora obsahuje prave vsetky

retazce z pismen a, b, ktoré obsahuji rovnako vela pismen a ako b. Teda
napr. abbbaa € M, ale aabab & M, .

Nové mnoziny méZzeme zostrojovat nasledovnymi operaciami:

— prekladom nejakej uz zostrojenej mnoziny nejakym strojom
(mdZeme pouzit zakazdym iny stroj)

— zjednotenim dvoch uz zostrojenych mnozin

— prienikom dvoch uz zostrojenych mnozin

Na ¢o najmenej operacii zostrojte mnozinu GG, ktora obsahuje prave vsetky
retazce z pismen a, b, ¢, ktoré obsahuji rovnako vela pismen kazdého
druhu. Teda napr. aabbce € G, bac € G, ale abee ¢ G.

(4 body) Mnozina X obsahuje desiatkové zapisy tych kladnych celych ¢isel,
ktoré obsahuji rovnako vela cifier 1 a 2. Teda napr. 1122 € X, 21231 € X,
47 € X, ale 112 ¢ X a 031221 ¢ X (desiatkovy zapis nemoze obsahovat
nulu na zaciatku).

Mnozina Y obsahuje desiatkové zapisy kladnych celych ¢isel delitelnych 7.
Teda napr. 140 € Y, 7707 € Y, ale 47¢ Y a 07T €Y.

Zostrojte prekladaci stroj, ktory prelozi mnozinu X na Y, alebo dokézte,
ze takyto prekladaci stroj neexistuje.
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B-II-1 Zberatelky

Danka a Janka st dvojicky. Obe zbieraji cudzokrajné znamky. ESte done-
davna mali obe presne rovnaké zbierky, kazda ta svoju pekne spésobne utriedent
vo svojom albume.

Lenze vcera cestou zo skoly nasla Janka na zemi obalku s dvoma nadhernymi
znadmkami, ktoré eSte vo zbierke nemali. Danke ich vSak odmietla ukazat, a doma
si ich rychlo zalozila do svojho albumu.

Danku teraz zoziera zvedavost — akéZe to znamky Janka mé a ona nie? A
tak, ked Janka odisla vyniest smeti, Danka schytila oba albumy a zacala nové
znamky hladat.

Stutazna tloha:

Dané je celé ¢islo N a dve polia celych ¢isel A[1...N]a B[1...N +2]. Polia
A aj B st utriedené v rastiicom poradi. Pole B obsahuje presne to isté ako pole
A, a navySe dva prvky z, y (zaradené na spravnom mieste). Vsetky ¢isla v poli
B (a teda aj v poli A) st navzajom rozne.

Napiste proceduru/funkciu, ktord prvky x a y ¢o najrychlejsie najde.

(Polia uz existuji v paméti pri zavolani vasej procedury, teda ¢as potrebny
na ich nacitanie neratame do casovej zlozitosti procedury.)

Format vstupu:
Vasa procedira dostane ako parametre ¢islo IV a polia A a B. (Pripadne, ak
je vam to pohodlnejsie, povazujte N, A a B za globédlne premenné.)

Format vystupu:
Vasa procedira ma vratit dve celé ¢isla — hodnoty prvkov z a y, ktoré s v
poli B navyse.

Priklady:
Vstup Vystup
N =5 2 47
A=(1,3,4,7,110)
B =(1,2,3,4,7,47,110)
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Vstup Vystup
111 123

N=4
A=(2,3,7,110)
B =(2,3,7,110,111,123)

Hodnotenie rieseni:

Celych 10 bodov mézu dostat len rieSenia, ktoré maju lepSiu ako linedrnu c¢a-
sovu zlozitost, teda najdu riesenie bez toho, aby videli vi¢sinu prvkov v poliach
Aa B.

Maximalne 6 bodov dostant riesenia, ktoré vyriesia v lepSom ako linedrnom
¢ase lahsiu verziu ulohy: staci, aby fungovali, ak ¢isla = a y nasleduju v poli B
bezprostredne za sebou.

Maximélne 5 bodov dostant rieSenia (pévodnej tlohy) s linedrnou ¢asovou zlo-
zitostou, teda také, ktorych ¢as behu je priamo tmerny ¢islu V.

Maximalne 3 body dostant pomalsie rieSenia.

B-II-2 Krtkovou norou tam a spit

Kdesi v okoli Brna ziji pradovi krtkovia. Ziju pod zemou, maja tam svoje
brlozky a medzi nimi vyrazené chodbicky. Chodbicky st rézne dlhé, priamo
umerne tomu, kolko dni dant chodbicku krtkovia razili. A Ze st krtkovia pri-
dovi, chodbicky razia rychlo, a teda im to nikdy dlho netrva.

Krtek Vitek byva v brlozku 1. V brlézku N byva jeho kamaratka, ku ktorej
chodi na navstevu obzvlast rad. A kedZe sa k nej velmi tesi, ide k nej vzdy
najkratSsou moznou cestou. To vSak neznamenad, ze ide vzdy presne rovnakou
cestou — najkratsich ciest moéze byt viac a Vitek si vzdy zvoli, ktorou z nich
pojde.

Stutazna tloha:

Napiste program, ktory nacita popis siete brlozkov, a najde vSetky brlozky,

ktoré moze Vitek cestou ku svojej kamaratke navstivit.

Format vstupu a vystupu:

V prvom riadku vstupu si dve celé ¢isla N a M (1 < N <10000,0 < M <
100000), kde N je pocet brlozkov a M pocet chodbifiek medzi nimi. Brlozky
su oc¢islované od 1 do N. Krtek Vitek byva v brlézku ¢islo 1, jeho kamaratka v
brlézku N.
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Nasleduje M riadkov. V kazdom z nich su tri kladné celé ¢isla a, b a d, kde
aab(l<ab< N)su disla brlozkov spojenych chodbickou a d (1 < d < 7)
udéava, kolko dni krtkovia chodbicku razili.

Na vystup vypiste jeden riadok a v nom medzerami oddelené ¢isla vsetkych
brlozkov, ktoré lezia na niektorej najkratsej ceste z 1 do V.

Priklad:
Vstup Vystup

1235

DWW NNEFE P PO
OO oD O W W W N
D WL, DN W AN D

Najkratsie cesty su dve: 1-2-5 a 1-3-5.

Hodnotenie rieseni:

Plny pocet bodov mozu ziskat rieSenia, ktorych ¢asova zlozitost zavisi linedrne
od velkosti vstupu (od hodnoty M + N).

Riesenia, ktoré spravia pocet krokov tmerny N2, ziskaji najviac 8 bodov.
RiesSenia, ktorych ¢asova zlozitost rastie exponencidlne v zavislosti od N, ziskaju
najviac 4 body.

B-II-3 Opravovanie XML

Pripomenme si najskor, ako vyzeraju korektné XML dokumenty. Dokument
sa sklada z tagov a textu medzi nimi. Za kazdym otvaracim tagom musi nasledo-
vat jemu zodpovedajuci zatvaraci, pricom musi byt dodrzané vnaranie tagov do
seba. (Inymi slovami, pre fubovolny otvaraci tag musi platit, Ze ked zoberieme
vSetky tagy a text za nim, az po jemu zodpovedajuici zatvaraci tag, dostaneme
opit korektny XML dokument.)

Priklad XML dokumentu:

<kviz>
toto je text len tak
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<zaznam>
<otazka>Kolky rocnik OI prave prebieha?</otazka>
<odpoved>23</odpoved>
</zaznam>
<zaznam><otazka>2+27</otazka><odpoved>4</odpoved></zaznam>
</kviz>

V8imnite si, Ze tagy st v sebe vnorené — ked napriklad vo vnutri tagu
<zaznam> otvorime tag <otazka>, musime najskor pouzit zatvaraci tag </otazka>,
az potom mozeme pouzit tag </zaznam>.

V doméacom kole sme si napisali program, ktory o danom texte vedel povedat,
¢i je to korektny XML dokument alebo nie. V praxi vSak ¢asto potrebujeme viac.
Prikladom st rézne prehliadace www stranok. Mnohé www stranky st napisané
nekorektne, prehliadac¢ sa vsak napriek tomu snazi aj takato stranku vam co
najlepsie zobrazit.

V tejto ulohe sa budeme zaoberat jednoduchym sposobom opravy chyb,
ktoré v XML dokumente objavime. Ak vstupny dokument nie je korektny XML
dokument, napravime to tak, ze niektoré tagy z neho vyskrtame.

Tagy, ktoré vyskrtat, uréime nasledujicim sposobom. Tagy budeme spraci-
vat v poradi, v akom sa vyskytuju v dokumente. V kazdom okamihu si budeme
pamiitat postupnost prave otvorenych tagov.

Otvaraci tag spracujeme vzdy tak, ze ho priddme na koniec pamétanej po-
stupnosti.

U zatvaracieho tagu sa tri moznosti:

1. Pasuje k poslednému prave otvorenému tagu.
V takomto pripade mame najdeny par a jednoducho dotyc¢ny otvaraci tag
vyhodime z pamétanej postupnosti.

2. Pasuje k niektorému skorsiemu otvorenému tagu.
V takomto pripade postupne (od konca) vyskrtavame otvorené otvaracie
tagy, az kym nedostaneme situaciu z bodu 1.

3. Nepasuje k ziadnemu otvorenému tagu.
V takomto pripade vyskrtneme tento zatvaraci tag.

Po spracovani celého dokumentu este vyskrtame tie otvaracie tagy, ktoré
ostali otvorené.
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Stutazna tloha:

Napiste program, ktory ¢o najefektivnejsie odsimuluje tento algoritmus a

vypise pocet vyskrtnutych tagov.

Format vstupu a vystupu:

Vstup obsahuje niekolko (nanajvys 10000) riadkov textu, kazdy z nich ob-

sahuje najviac 100 znakov.

Mozete predpokladat, Ze znaky < a > sa vyskytuju len ako zaciatky a konce
tagov, a ze nazov kazdého tagu je tvoreny 1 az 8 malymi pismenami.
Na vystup vypiste jedno celé ¢islo — pocet vyskrtnutych tagov.

Priklady:
Vstup

Vystup

<srnka><paroh>hnedy</paroh>
</srnka><jelen></jelen>

0

Vstup

Korektny XML dokument.

Vystup

<z> <a> <a> <b> </a>
v> </v> </a>

2

Vstup

Pri spractivani prvého </a> vysktr-
neme <b>. Po spracovani celého doku-
mentu vyskrtneme <z>.

Vystup

<ahoj> <ako> </ako> </sa>
<mas> </mas> </ahoj>

1

Tag </sa> vysktrneme, lebo nema co
zavriet.
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B-1I-4 Rakosie sa vracia

V tomto roc¢niku olympiaddy v teoretickej tlohe pestujeme zvlastne druhy
rakosia. V studijnom texte, ktory najdete za zadanim tlohy B-I-4, je popisané,
ako toto rakosie vyzera.

Stutazna tloha:

a)

(4 body) Najdite nejakti odrodu rakosia, ktorej mitve stebla obsahuji len
bunky a, b a ¢, pricom buniek ¢ je tolko isto ako buniek a a b dokopy.
Samozrejme, chceme takt odrodu, kde méze narast kazdé takéto steblo.

Vo vasej odrode rakosia teda musi existovat sposob, ako narastd napr.
stebla e, bebebe, cabe a a*b3¢®0, a naopak nesmi narast napr. stebla a,
baca ani dedo.

(6 bodov) Najdite nejakt odrodu rakosia, ktorej mitve stebla si tvorené
len bunkami a, a navyse pocet tychto buniek je Tubovolné zlozené ¢islo.
Vo vasej odrode teda musia vediet narast napr. stebla a*, a®, a®, a¥, ...

Naopak, nesmi narast napr. stebla ¢, a, aa, aaa, a®, a*” ani dedo.

Mozno dobré rada: Kazdé zlozené ¢islo vieme zapisat v tvare m - n, kde
m,n > 1.
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A-III-1 Najvécsia horucava

,Tento rok bolo strasne hortuco! V Hurbanove namerali dokonca rovnych
Styridsat sedem stupriov! Také hortcava u nés este jakziv nebola!“ nechal sa
pocut Tadeas.

,Ale ¢oby,“ odvetil Kleofas, ,,ved predsa pred trinastimi rokmi bolo vonku
eSte ovela vicsie peklo.“

,, Tak potom je toto najvicsie teplo odvtedy.“ zahlasil Tadeas, no Kleofas ho
opit sklamal: ,,Aleba. Nemas pravdu, aj pred Siestimi rokmi bolo teplejsie.*

Stutazna tloha:

Dané su udaje tvaru ,,v roku r bola najvyssia nameranéa teplota t,.“.

Dalej st dané v§roky tvaru ,,v roku g; bolo najviésie teplo od roku go“.
Vasou tlohou bude o kazdom z vyrokov rozhodnut, ¢ je pravdivy, nepravdivy,
alebo otazny.

Vyrok je pravdivy, ak plati:

e pozname teploty pre vsetky roky od g2 po ¢, vratane

e v roku g2 bolo aspon tak teplo ako v roku ¢; (teda t,, > t,,)

e pre kazdy rok r medzi ¢o a g1 plati, ze v nom bolo chladnejsie ako v ¢, a
teda aj chladnejsie ako v ¢o
(teda Vr € {g2+1,...,q1 — 1}; t,. <tg)

Vyrok je otazny, ak pre niektoré roky medzi g2 a ¢; nie je znama namerana
teplota, ale vieme tieto teploty doplnit tak, aby sa vyrok stal pravdivym.
V ostatnych pripadoch je vyrok nepravdivy.

Format vstupu:

Prva cast vstupu, ktora popisuje namerané teploty, zac¢ina celym ¢islom IV,
udavajucim pocet rokov, pre ktoré vieme nameranu teplotu. Nasleduje N dvojic
celych ¢isel r; t,... Mozete predpokladat, ze tdaje st utriedené podla ¢isla roku,
teda pre kazdé ¢ plati r; < 7r;41.

Druhé c¢ast vstupu, ktord popisuje vyroky, zac¢ina ¢islom M, udéavajicim
pocet vyrokov. Nasleduje M dvojic ¢isel g1 go.
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Mbozete predpokladat, ze 0 < N, M < 100000a0 < r;,t,.,g; < 1000000 000.
Teploty, ktoré nie st udané na vstupe, mézu nadobudat aj neceloc¢iselné hod-

noty, aj hodnoty mimo uvedeného rozsahu. RieSenie, ktoré funguje za predpo-
kladu 0 < N, M < 1000, ziska aspont 5 bodov.

Format vystupu:
Pre kazdy vyrok vypiste jeden riadok, a v nom jeho pravdivostnii hodnotu.

Priklad:
Vstup Vystup
5 nepravdivy
2003 49 pravdivy
2004 59 otazny
2005 28 nepravdivy
2006 38 T — ) —
2008 47 Treti vyrok moze byt pravdivy napr.
4 ak tzo/07:/11. A ’ o
2006 2003 Stvrty vyrok nemoéze byt pravdivy,
2006 2004 lebo ta008 > t2006-
2008 2004
2008 2006

A-III-2 Tobogany

V Nalomenej Trieske otvorili véera novy vodny zabavny park. Hlavnou at-
rakciou je obrovska siet toboganov.

V sieti je N bazénov, ktoré sa nachadzaja v réznych vyskach nad zemskym
povrchom. Jeden z nich je horny (tam jazda toboganmi za¢ina) a jeden je dolny
(tam kazda jazda kondi).

Bazény st troch roznych tvarov: stvorcovy, Sestuholnikovy a osemuholnikovy.
Bazény rovnakého tvaru st navzajom nerozliSitelné. Z kazdého bazénu okrem
dolného veda niekam dodola prave tri tobogany, ktoré su oznacené ¢islami 1, 2
a 3.

Jazda na atrakcii vyzera tak, ze zacneme v hornom bazéne a postupne si
v kazdom bazéne, kde sa ocitneme, vyberieme jeden z troch toboganov a pus-
time sa nim dalej dole. Takto pokrac¢ujeme, az kym sa nedostaneme do dolného
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bazénu. Siet toboganov je navrhnuté tak, ze bez ohladu na to, ako sa budeme
rozhodovat, do dolného bazénu sa ¢asom urcite dostaneme.

Do kazdého bazénu moze ustit Tubovolne vela toboganov. Tie sa vSak spajaja
eSte pred tym, ako vas vypluju do bazéna, takZe tento pocet neviete zistit.
Jediné, ¢o na konci jazdy viete, su ¢isla toboganov, ktoré ste si vyberali, a tvary
bazénov, cez ktoré ste isli.

Zabavny park ma pri otvoreni velku akciu: Kto prvy nakresli spravne mapu
celej atrakcie, dostane ro¢né vstupné zdarma. Maly Lubosko si zaumienil, Ze
cenu vyhra. Cely véerajsi den jazdil na toboganoch, az nakoniec nakreslil mapu,
ktora vSetkym jeho jazdam zodpovedala. No ked ju skusil odovzdat, dozvedel sa,
ze sice ma na nej zakreslené vsetky bazény, ale bohuzial mnohé z nich viackrat.

Stutazna tloha:

Na vstupe je dand mapa siete toboganov a bazénov, ktora nakreslil Lubosko.
Viete, ze spravna mapa je od Luboskovej nerozliSitelnd. To znamend, ze ak
pojdete po jednej z map a budete si volit ¢isla toboganov ako len chcete, tak v
druhej mape bude vzdy taka cesta existovat tiez, a pojde cez bazény rovnakych
tvarov.

Tiez viete, ze pocet bazénov na spravnej mape je najmensi mozny. Napiste
program, ktory zisti, kolko bazénov je na spravnej mape.

Format vstupu:

Prvy riadok vstupu obsahuje jediné celé ¢islo N (2 < N < 5000) udavajace
pocet bazénov na LubosSkovej mape, vratane horného a dolného. Bazény st
oCislované od 1 po N tak, ze bazén s vysSim cislom je blizsie pri zemi. Teda
Specialne bazén 1 je horny a bazén N je dolny bazén.

Nasleduje N —1 riadkov, jeden pre kazdy bazén okrem dolného. Kazdy riadok
obsahuje $tyri zdznamy: zacina ¢islom t; (t; € {4,6,8}) udavajucim tvar i-teho
bazénu. Nasleduju tri ¢isla bazénov, do ktorych vedu z tohto bazéna tobogany
s ¢islami 1, 2 a 3.

Format vystupu:
Vystup mé obsahovat jediné ¢islo — pocet bazénov na spriavnej, najmensej
moznej mape.
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Priklady:
Vstup

vystup

0 00 O > O
oo O N
o o1 O W
o 01 O

Zadana mapa je znazornena na ob-
razku vlavo. (Vsimnite si, Ze na tvare
dolného bazéna nezalezi, preto nie je
ani udany na vstupe. V obrazku ho
znacime kruhom.)

NajmensSia mapa, ktora je nerozoz-
natelnd od zadanej, je na obrazku
vpravo.

Vstup

Vystup

-

o R e IR IR I I R e
[
[
©
©

8

Mapa znazornujiica vstup:
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A-III-3 Prekladacie stroje
Studijny text nadjdete za zadanim sttaznej tlohy A-I-4.
Sutazna tloha:
a) (6 bodov) Mnozina N obsahuje desiatkové zapisy kladnych celych ¢isel.

Zostrojte prekladaci stroj A s ¢o najmenej stavmi, pre ktory plati:
Nech X je lubovolnd podmnozina N. Potom A(X) je mnozina zapisov
¢isel, ktoré st v X a zaroven nie su delitelné ¢islom 105.

Teda napriklad pre X = {47,315,411, 1050} musi byt A(X) = {47,411}.

Ak si myslite, ze takyto prekladaci stroj neexistuje, dokazte to.

b) (4 body) Mnozina X obsahuje jediny retazec e.

Mnozina Y obsahuje prave vsetky retazce, ktoré si tvorené pismenami a

a b a pismen a je v nich rovnako ako pismen b. Teda napriklad ¢ € Y,
abba € Y, aababb € Y, ale a €Y a bbab &Y.

Zostrojte prekladaci stroj s ¢o najmenej stavmi, ktory prelozi mnozinu
X naY.

Ak si myslite, ze takyto prekladaci stroj neexistuje, dokazte to.

A-III-4 O lenivych prasiatkach

Na like si polihovalo P lenivych prasiatok. Az sa priblizil vecer a prasiatka
sa rozhodli, Ze kedze sa schyluje k burke, pdjdu prespat do sennikov. Na like
je prave P sennikov. Je jedno, v ktorom senniku bude ktoré prasiatko spat, ale
do kazdého sa zmesti len jedno.

Prasiatka su ale lenivé, a tak by sa chceli schovat s ¢o najmensou celkovou
namahou.

Luku si moézeme predstavit ako velky stvorec, zlozeny z N x N jednotkovych
Stvorcov, ktoré budeme volat poli¢ka. Na niektorych polickach rasti stromy,
tadial prasiatka ist nemo6zu. Ostatné policka st volné. Na niektorych P volnych
polickach stoja senniky. Na niektorych P volnych polickach stoja prasiatka. (Je
mozné, ze niektoré prasiatka uz su na polickach, kde st senniky.) V kazdom
okamihu moze byt na kazdom policku najviac jedno prasiatko.
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Néamahu presunu budeme merat na kroky. V jednom kroku sa moze jedno
prasiatko presunut na jedno zo Styroch poli¢ok, ktoré stranou susedia s polickom,
kde prave stoji. (Samozrejme, na policku nesmie byt strom ani iné prasiatko, a
prasiatko nesmie opustit luku.)

NavysSe vedia naSe prasiatka skdkat cez seba. Ak by prasiatko A chcelo ist
smerom, kde stoji prasiatko B, moze v jednom kroku prasiatko B preskocit a
dopadnit az na policko za nim. (Takto sa vlastne prasiatko A v jednom kroku
posunulo az o dve policka.)

Stutazna tloha:

Na vstupe je mapa luky, polohy prasiatok a sennikov.

Zistite, s akou najmensou nédmahou sa vedia vSetky prasiatka schovat do
sennikov.

Format vstupu:

V prvom riadku vstupu je celé ¢islo N (1 < N < 20) — rozmer luky.

Nasleduje N riadkov, ktoré obsahuju mapu luky. Kazdy z nich obsahuje
N znakov, a kazdy znak je bud ,,.*“ (bodka) alebo velké pismeno ,X“. Bodky
predstavujua volné policka a pismend su stromy.

V nasledujicom riadku je celé ¢islo P (1 < P < 4) — pocet prasiatok.

Nasleduje P riadkov, ktoré popisuju polohu prasiatok. Kazdy z nich obsahuje
dve celé ¢isla od 1 do N — riadok a stipec policka, kde prasiatko stoji. (Riadky
aj stipce st ¢islované v poradi v akom st na vstupe.) Vsetkych P riadkov je
navzajom roznych, a vSetky popisané policka si volné.

Poslednych P riadkov rovnako popisuje polohu sennikov.

Format vystupu:

Vypiste jediny riadok a v nom jedno celé ¢islo — najmensiu namahu, ktora
sta¢i na to, aby sa vSetky prasiatka schovali do sennikov.

Mozete predpokladat, Zze pre kazdy pouzity testovaci vstup bude existovat
riesenie.
Horsie riesenia:

V 12 z 15 sad testovacich vstupov bude N < 10. V 10 z tychto 12 sad bude
dokonca N < 8.

V aspon 5 testovacich sadach bude P < 2. V aspon 2 testovacich sadach
bude existovat optimélne rieSenie, pri ktorom sa ani raz neskodi.
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Priklady:
Vstup Vystup
3 3
X.X A . , .
Najskor prejde druhé prasiatko z |2, 2]
XX do jedného sennika, napriklad na [3, 2],
5 ) nasledne moze prvé prasiatko prejst na
5 1 dva kroky do druhého sennika.
2 2
3 2
12
Vstup Vystup
6 13
XX ) Toto prasiatko je na Iike samo. Nema
.X.X).(. ako skakat, preto sa proste vyberie
X. X. najkratsou cestou do sennika. V tomto
X).().(X pripade je vyhodnejSie stenu obist
sprava.
1
6 5
4 4
Vstup Vystup
5 7
X. XXX g C e e .
X XXX Najlepsie riesenie je, aby jedno pra-
' siatko prislo na krizovatku na sirad-
XXXX niciach [3,2] a nechalo druhé cez seba
¥ XXX preskocit.
2
12
31
35
5 2




42

ZADANIA CELOSTATNEHO KOLA KATEGORIE A

Vstup

Vystup

o w N -

15

Vstup

Prasiatka sa v hornom riadku vybert
k sebe, strednym stlpcom sa presunt
dole (pri¢om striedavo cez seba skacu),
a tam sa opit rozidu kazdé na inu
stranu.

Vystup

NN OONNEFE D
~NOoO NON PN -

20

Prasiatka zac¢inaju v lavom hornom
rohu mapy, rozostavené do stvorca. Pri
optimalnom presune v kazdom kroku
niektoré prasiatko skace — kym to ide,
skacu vodorovne, ked uz to nejde, tak
zvisle.

Po prvych 10 krokoch budu prasiatka
na Styroch polickach v pravom hornom
rohu, po dalsich 10 sa dostanu vSetky
do sennikov.
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A-TII-5 Posledna dobrota

Na stole je obrovska kopa dobrét: kolacov aj ovocia. Julka a Monika sa s
nimi hraja nasledovnu hru.

Hra prebieha v tahoch. Prva taha Julka, potom sa striedaji. Hracka na tahu
si bud méze vziat nejaké kolace, alebo niekolko kusov ovocia, alebo oboje. Ale
ak chce brat oboje, musi si kola¢ov zobrat tolko isto ako kusov ovocia.

Aby sa neprejedli, dohodli sa navySe na tom, Ze v jednom tahu si moze kazda
z nich vziat najviac K kolacov a najviac K kusov ovocia.

Hru vyhra té, ktora zoberie zo stola tplne poslednta dobrotu.

Stutazna tloha:

Vasou tlohou bude napisat kniznicu, ktora bude tato hru hrat namiesto
Julky, proti nd$mu programu, ktory bude hrat namiesto Moniky. Body dostanete
za kazdu hru, ktorta vasa kniznica cel korektne odohra a vyhra.

Dostanete od nas k dispozicii kostru kniznice, ktorti méte napisat, a ukaz-
kovy program protihraca. Tento protihra¢ vsak na rozdiel od toho, ktorého
pouzijeme pri testovani, nebude hrat optimélne.

Popis kniznice:
Vasa kniznica méa obsahovat nasledujice dve procediury / funkcie:

procedure zaciatok(A, B, K longint);
void zaciatok(int A int B, int K);

V tejto funkcii si vaSa kniZznica moze inicializovat premenné a Struktury,
ktoré potom bude vyuzivat pri hre. Na§ program tuto funkciu zavola préave raz,
na zaciatku celej hry. Pomocou parametrov oznami nas program vasej kniznici
pocet A kolacov na stole, pocet B kusov ovocia na stole a limit na tah K.

Vo vsetkych testovacich vstupoch bude 1 < A, B < 10000000 a 1 < K <
1000 000.

procedure tahaj (A, B: longint; var berA, berB: |ongint);
void tahaj(int A int B, int *berA int *berB);

Tato funkciu nas program zavold vzdy, ked je vaSa kniZnica na tahu. (Pr-
vykrat teda hned po zavolani funkcie zaciatok.) V premennych A a B vam
oznami aktualne pocty kolacov a ovocia. Pred skonc¢enim musi vasa funkcia na-
stavit hodnoty premennych berA a berB na pocty kolacov a ovocia, ktoré chcete
v tomto tahu zo stola zobrat.
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Priklad hry:

e zaciatok(7,2,3)
Na stole je 7 kolac¢ov, 2 kusy ovocia, v jednom tahu sa daji vziat max. 3
rovnaké veci.

e tahaj(7,2,berA,berB)

Prvy tah. Julka sa rozhodne zobrat 1 kola¢ a 1 kus ovocia, preto nastavi
berA aj berB na 1.

Monika berie 3 kolace, ostavaju 3 kolace a 1 ovocie.

e tahaj(3,1,berA,berB)
Julka sa dozvie aktualny stav hry, zoberie 1 kolac.
Monika berie po jednom kolaci aj ovoci.

e tahaj(1,0,berA,berB)

Julka berie posledny kolac¢ a vyhrava.



Riesenia domaceho kola kategorie A

A-I-1 O zdanlivom kopci

Zadanou tlohou je vybrat z danej postupnosti ¢o najdlhsiu podpostupnost,
ktora by najskor rastla a potom klesala.

Keby sme vedeli, ktory prvok je v nasej podpostupnosti ten najvacsi (,,vrchol
kopca“), mali by sme lahsiu tlohu: z ¢asti postupnosti od zaciatku po vrchol
vybrat ¢o najdlhSiu rastticu podpostupnost konéiacu ,,vrcholom“, a zo zvysku
zase vybrat ¢o najdlhsiu klesajucu podpostupnost. No a vyberat klesajicu pod-
postupnost je to isté ako vyberat rasttcu idac sprava dolava.

Preto nam stadi riesit nasledujicu jednoduchsiu tlohu: K danej postupnosti
pre kazdé i spocitame dlzku d; najdlhsej rastticej podpostupnosti, ktora koné¢i
¢lenom a;.

Ukazeme si najskor pomalsie rieSenie tejto tilohy, potom jeho efektivnejsiu
verziu.

Pomalsie riesenie:

Zjavne d; = 1. Ak uz vieme hodnoty d; az di pre nejaké k, hodnotu dj1
spocitame nasledovne:

Predstavme si, ze uz mame néjdent najdlhsiu podpostupnost konc¢iacu prv-
kom ayy1. Pozrime sa na nu a zakryme si posledny ¢len. To, co teraz vidime,
musi byt opit nejaka rastica podpostupnost. A nie len tak hocijakd. Nech jej
posledny ¢len je a,. Potom to, ¢o vidime, musi byt (jedna mozna) najdlhsia
rasttica podpostupnost konéiaca a,. Jej dlzka je teda d,, a dlzka nasej pévodnej
podpostupnosti je d, + 1.

My sice nepozname x, ale tu je Tahkd pomoc: Vysktusame vSetky mozné x
a vyberieme si ti najlepsiu moznost. A ktoré su to tie ,vSetky mozné“ z? V
prvom rade musi byt 1 < x < k, no a navysSe musi platit a, < agr1, aby bola
nové podpostupnost nadalej rastiica. Dostavame teda:

dis+1 = dy, +1
P S P
Algoritmus, ktory spocita hodnoty d; pouzitim tohoto vztahu, méa casovi
zlozitost O(N?), kde N je pocet ¢lenov spractivanej postupnosti. Takéto riesenie
mohlo ziskat nanajvys 7 bodov.
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Lepsie riesenie:

Na zrychlenie vyssie popisaného algoritmu pouzijeme nasledujtce pozorova-
nie: Ak vieme vybrat dve rasttice podpostupnosti rovnakej dlzky, ,lepsia“ je ta,
ktora konc¢i mensSou hodnotou. Totiz ak vieme po pridani nasledujtcich ¢lenov
postupnosti nejako predlzit ta ,hor§iu“, vieme rovnako predlzit aj ta ,lepsiu“.

V kazdom okamihu si teda sta¢i pre kazdt mozna dlzku pamitat jednu
rasticu podpostupnost — ti ,najlepsiu®, ¢ize konciacu najmensou moznou hod-
notou.

PresnejSie, nech m; je najmensia hodnota, akou moze koncit i-prvkova ras-
tica podpostupnost vybratd z doteraz spracovanych prvkov.

Na zaciatku je mg =0 a Vi > 0; m; = oo.

Teraz budeme postupne po jednom spractvat prvky danej postupnosti. Ako
sa hodnoty m; zmenia po spracovani jedného jej ¢lenu?

Vsimnime si najskor, ze v kazdom okamihu plati, ze hodnoty m; (ktoré su
rozne od oo) su rasttice. Totiz ak vieme spravit rastticu podpostupnost dlzky 4,
ktora kon¢i hodnotou m;, tak jej prvych i—1 ¢lenov tvori rastticu podpostupnost
dlzky i — 1, ktora kon¢i ¢lenom mensim ako m;, preto nutne m;_; < m;.

Nech je prave spracuvany c¢len postupnosti x. Potom zjavne existuje prave
jedno a také, ze my, < x < mgyg.

Co toto znamena? V prvom rade vieme, ze doteraz ,najlepsia® vybrana
Ziadnu takato postupnost nevieme predlzif hodnotou z, a teda hodnoty od
Mmg1o dalej sa menit nebudd.

Podobne sa nebudii menit ani hodnoty od mg po m,, vratane. Tieto su
vSetky uz teraz mensie ako x, takze ich zlepsit nevieme.

Jediné, ¢o sa teda zmenli, je, Ze teraz vieme vybraf rastticu postupnost dizky
a + 1, ktora konc¢i hodnotou x. Odteraz teda bude m,11 = x. A zaroven vieme,
7e a + 1 je dlzka najdlhSej vybranej rastiicej podpostupnosti konciacej prave
spracivanym prvkom.

No a uz méme nas algoritmus skoro hotovy. Teraz si staci len uvedomit, Ze
hodnoty m; st utriedené, a teda vieme néjst hodnotu a bindrnym vyhladavanim
v ¢ase O(log N). Zvy$né tipravy uz spravime v konstantnom case.

Potrebujeme spracovat N prvkov, ¢asova zlozitost teda bude O(N log N).

Listing programu:

#i ncl ude <al gorithnp
#i ncl ude <i ostreanp
#i ncl ude <vector>
usi ng nanespace std;
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#def i ne NEKONECNO 987654321

vector<int> rastuce(const vector<int> &) {

int N= A size();

vector<int> result(N);

vect or<i nt > M N+1, NEKONECNO); M 0] = O;

for (int i=0; i<N, i++) {
/'l bi narnym vyhl adavani m naj dene “a“
int a = lower_bound( Mbegin(), Mend(), Ali] ) - Mbegin() - 1;
Ma+l] = Ali];
result[i] = a+l;

}

return result;

}

int main() {
/'l nacitanme vstup
int Ny cin > N vector<int> A(N); for (int i=0; i<N, i++) cin >> Ai];

/'l spocitane dl zky pre rastuce podpostupnosti
vector<int> B = rastuce(A);

/'l spocitame dl zky pre kl esaj uce podpostupnosti
reverse(A begin(),A end());
vector<int> C = rastuce(A);
reverse(C. begin(),C end());

/'l spocitanme vysledok

int res = 0;

for (int i=0; i<N i++) res = max(res, B[i]+(i]-1 );
cout << res << endl;

return O;

A-I-2 Rezervacie miesteniek

Naga Zelezni¢na trat ma N tsekov medzi stanicami. Ked nam pride nejaka
poziadavka, potrebujeme sa pozriet na tseky, ktoré obsahuje, a najst tisek, kde
je voIného miesta najmenej. Ak je ho tam dost, je ho dost vSade a poziadavku
prijmeme. Naopak, ak ho tam dost nie je, poziadavku musime odmietnut.

Na 4 body si stacilo pre kazdy tsek pamitat v poli pocet obsadenych miest.
Na 7 bodov potrebujeme vediet efektivnejsie odhalif odmietané poziadavky
(teda najst najplnsi tsek), no a na 10 bodov budeme musiet efektivne spra-
cuvat aj prijaté poziadavky.
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Intervalovy strom:

Pre jednoduchost budeme predpokladat, Ze N je mocnina dvoch. (Ak by
menej ako na dvojnasobok poévodnej hodnoty.)

Pouzijeme datova struktiru zndmu pod menom intervalovy strom. Ten bude
vyzerat takto:

Listy intervalového stromu zodpovedaji jednotlivym tisekom trate. VSimnite
si, ze vnutorny vrchol, ktory je k£ tirovni nad listami, zodpoveda intervalu obsa-
hujicemu 2% po sebe idtcich tisekov. Tie intervaly, ktoré zodpovedaja vrcholom
nasho stromu, budeme volat jednoduché.

Naco je intervalovy strom dobry? UkéZeme, Ze Iubovolny interval tisekov
vieme Sikovne ,poskladat® z jedoduchych intervalov.

Zaoberajme sa najskor intervalom, ktory obsahuje tiseky od 1 po k. Tvrdime,
ze tento vieme zlozit z najviac lg N jednoduchych intervalov. Toto dokadzeme
tak, ze budeme z jeho Tavej strany odkrajovat ¢o najvicsie jednoduché intervaly,
az kym sa neminie. Najjednoduchsie je to vidiet na priklade. Napr. interval ,,od
1 po 11* vieme rozdelit na ,o0d 1 po 8¢, ,od 9 po 10“ a ,od 11 po 11%.

Vyznacené vrcholy zodpovedaji jednoduchym intervalom,
ktoré dokopy tvoria interval ,,od 1 po 11°.

Odhad poctu pouzitych intervalov vyplyva napriklad z toho, ze v kazdom
kroku odkrojime viac ako polovicu intervalu.

Vsimnite si, ze postup krajania zodpoveda schadzaniu z korena dole po inter-
valovom strome. V kazdom vrchole sa pozrieme, ¢i nerozkrijana ¢ast zadaného
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intervalu lezi celd v favom podstrome. Ak 4no, ni¢ nekrajame a zlezieme don. Ak
nie, odkrojime interval zodpovedajuci lavému podstromu a zlezieme do pravého.

Vo vSeobecnej situdacii, ked chceme naskladat interval tsekov od k po [,
budeme na tom podobne, vystacime si s 21g N jednoduchymi intervalmi. Dokaz
je podobny, pdjdeme dole intervalovym stromom. Akondahle niekedy zistime, Ze
zadany interval zasahuje do oboch podstromov, rozkrojime ho na dve c¢asti. No
a kazda z Casti uz teraz zodpoveda jednoduchsiemu pripadu, ktory sme rozobrali
vyssie.

Vseobecny pripad: interval ,,od 4 po 11°.

Ukézali sme teda, ze v ¢ase O(log N) vieme Tubovolny interval rozdelitf na
niekolko ¢asti, ktoré zodpovedaju vrcholom stromu.

Keby sme pre kazdy vrchol stromu vedeli, aké je maximum z hodnét listov
v jeho podstrome, vedeli by sme teda v ¢ase O(log N) povedat maximum pre
Tubovolny interval tsekov. A v tom je cely trik intervalového stromu: Zvolili sme
si niekolko vhodnych intervalov, z ktorych vieme efektivne naskladat odpoved
pre hocijaky iny interval.

Riesenie za 7 bodov je v tomto okamihu uz trividlne. Spravime si intervalovy
strom, v ktorom bud v listoch poc¢ty obsadenych miest na jednotlivych tsekoch,
a v kazdom vrchole si pamitdme maximum z hodnot listov v jeho podstrome.
Ked pride poziadavka ,z y z“, v ¢ase O(log N) zistime maximum z hodnét v

.....

.....

y + 1 po z a opravime vSetky vrcholy nad nimi. Toto vieme spravit v Case
O(z —y), ¢o vieme zhora odhadnat ako O(V).
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Intervalovy strom s maximami pre jednoduché intervaly.
Maximum v intervale ,,od 1 po 11“ je rovné maximu zvyraznenych policok.

KEIEESRA AR O P A IR R
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Situacia pocas spractivania prijatej p0z1adavky »,2 5 12%:
Vo vyznacenom intervale (sivé Stvorceky) pribudli dvaja cestujuci.
Sivé kriazky oznacuji vrcholy, ktoré este treba (zdola nahor) prepocitat.

Celkovo ma toto riesenie ¢asovu zlozitost O(Plog N + AN), kde P je pocet
vsSetkych a A je pocet prijatych poziadaviek.

Efektivne spracovanie prijatej poziadavky:
Zostéva ukazat, ako SikovnejSie upravovat informaciu o poctoch cestujtcich
v pripade prijatia poziadavky. Trik je jednoduchy. Nebudeme ukladat infor-

mécie o pocte cestujﬁcich len v listoch, ale v celom strome. Ked teda méme

.....

noduchych intervaloch. V kazdom Vrchole intervalového stromu si teda namiesto

doterajsej jednej hodnoty (maxima) budeme pamitat hodnoty dve (maximum
a zmenu poctu cestujicich v nom).

Pridanie 2 lTudi do tsekov 6 az 12
Cisla predstavuju poéty cestujtcich, sivé vrcholy sa menili.
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Vsimnite si, ze pre kazdy list plati, Zze pocet cestujicich na zodpovedajticom
useku dostaneme tak, ze sé¢itame vSetky pocty cestujucich na ceste z daného
listu do korena stromu.

Upravili sme teda strom tak, ze pamétané pocty cestujiicich uz su spravne.
Zostava upravit pamiitané maximé pre podstromy. Kde sa tie budt menit? Nuz,
vo vrcholoch, kde sa zmenili pocty cestujicich, a vSade nad nimi:

Pridanie 2 Tudi do tsekov 6 az 12.
Cisla predstavuji maxima, sivé vrcholy treba prepoéitat.

Pridanie 2 Tudi do tsekov 6 az 12.
Takto budi vyzerat maximé po prepocitani.

Vrcholov, kde treba prepocitat maximum, je O(log N). St to totiz prave
tie vrcholy, ktoré navstivime, ked delime n&s interval na jednoduché cCasti — a
teda aj ked upravujeme pocty cestujicich. Vieme teda obe veci upravit naraz v
jednej jednoduchej rekurzivnej funkecii.

Celkovo vieme kazdu poziadavku spracovat v ¢ase O(log N), preto celkova
Casova zlozitost nasho riesenia je O(Plog V).

Este jedna poznamka k implementéacii: Intervalovy strom si vieme pamiitat
v jednom statickom poli, podobne ako napriklad haldu. Koren bude na policku
s indexom 1, synovia vrcholu x budt na polickach 2z a 2x + 1. Listy budu na
polickach N az 2N — 1.



52 RIESENIA DOMACEHO KOLA KATEGORIE A

Listing programu:

#i ncl ude <i ostreanp
usi ng nanespace std;

#defi ne MAXN 1000000

class vrchol { public: int cestujuci, maximm };
vrchol stronf2*MAXN + 47];
int NNMP;

int najdi Maxi mun(int x, int y, int kde, int left, int right, int uz) {
/1 “kde“ je cislo vrcholu v ktorom prave sne
[l “left® a “right“ su konce jemu zodpovedaj uceho jednoducheho intervalu
[l *uz* je pocet cestujucich, o ktorych uz vienme, ze su v intervale
/1 (dozvedeli sme sa o nich vyssie)

if (x<=left && y>=right) return uz + stronikde].naxi num

if (y<left || x>right) return O;

int dlzka = (right-left+1)/2;

uz += stronfkde]. cestujuci;

return max(
naj di Maxi mum(x, y, 2*kde, left, | eft +dl zka-1, uz),
naj di Maxi munm(x,y, 2*kde+1, |eft+dlzka, right, uz) );

}

void pridaj(int x, int y, int kolko, int kde, int left, int right) {
if (x<=left && y>=right) {
stronf kde] . maxi mum += kol ko;
stronf kde] . cestuj uci += kol ko;

return;
}
if (y<left || x>right) return;
int dlzka = (right-left+1)/2;
pridaj (x,y, kol ko, 2*kde, left, | ef t +dl zka-1);
pridaj (x,y, kol ko, 2*kde+1, |eft+dlzka, right );

stronf kde] . maxi mum =

stronf kde] . cestujuci + max( stronf2*kde]. maxi mum stronf2*kde+1]. maxi mum );

}

int main() {

int N

cin >> _N > M>> P

N=1; while (N<_N N *= 2;

while (P--) {
int k,Xx,y;
cin >> k >> x >> vy, X++
int m= najdi Maxi num(x,y, 1,1, N, 0);
if (k>Mnm {

cout << “odm etnuta“ << endl;

} else {
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cout << “prijata“ << endl;
pridaj (x,y,k,1,1,N;
}
}
}

A-I-3 Fibonacciho sustava

Jednoznacénost pekného zapisu:

Né&jst pekny zapis prirodzeného ¢isla N vo Fibonacciho ststave vlastne zna-
mena najst mnozinu Fibonacciho ¢isel, ktorych sucet je IV, vSetky st navzajom
rozne a ziadne dve nenasleduju vo Fibonacciho postupnosti po sebe.

Na avod si vSimnime, ze ak samotné N je Fibonacciho ¢islo, tak samo osebe
tvori hfadan( mnozinu. Tomu zodpoveda pekny zapis s prave jednou jednotkou:

: 44
pre F,, (kde n > 2) je to ,10...0%.
n—2

Fibonacciho zapisy prirodzenych ¢isel do 15 si mdzeme rucne vypisat, aby

sme odpozorovali nejaki zédkonitost. Dostaneme:

¢islo zapis
F(2)=1 1
F(3)=2 10
F4)=3 100
4 101
F(5)=5 1000
6 1001

7 1010
F(6)=8 10000
9 10001

10 10010

11 10100

12 10101

F(7) =13 100000
14 100001

15 100010

Vidime dve veci. V prvom rade sme si overili, ze pre malé prirodzené c¢isla
dokazované tvrdenie plati, v druhom rade zac¢iname vidiet systém, akym pekny
zapis funguje. Skusime teraz dokazat, ze to tak bude fungovat aj dale;j.
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Matematickou indukciou dokazeme, ze pre kazdé n > 2 plati tvrdenie T'(n):
, Vsetky prirodzené ¢isla z mnoziny {F,, ..., F,+1 — 1} maju prave jeden pekny

.....

musi mat aspon n-ciferny pekny zapis.“

Z tabulky vidime, Ze pre n do 6 toto tvrdenie plati. Zostava teda dokazat
indukény krok. Nech pre nejaké n platia tvrdenia T'(2) az T'(n — 1), dokdzeme,
ze z toho vyplyva platnost T'(n).

Zaujimaju nas teda zapisy ¢isel z mnoziny M(n) = {F,,..., F,11 — 1}. Z
tvrdenia 7T'(n — 1) vieme, ze ich zapis musi mat aspon n — 1 cifier. No a viac
cifier mat nemoze, najmensie ¢islo s n-cifernym zapisom je predsa zjavne Fj, 1.
Pekny zapis kazdého z tychto ¢isel musi teda mat prave n — 1 cifier.

To znamena, Ze ked sa na pekny zapis divame ako na mnozinu Fibonacciho
¢isel, tato mnozina musi obsahovat F,,. A kedZe nemozeme pouzit dve po sebe
iduce Fibonacciho ¢isla, tdto mnozZina nesmie obsahovat F,, 1. Inymi slovami,

DR P 1 “
pekny zapis ¢isla z M (n) musi byt tvaru ,,10?\../; .
e

Zoberme si teraz nejaké ¢islo X z mnoziny M (n). Ukézeme, ze chybajice
cifry pekného zapisu X sa urcené jednoznacne. Preco? Chybajuce cifry zjavne
musia tvorit pekny zapis ¢isla Y = X — F,. Plati X < F,.1, preto Y <
F,y1 — F, = F,_1. Z indukéného predpokladu teda vieme, Zze Y ma prave
jeden pekny zapis, a ze ten ma dostatoCne malo cifier na to, aby sa zmestil na
chybajtuce miesta. Preto mé aj X prave jeden pekny zapis.

Posledny krok dékazu: Najviicsie ¢islo s peknym zapisom dlzky n — 1 ma
zjavne pekny zapis tvaru ,,101010. . .“. Toto mozeme zapisat ako ,,10Z%, kde Z je
maximalny pekny zapis dlzky n—3. O tom uZ vieme z indukéného predpokladu,
ze zodpoveda ¢islu F,_; — 1. Nas maximalny zapis teda zodpoveda ¢islu F), +
Fn—l —1= Fn+1 — ]., qed

Najdenie pekného zapisu:

Nas dokaz nam priamo dava metddu na najdenie pekného zéapisu cisla X:
N4ajdeme najvicsie n také, ze F,, < X < F,4;. Toto Fibonacciho ¢islo sa v
zapise X bude vyskytovat. ZvysSok zapisu X je tvoreny zdpisom mensieho ¢isla
X — F,,. Opakovanim postupu zostrojime postupne cely zapis.

Listing programu:

var F : array[O0..45] of l|ongint;
i,X,n: longint;

begi n
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{ spocitane Fibonacciho cisla }

F[O] :=0; F1] := 1,

for i:=2 to 100 do F[i] := F[i-1] + F[i-2];
{ nacitane vstup }

read( X)

{ najdene najvyssiu cifru }

n: =2;

while (F[n] <= X) do inc(n);

dec(n);

{ postupne vypisujene cifry }
while (n >= 2) do begin
if (X >=F[n]) then begin wite(1l); dec(X F[n]); end else wite(0);
dec(n);
end;
witeln;
end.

Pocitanie zaujimavych cisel:

Oznacme R(k, A, B) rieSenie zadanej tlohy, teda pocet ¢isel z mnoziny { A, A+
1,..., B}, ktoré maju vo svojom peknom zapise prave k jednotiek.

Zacneme tym, ze si zadanu tlohu zjednodusime. Zadanu tlohu staci vediet
riesit pre pripad A = 1, lebo zjavne plati R(k, A, B) = R(k,1, B)—R(k,1, A—1).
Slovne: Aby sme spocitali vhodné ¢isla v zadanej mnozine, spo¢itame vhodné
¢isla neprevysujuce B, a od nich odpoc¢itame vhodné ¢isla mensie ako A.

Podme teda ukazat, ako spocitat hodnotu R(k,1, N) pre dané N. Zac¢neme
tym, ze si prevedieme N do Fibonacciho ststavy a zistime jeho pocet cifier c.
Teraz vieme, ze vSetky hladané pekné zapisy budt mat najviac c cifier. Mozeme
si pre jednoduchost predstavit, Ze tie z nich, ktoré su kratSie, doplnime zlava
nulami na dizku presne c.

Na zadany problém sa teda moéZzeme pozerat nasledovne: Mame postupnosti
nal a jednotiek, ktoré maja dlzku c. Potrebujeme spoéitat, kolko z nich ma
vsetky nasledujuce vlastnosti:

e Obsahuje prave k jednotiek.
e Je peknym zapisom, teda nemé dve jednotky po sebe.
e Vo Fibonacciho stustave predstavuje ¢islo neprevysujice N.

Len prva podmienka:

Spoditat postupnosti, ktoré spliiaju prvii podmienku, je lahké: Mame po-
stupnost dlzky ¢, potrebujeme vybraf k miest, kde buda jednotky, toto sa da
spravit (;) sposobmi.
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Prvé dve podmienky:

Tu to nebude omnoho zlozitejsie. Zoberme Iubovolni postupnost, ktora spliia
prvé dve podmienky. Tesne za kazdou z prvych k£ — 1 jednotiek je v nej urcite
nula. Ked tychto k£ — 1 nul vyhodime, dostaneme novii postupnost dlzky ¢ —
k + 1, v ktorej je k jednotiek. A naopak, z novej postupnosti vieme ti péovodni
jednoznacne zrekons$truovat, staci za kazdu jednotku okrem poslednej vlozit
jednu nulu.

Tym sme dokézali, Ze postupnosti dlzky ¢, ktoré spliiaji prvé dve podmienky,
je rovnako ako postupnosti dlzky ¢ — k + 1, ktoré spliajt prvit podmienku —

cize (TR,

Jednoduché rekurzivne riesenie:

Budeme rekurzivne zlava doprava generovat vSetky mozné postupnosti nil
a jednotiek, ktoré spliiajia prvé dve podmienky. Zaroven si budeme v kazdom
okamihu pamiitat, akému ¢islu zodpoveda prave vygenerovand postupnost, aby
sme neprekrocili V.

Toto rieSenie je lahko naprogramovatelné, ale ma velku ¢asovu zlozitost —
pocet krokov je aspon tak velky ako pocet ndjdenych ¢isel. Presny odhad ¢asovej
zlozitosti by bol naro¢ny, uvedieme len naznak myslienky: Kazdé ¢islo do N ma
v peknom zéapise nanajvys log, IV jednotiek. Preto pre nejaké k (1 < k < log, N)
bude mat odpoved velkost aspori N/log, N, a teda nas algoritmus mé casovi
zlozitost 2(N/log N).

Listing programu:

#i ncl ude <i ostreanr
usi ng nanespace std

Il ong long F[100]; // fibonacciho cisla

int generuj(int c, int k, int poz, int lim {
/1 c je dl zka postupnosti, k je pocet zostavajucich jednotiek
/1l poz je pozicia ktoru doplnane, limje horny Iimt na vel kost cisla
if (linmk0) return O;
if (poz>=c) return k==0;
/1 '1l sempride optinalizacia !!
int result = generuj(c,k,poz+1,lim; // umestnine O
if (k>0) result += generuj(c,k-1,poz+2,1im- F[c-poz+1]); // umiestnine 1
return result;

}

int rataj(int k, int N) {
int c=1; while (F[c+2]<=N) c++; // zistime pocet cifier c
return generuj(c,k,0,N
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}

int main() {
F[0]=0; F[1]=1; for (int i=2; i<100; i++) F[i]=F[i-1]+F[i-2];
int k,A B;
cin > k > A >> B;
cout << (rataj(k,B) - rataj(k,A 1)) << endl;
return O;

}

Optimalizacia rekurzivneho riesenia:

Do programu pridame dva riadky, ktoré ho priam zazrac¢ne urychlia, napriek
tomu, ze oba budi velmi jednoduché.

Prvé pozorovanie: Ak nam zostava do konca pouzit k jednotiek a méame uz
iba menej ako 2k — 1 pozicii, rieSenie neexistuje a mozeme sa vratit o poziciu
spéit.

Druhé pozorovanie: Ak mame doplnit poslednych x miest, najvicsie ¢islo,
ktoré vieme vyrobit, je F, 1o — 1. Pokial vieme, Ze eSte ani tymto ¢islom neprek-
ro¢ime horna hranicu, nemusime vSetky mozné ¢isla generovat, ale vieme ich
rovno zaratat. Ako sme ukézali vySsie, je ich (x_kﬂ).

k
V nasej rekurzivnej funkcii teda priddme nasledovné podmienky:

if (c-poz < 2*k-1) return O;
if (lim>= F[c-poz+2]-1) return Cc-poz-k+1][K];

Kombinac¢né ¢isla si mézeme napriklad na zaciatku jednoducho predratat
vyuzitim zndmeho vztahu (Z) = (Z:i) + (”;1):

long long C[100][100]; // konbinacne cisla
for (int 1=0; i<100; i++) for (int j=0; j<=i; j++)
dilljl = (==011j==t) 2 1: qi-1][j-1]+qi-1][j];

Preco je takto vylepsené riesenie odrazu také efektivne? Preto, ze situéacia,
kedy by sme nevedeli pouzit Ziadnu z podmienok, skoro nikdy nenastane.

V&imnime si jednu dolezitt vlastnost pekného zapisu: Ked mame dva pekné
zapisy rovnakej dlzky, ten, ktory predstavuje mensie ¢islo, je aj lexikograficky
mensi. (Hravo sa to d4 dokazat indukciou.)

V8imnime si teraz Tubovolnu situdciu pocas behu nésho vylepseného algo-
ritmu. V tomto okamihu mame vygenerovani nejakt postupnost nul a jednotiek
dlzky najviac ¢, a ideme spoé¢itat, kolkymi spdsobmi sa d& doplnif. Porovnajme
doteraz vygenerovanu postupnost s rovnako dlhym prefixom pekného zapisu N.
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Ak je naSa postupnost vii¢Sia, znamena to, Zze uz sme N prekrodili, a nasa
funkcia teda okamzite vrati nulu. Ak je nasa postupnost mensia, vieme, Ze nech
uz doplnime ¢okolvek, N neprekro¢ime, a preto mozeme rovno vratit pocet
vSetkych doplneni. Jediny pripad, kedy musime spravit dve rekurzivne volania
(a teda generovat postupnost dalej) je ten, ked nastala rovnost — ¢ize ked je
nasa postupnost prefixom pekného zapisu N.

Ukazeme si to na priklade: Nech ma N pekny zapis 100101001000 a nech k =
5. Ked sme v situécii 101 ..., aj keby sme uz doplnili samé nuly, bude vysledok
mozeme na zvysSnych 6 miest doplnit Tubovolny pekny zapis s troma jednotkami.
V tomto pripade mame teda 4 riesenia.

Rekurzivne volania bude teda nas algoritmus robit len raz pre kazda dlzku
prefixu, teda rddovo c-krat. Preto je ¢asova zlozitost samotnej rekurzie O(c),
alebo ekvivalentne O(log N). Cely algoritmus je o nieco pomalsi kvoli predrata-
niu kombina¢nych ¢isel. Dalo by sa s tym eSte nieco robit, ale neoplati sa. Ani
pre N rovné miliarde by sme uZ ziadne viditelné zrychlenie nespozorovali.

Matematické rieSenie:

Na vsetko je vzorec, a ani tento pripad nie je vynimkou. Nase riesenie bude
vyzerat nasledovne: Prevedieme N na pekny zépis. Nadjdeme najbliz§ie mensie
alebo rovné ¢islo N', ktoré ma v peknom zépise prave k jednotiek. (Rozmyslite
si ako na to, nie je to také trividlne ako sa zda na prvy pohlad.) Priamo z toho,
ako tento zapis vyzerd, spocitame, kolky v poradi zaujimavy zapis to je.

Vyuzijeme dve skutoc¢nosti. Prvou bude pozorovanie z predchadzajtcej casti:
Ked mame dva pekné zapisy rovnakej dizky, ten, ktory predstavuje mensie &islo,
je aj lexikograficky mensi.

Druhou bude trik, ktory sme pouzili, ked sme ratali pekné postupnosti:
Ked zoberieme pekné postupnosti dizky ¢ s k jednotkami a v kazdej za kazdou
jednotkou okrem poslednej skrtneme nulu, dostaneme prave vsetky postupnosti
dlzky ¢ — k + 1 s k jednotkami.

V&imnime si teraz, ze ked sme zobrali dve postupnosti a z oboch takto
vyskrtali nuly, tak ta, ktord bola mensia pred Skrtanim, musela zostat mensia
aj po nom.

Takze pokojne mozeme zobrat zapis N’, tymto sposobom ho upravit, a né-
sledne zodpovedat jednoduchsiu otézku: Kolké v poradi postupnosti s & jednot-
kami je toto?

No a toto vieme Tahko spocitat. V kazdom okamihu sta¢i rozli§it medzi
dvoma pripadmi. Ak zac¢ina nulou, sta¢i tto nulu zahodit. Ak zac¢ina jednotkou,



su pred nou vsetky postupnosti, ktoré zac¢inaji nulou. No a tych je (dgl), kde
d je aktuilna dlzka. Vsetky tieto zaratame, jednotku zo zacdiatku zahodime a
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zmensime k o jedna.

Skuste si uvedomit, Ze toto rieSenie, ktoré sme dostali, je takmer identické s
rieSenim, ku ktorému sme sa z tplne opac¢ného pristupu dopracovali v predcha-

dzajucej casti.

Listing programu:

#i ncl ude <i ostreanp
usi ng nanmespace std

long long F[100]; // fibonacciho cisla

I ong long C[100][100]; // kombinacne cisla
int jednotky[100];

int N

long long rataj(int k, int N) {

}

if (N==0) return O

/'l spocitanme zapis N

int co=2; while (F[co+1l]<=N) co++;

int J=0; while (co>=2) { if (N>=F[co]) { jednotky[J++]=co0-2; N-=F[co]; } co--;

/'l zostrojinme zapis N
if (J<k) {
i f (jednotky[0]<=2%*k-2) return O;
i nt skus;
for (skus=J-1; skus>=0; skus--) {
i nt ostava=(jednot ky[skus]-1)/2, treba=k-(skus+l);
if (ostava >= treba) break

}

j ednot ky[ skus] - -;

for (int i=skus+l; i<k; i++) jednotky[i] = jednotky[i-1]-2;
}
J=k;

/1 odstranime zo zapisu N nuly a zostrojime si ho
for (int i=0; i<J; i++) jednotky[i] -= J-1-i

int zapis[100];

menset (zapi s, 0, si zeof (zapi s));

for (int i=0; i<J; i++) zapis[jednotky[i]]=1;

/'l spocitame vysl edok

long long res = 1;

for (int i=jednotky[O]; i>=0; i--) if (zapis[i]) { res += C[i][k]; k--; }
return res;
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int main() {
F[0]=0; F[1]=1; for (int i=2; i<100; i++) F[i]=F[i-1]+F[i-2];
for (int i=0; i<100; i++) for (int j=0; j<=i; j++)
aillil = G==0j==1) 2 1: qi-1][j-1]1+qi-1][j];
I ong long k, A B;
cin > k > A > B;
cout << (rataj(k,B) - rataj(k,A 1)) << endl;
return O;

A-I-4 Prekladacie stroje

Podulohy a-+b:

V prvej casti tohto vzorového riesenia ukazeme, ze stroje B a C nerobia
navzajom uplne presne inverzné operacie. Problém bude v tom, ze dekédovanie
morzeovky bez oddelovac¢ov nemusi byt jednoznacné — niektoré retazce ciariek
a bodiek sa daju prelozit viacerymi spdésobmi, a iné naopak vébec.

Zoberme si napriklad jednoslovnd mnozinu M; = {i}. Ked tato prelozime
strojom B do morzeovky, dostaneme B(M;) = {ee}. Refazec ee je ale aj mor-
zeovkovym zapisom retazca ee. Preto ked B(M;) prelozime spéf strojom C,
dostavame C'(B(M;)) = {i,ee} # My, a teda prvé tvrdenie neplati.

Podobne lahko zistime, ze pre My = {=} je B(C(M3)) = ) # My, a teda
ani druhé tvrdenie neplati.

Podloha c:

Prekladat budeme len niektoré retazce, a to refazce, v ktorych st najskor
vSetky a, a potom vSetky b. Kazda dvojicu a prepiseme na jedno a, a kazdé b
na tri b.

Formaélne, nas prekladaci stroj A bude pitica (K, X, P,0, F)),kde K = {0, 1},
F = {1} a prekladové pravidla vyzeraju nasledovne:

P = { (0,aa,a,0), (0,¢,e,1), (1,b,bbb, 1) }

Poduloha d:
Najlepsie riesenie potrebuje tri operacie. Jedno takéto riesenie si ukazeme.
Co véetko vieme dosiahnut jednym prekladom? V prvom rade vieme z mno-
ziny M; vybrat len pre nas zaujimavé retazce, teda tie, kde idi najskér a a
potom b. Ked sa docitame na koniec slova, vieme eSte napisat aj nejaké ¢, uz
vSak nijak nevieme zabezpecit, aby ich pocet bol rovny poc¢tu a a b.
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Formaélne, definujme prekladaci stroj Ay (K1, 3, Pi, A, F1),kde K; = {A, B, C},
Fy = {C?} a prekladové pravidla vyzeraji nasledovne:

P]- - { (A’CL?a”A)? (A7€?€?B)? (B’b7b’B)7 (B7€767C)7 (0757070)}

Zjavne az na pocet pismen c¢ je My = A;(M;) presne to, ¢o hladame. Ako
ale zabezpecit, aby sa poCty a, b aj ¢ museli rovnat?

Trik je v tom, Ze rovnako, ako sme si prave vyrobili mnozinu retazcov s
rovnakym poc¢tom a a b, vieme vyrobit aj mnozinu retazcov, ktoré buda mat
rovnako b a c.

Formaélne, definujme prekladaci stroj Az (Ko, 3, Pa, A, F»), kde Ko = {A, B, C'},
F> = {C} a prekladové pravidla vyzeraji nasledovne:

P = {(AzsaA4), (A4ezB). (B.abB), (BeeC), (Cbe0) |

Aj tento prekladaci stroj vyrobi z M; takmer presne to, ¢o treba: M3 =
As (M) ma nasledovné vlastnosti: Pismend v retazcoch ida v spravnom poradi
a pismen b a ¢ je rovnako vela.

No a posledny krok je jednoduchy, G = My N Ms. Slovne: V prieniku mnozin
su prave tie retazce, ktoré maju obe dobré vlastnosti — pocet a je rovny pocétu b

(lebo je to retazec z Ms) a pocet b je rovny poctu ¢ (lebo je to zaroven retazec
Z Mg)



Riesenia domaceho kola kategorie B

B-I-1 O spajani poli

Pomalsie riesenie:

Prvé, ¢o nas moze napadnut, je zacat tym, Ze presunieme prvky z B do A,
a nasledne sa pokusime pole A utriedit.

Ak by sme na to pouzili nejaky Standardny algoritmus na triedenie (napr.
QuickSort), najlepSia casova zlozitost, akii moze nas program mat, by bola
O ((M +N)-log(M+N )> . A navyse by sme si museli pri implementécii triedenia
poradit bez pomocnej paméite. V nasom pripade vSak existuju aj efektivnejsie
rieSenia.

Vzorové riesenie:

S ulohou ,,spojte dve utriedené postupnosti do jednej“ sa stretame napriklad
pri znamom triediacom algoritme MergeSort.

Keby sme mohli pouzit nové pole, bolo by to jednoduché. Predstavme si trie-
dené prvky ako Iudi usporiadanych podla vysky. Mame teda dva rady, z kazdého
najmensi stoji tplne vpredu. Kto je teda najmensi celkovo? Predsa mensi z tych
dvoch prednych. Toho teda posleme, nech sa ide postavit do vysledného poradia
na prvé miesto. A pokracujeme: kto je najmensi z tych, ¢o zostali? No predsa
jeden z tych dvoch, ktori teraz stoja ako prvi v radoch. Tak ich opit porov-
name, mensieho posleme ,na vystup®, a tak dokola, az kym sa nam niektory
rad neminie. Potom uz len pridame zvysSok druhého radu na koniec vysledne;j
postupnosti.

Takéto riesenie by malo ¢asova zlozitost O(M + N), teda linedrnu od poc¢tu
spracuvanych prvkov. (To preto, ze kazdy krok vieme spravit v konstantnom
Case, a v kazdom kroku posleme jeden prvok na vystup.)

Ak by sme ale chceli tento postup pouzit na nasu tlohu, narazime na problém
— nemame nové pole, kam by sme vystup davali.

Méame ale nejaké volné miesto, a to na konci pola A. PomdZzeme si teda tak,
ze vysledni postupnost budeme zostrojovat od konca. Namiesto toho, aby sme
porovnavali dva najmensie (eSte nespracované) prvky, budeme vzdy porovnévat
dva najviicsie, a ,vyhercov® budeme ukladat do pola A od konca.

Uvedomte si, Ze volné miesto v poli A sa nam pri takomto postupe predcasne
neminie. Dokonca to vieme povedat aj presnejSie: V kazdom okamihu bude v
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poli A tolko volného miesta, kolko eSte ostava v poli B nespracovanych prvkov.

Poznamka:

Uloha by bola riegitelna v linedrnom ¢ase dokonca aj vtedy, ak by sme nemali
k dispozicii ani len to volné miesto v poli A. Teda zadanie by bolo: ,,v poli A st
za sebou dve utriedené postupnosti, prva ma M prvkov a druha IV, bez pouzitia
pomocnych poli ich spojte do jednej“.

Tento problém je znadmy pod nazvom Merge-in-place a je znadmych viacero
roznych algoritmov, ktoré ho rieSia v linedrnom case. Kvoli prisnejSiemu ob-
medzeniu na pouzitt pamit vSak vo vSetkych pripadoch vsak ide o algoritmy
neporovnatelne komplikovanejSie ako nasSe riesenie.

Listing programu:

procedure nerge(var A B : array of longint; MN : longint);
var kdeA, kdeB, kdeC : | ongi nt;
begi n

kdeA : = M1; kdeB := N1; kdeC := M-N-1;
{ kym mane co porovnavat, porovnavane }
whil e (kdeA >= 0) and (kdeB >= 0) do begin

if (Al kdeA] > B[kdeB]) then begin

Al kdeC] := Al kdeA]; dec(kdeA); dec(kdeC;

end el se begin
Al kdeC] := B[kdeB]; dec(kdeB); dec(kdeC);
end;
end;
{ ked uz nemanme co porovnavat, dopresuvane zvysok B }
whil e (kdeB >= 0) do begin
Al kdeC] := B[ kdeB]; dec(kdeB); dec(kdeC);
end;
end;

{ pre nazornost uvedi ene aj program Kktory nasu proceduru pouziva }
var
_A _Brarray[0..200000] of Iongint;
i, M _Nlongint;
begi n
read(_M; for i:=0 to M1 do read(_Ali]);
read(_N); for i:=0 to _N-1 do read(_B[i]);
merge(_A, _B,_M _N);
for i:=0 to Mr_N1 do witeln(_Ali]);
end.
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B-1I-2 Krtkovou norou

Ak nevieme riesit zadana ulohu, skiisme najskor vyrieSit jednoduchsiu. Za-
oberajme sa teda najskor pripadom, kde st vsetky chodbicky rovnako dlhé.

RieSenie pre chodbi¢ky rovnakej dlzky:

V takomto pripade moéZzeme na najdenie najvzdialenejsich brlozkov pouzit
postup znamy pod menom prehladdvanie do Sirky.

Myslienka tohoto postupu je jednoducha. Najskor postupne spracujeme vsetky
brlézky, ktoré su od zaciato¢ného vo vzdialenosti 1, potom vsetky, ktoré st vo
vzdialenosti 2, a tak dalej.

Presnejsie to bude fungovat takto: Budeme mat jedno pole, v ktorom budeme
o kazdom brlézku mat zaznamenané, ¢i uz vieme, ako je daleko. Okrem toho si
budeme pamitat zoznam brlézkov, ktoré ¢akaji na spracovanie.

Na zaciatku si zaznamename, Ze do brlézku krtka Vitka je vzdialenost 0 a
zaradime tento brlézok do zoznamu na spracovanie.

Teraz dokola opakujeme nasledujtci postup: Vyberieme zo zoznamu brl6-
7ok, ktory je v tiom najdlhSie, a ideme ho spracovat. Nech je tento brlézok
vo vzdialenosti d od brlézku, kde sme zacinali. Jeho spracovanie bude vyzerat
nasledovne: Pozrieme sa postupne na vsSetky brlézky, ktoré s nim susedia. Pre
niektoré z nich uz vzdialenost vieme, tie nechdme na pokoji. Ostatnym brloz-
kom (t.j. tym, do ktorych sme sa pri prehladévani doteraz nedostali) nastavime
vzdialenost na d + 1 a zaradime ich do zoznamu na spracovanie.

Zoznam brlézkov na spracovanie si mozeme pamétat napriklad ako spajany
zoznam, ale najjednoduchsie je ulozit si ich v poli ako stvisly usek. Datova
struktiura, ktora funguje ako nas zoznam brlozkov (t.j. vzdy vyberame prvok,
ktory je v nej najdlhsie), sa vola fronta. Jej implementaciu pomocou pola najdete
v listingu vzorového programu.

Aké efektivne je toto riesenie? Kazdy z N brlézkov prave raz zaradime do
zoznamu, raz ho odtial vyberieme a raz spracujeme. A kazdu z M chodbiciek
spracujeme dvakrat (po jednom raze v kazdom koncovom brlézku). Preto je
Casova zlozitost tohoto riesenia O(N + M).

Listing programu:

var G: array[1..1000,1..1000] of Iongint;
stupne, fronta, vzdi al enost : array[1l..1000] of |ongint;
bol : array[l..1000] of bool ean;
N, M dal si , i, a, b, h, kde, kam zac, kon, nax : |ongint;

begi n
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readl n(N, M ;
for i:=1 to Mdo begin
readl n(a, b);
inc(stupne[a]); inc(stupne[b]);
Ja][ stupne[a] ] b;
G b][ stupne[b] ] a;
end;
{ pustinme prehladavanie do sirky }
{ v kazdom okami hu plati, ze brlozky na spracovanie su v poli fronta[]
na poziciach zac az (kon-1) }
zac: =1; kon:=2; fronta[1l]:=1; bol[1]:=true; vzdial enost[1]:=0;
while (zac < kon) do begin
kde := fronta[zac]; inc(zac);
for i:=1 to stupne[kde] do begin
kam := d kde][i];
if (not bol[kan]) then begin
bol [ kam : =t rue; vzdi al enost [ kam : =vzdi al enost [ kde] +1;
fronta[ kon]: =kam inc(kon);
end;
end;
end;
{ najdene a vypisene najvzdial enejsie brlozky }
max:=0; for i:=1 to Ndo if (vzdialenost[i]>max) then nax:=vzdial enost[i];
for i:=1 to Ndo if (vzdialenost[i]=max) then witeln(i);
end.

Riesenie p6vodnej ulohy:

V povodnej tilohe mézu mat chodbicky rozne dizky, a to od 1 do 7. Tym
sa ale nedame zastrasit. Presved¢ime krtkov, aby na kazdej chodbicke, ktora je
dlhsia ako 1, vyhrabali nové brlézky, ktoré ju rozdelia na tseky dlzky 1.

Napriklad pre siet z prikladu v zadani by vysledok snaZenia krtkov vyzeral
takto:

Takto sme dostali novu siet chodbic¢iek, kde uz maja vsetky chodbicky rov-
nakt dlzku. A pre tito siet uz zadant tlohu vieme riesit. (Len si treba daf pozor
na to, Ze vypisovat sa maju len povodné komorky, nie tie nové.)

Posledné otézka znie: nepokazili sme tymto trikom c¢asova zlozitost riese-
nia? Nuz, nastastie nie. Pre¢o? Nova siet ma nanajvys 7x tolko chodbiciek ako
povodna. A na kazdej chodbicke pribudlo najviac 6 novych brlézkov.
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Brlozkov je teda dokopy nanajvys N +6M a chodbiciek 7M. Nas algoritmus
teda bude mat ¢asovu zlozitost O(N + 13M) = O(N + M).

Listing programu:

var G: array[1..1000,1..1000] of Iongint;
stupne, fronta, vzdi al enost : array[1..1000] of Iongint;
bol : array[1..1000] of bool ean;

N, M dal si , i, a, b, h, kde, kam zac, kon, max : | ongint;
begi n
readl n(N, M ;
dalsi := N+1; { cislo, ktore dostane dalsi brlozok }
for i:=1 to Mdo begin
readl n(a, b, h);
kde : = a;

while (h>1) do begin { kopene novy brlozok }
i nc(stupne[ kde]); inc(stupne[dalsi]);
d kde] [ stupne[kde] ] := dalsi;
J dal si][ stupne[dalsi] ] := kde;
kde := dalsi; inc(dalsi);
dec(h);
end;
i nc(stupne[ kde]); inc(stupne[b]);
d kde][ stupne[kde] ] := b;
G b][ stupne[b] ] := kde;
end;
{ pustinme prehladavanie do sirky }
zac: =1; kon:=2; fronta[1l]:=1; bol[1]:=true; vzdial enost[1]:=0;
whil e (zac < kon) do begin
kde := fronta[zac]; inc(zac);
for i:=1 to stupne[kde] do begin
kam := G kde][i];
if (not bol[kan]) then begin
bol [ kam : =true; vzdi al enost[ kanj: =vzdi al enost [ kde] +1;
fronta[ kon]: =kam inc(kon);
end;
end;
end;
{ najdene a vypisene najvzdi al enejsie brlozky }
max: =0; for i:=1 to Ndo if (vzdialenost[i]>max) then max:=vzdi al enost[i];
for i:=1 to Ndo if (vzdialenost[i]=max) then witeln(i);
end.
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B-I-3 Kontrola XML

V prvom rade néas bude zaujimat len postupnost tagov na vstupe, text medzi
nimi mozeme pokojne ignorovat.

Na otvéaracie a zatvaracie tagy sa mozeme divat ako na lavé a pravé zatvorky
roznych typov. Potom podmienka, Ze tagy sa nesmu prekryvat, nadobudne jas-
nejsi vyznam: XML dokumenty sa podobaja dobre uzatvorkovanym vyrazom.

Ako teda budeme kontrolovat, ¢i je na§ XML dokument korektny? Tagy bu-
deme spracuvat v poradi, v akom sa v nom vyskytuju. V kazdom okamihu si
budeme pamiitat, ktoré tagy sme uz otvorili a eSte nezavreli. Ak je nasledu-
jaci spractvany tag otvaraci, len ho priddme na koniec pamétaného zoznamu.
Naopak, ak je zatvaraci, moze nastat hned niekolko problémov.

V prvom rade ten najbeznejsi problém: posledny otvoreny tag bol iny ako
ten, ktory prave spractivame (<a></b>).

Mohlo sa tiez stat, Zze nie je otvoreny vobec ziaden tag (<a></a></x>).

Jedind dobra situacia je, ak posledny otvoreny a este nezavrety tag sedi
so zatvaracim tagom, ktory prave spracivame. Vtedy tento tag odstranime zo
zoznamu, ktory si pamitame (<a><b><c></c></b>).

Ak sa takto docitame az na koniec XML dokumentu, este potrebujeme skon-
trolovat jednu vec: ¢i nezostali niektoré tagy otvorené (<a><b></b>).

Zoznam otvorenych tagov:

Ako si méa nas program pamitat zoznam otvorenych tagov tak, aby sme nové
tagy vedeli spracuvat ¢o najefektivnejsie?
Vsimnime si, Ze potrebujeme robit nasledujice operéacie:

— pridaj novy tag na koniec zoznamu

— zisti, aky tag je na konci zoznamu

— odstran posledny tag zo zoznamu
Na toto je ako stvorena datova struktura zdsobnik. V nasom programe na uloze-
nie zasobnika pouzivame statické pole a jednu premennt, v ktorej si pamétame
aktualny pocet ulozenych tagov.

Par slov k implementacii:

N4&s program spractuva vstup po znakoch. Vzdy, ked narazi na znak <, zavola
procediru, ktord sa pokusi sa nacitat nazov tagu. Ak sa jej to nepodari, program
okamzite ukon¢ime. Ak ano, tag spracujeme podla vyssSie uvedeného postupu.

Vsimnite si, ze vdaka pouzitiu tejto procediry sa hlavny program zjednodusil
v podstate len na samotné spractvanie tagov.
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Listing programu:

function je_znak(ch : char) : bool ean
begin je_znak := (ch>="a’) and (ch<="z"); end

procedure urcite_nacitaj(var ch : char);

begi n
if eof then begin witeln(’'nie’); halt; end;
read(ch);

end;

procedure nacitaj _tag(var zaciatok : bool ean; var

var ch : char;

begi n
nazov: ="', zaci at ok: =true
urcite_nacitaj(ch);

KATEGORIE B

nazov .

stri

if (ch="/") then begin zaciatok: =fal se; urcite_nacitaj(ch);

while true do begin
if (ch=">") then break

if (not je_znak(ch)) then begin witeln('nie’);

nazov := nazov + ch;

if (length(nazov) > 8) then begin witeln(’

urcite_nacitaj(ch);
end;

if (nazov=""') then begin witeln('nie); halt;

end;

var zasobnik : array[1..10000] of string
pocet : |ongint;
ch : char;
zaci at ok : bool ean;
nazov : string;

begi n
pocet := O0;
whil e not eof do begin
read(ch);
if (ch="<) then begin
naci taj _tag( zaciatok, nazov );
if (zaciatok) then begin
{ vlozime novy tag na zasobnik }
i nc(pocet);
zasobni k[ pocet] := nazov;
end el se begin
{ porovname tag s vrchom zasobni ka }

hal t;

nie); halt;

end;

if (pocet=0) then begin witeln('nie); halt;
i f (zasobni k[ pocet]<>nazov) then begin witeln(’'nie');

dec(pocet);
end;
end;
end;

end;

ng);

end;

end;

end;

hal t;

end;
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if (pocet>0) then begin witeln('nie); halt; end;
witeln(’ano');
end.

B-I-4 Rakosie

Ulohou je najst odrodu rékosia, ktorej stebld majt 2" (mftvych) buniek. Asi
prvé myslienka, ktord nam moze napadnut, je pouzit pravidlo A — AA, aby sa
nam bunky mnozili. Rdkosie by mohlo rast vo fazach, pricom v kazdej dalSej by
sa zdvojnasobil pocet acok.

Jedinym problémom je teda dohliadnut na to, aby sa v kazdej faze pocet a¢ok
naozaj zdvojnasobil. Vsimnite si, Ze samotné pravidlo A — AA je problematické,
pretoze nemozeme ovplyvnit, na ktoré acka sa pouzije. Moze sa pouzit na kazdé
acko raz (tak by sme to chceli), ale moze sa napriklad pouzit aj opakovane vzdy
na prvé acko (tak o chvilu stratime pojem o ich pocte).

Aby sme do rastu zaviedli trochu discipliny, budeme mat jednu Specidlnu
bunku, ktora sa bude po steble ,pohybovat®. Navod, ako na to, ndam dava uz
druhy priklad zo studijného materialu. Vezmime si také pravidlo AB — BA.
Presvedcte sa, ze keby sme mali steblo ABBBBB, pouzitim tohto pravidla by
A postupne preliezlo cez vsetky bécka.

Nasa Specidlna bunka sa bude volat M, pretoZze pri pohybe ,doprava“ (od
korena) bude navyse mnozit ac¢ka. Dosiahneme to pravidlom Ma — aaM . Na-
priklad, ak st na zaciatku acka styri, po prechode bude acok osem:

Maaaa = aaM aaa = aaaaM aa = aaaaaaM a = aaaaaaaa M

Co sa stane, ked M pride na koniec? Mame dve moznosti: bud nam uz
vyrastlo dost dlhé steblo a chceli by sme skonc¢it, alebo by sme sa mali vratit a
znovu a znovu dlzku zdvojnasobovat.

Ako ale vobec zistime, ¢i uz sme na konci? Odpoved je jednoduché: na za-
¢iatku pouzijeme pravidlo Z — BaM E, ktorym vytvorime prvé acko, Specialnu
,mnoziacu“ bunku a navySe si aj ,oznac¢ime“ zaciatok a koniec stebla (B ako
begin a F ako end). Teraz uz budeme vediet, ¢i sme na konci stebla.

Ako sa vratime? NemozZeme pridat pravidlo aM — Ma, pretoze potom by
M mohlo chodif striedavo aj doprava aj dolava (a nevedeli by sme ho ,,donutit*
pocet buniek prave zdvojnasobit; M-ko by si ,mohlo robit, ¢o chce“; ak ideme
doprava, musime ist az na koniec; ak sa vraciame, musime sa vratit az na
zaciatok). Preto M-ko, ktoré je na konci (oznac¢enom FE-¢kom) zmenime na R,
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ktoré bude chodit iba dolava. Inymi slovami, pismenom R budeme oznacovat
nasu $pecidlnu bunku M, ked sa vracia. Ked R pride na zaciatok (oznaceny
B-¢kom), zmeni sa spit na M. Mame teda pravidla

/ — BaMFE Ma—aaM ME — RE aoaR— Ra BR — BM

Co urobime, ked budeme chciet skon¢it? Po predchadzajtcej uvahe by to
uz nemal byt problém: Zmenime M napriklad na H (ako halt). Bunka H sa
postara o to, aby v steble ostali iba acka, t.j. ,,zmaze“ B, F, a nakoniec aj samu
seba. Dosiahneme to pomocou pravidiel

ME —-H aH — Ha BH —e.

Uplne vietky genetické pravidla nasej odrody teda vyzeraju takto:

Z — BaMFE (oznac¢ime zaciatok a koniec)
Ma — aaM (mnozime acka)
ME — RE | H (nakoncisa otocime, alebo koné¢ime)
aR — Ra (vraciame sa)
BR — BM (otoc¢ime sa, ideme mnozit)
aH — Ha (ideme zmazat B)
BH — ¢ (ostant len acka)

Ukazme si priklad, ako steblo narastie na 4 acka:

/ = BaMFE = BaRFE = BRaFE = BMaF
= BaaMFE = BaaRE = BaRaFE = BRaaF
= BMaak = BaaMaF = BacaaMFE = BaaaaH
= BaaaHa = BaaHaa = BaHaaa = BHaaaa = aaaa

Na zaver len malt pozndmku: na trojicu M, R, H sa da pozerat ako na jednu
Specidlnu bunku, ktora behé po steble. Pri tom si ,paméta®, ¢o prave robi (¢i
mnozi bunky, vracia sa, alebo ukonc¢uje steblo). V nasich genetickych pravidlach
sme urdili, ako tito ¢innost vykonéava, a ako a kedy svoju ¢innost meni.
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A-II-1 Parkovanie kocov

Sluhovia maju koce zaparkovat tak, aby pri odchode vzdy najskor odisiel
jeden cely rad, az potom zacal odchadzat dalsi. To znamend, Ze v kazdom rade
musia byt zaparkované koce, ktoré ida podla dolezitosti bezprostredne po sebe.
Inymi slovami, ak st v rade za sebou zaparkované koce dolezitosti di a do,
nemoze existovat ko¢ s doélezitostou ds taky, ze di < d3 < ds.

Vsimnite si tiez, ze akonahle zistime, Ze koc¢, ktory prave parkujeme, moézeme
postavit do nejakého radu, ni¢ nepokazime, ak ho tam naozaj postavime.

Na zaklade tychto pozorovani sa da napisat program s ¢asovou zlozitostou
O(N?). Budeme si pamétat vsetky dosial vytvorené rady. Ked pride dalsi host,
najdeme pre neho vhodny rad, alebo vytvorime novy. Ko¢ s délezitostou d;
mozeme zaparkovat na koniec uz existujiceho radu (nech sa tento rad konci
koc¢om s dolezitostou d), ak d < d; a Ziadny dalsi host uz nie je medzi nimi, teda
neplati d < d; < d; pre ziadne j. Podobne vieme zistit, ¢i ko¢ mozeme pridat
na zaciatok nejakého radu. KedZe kocov je N, radov modze byt v najhorSom
pripade, ako sme videli v poslednom priklade v zadani, az ©(N) a kedze pre
kazdy ko¢ a rad nam test trva O(N), mame naozaj kubicky algoritmus.

Testovanie, ¢i ko¢ mézeme zaparkovat do daného radu, vieme zrychlit: Staci
si vstup predspracovat. Koce precislujeme (stale podla ich dolezitosti) na ¢isla
1,2,...,N. Potom buda rad tvorit po sebe iduce ¢isla. Rad kocov s ¢islami
k,k+1,...,1 si stac¢i pamétat ako dvojicu [k,]. Ko¢ ¢islo ¢ mdzeme pridat na
koniec radu, ktory koncil ko¢om ¢islo [ = 7 — 1, alebo na zaciatok radu, ktory
zacinal koc¢om ¢islo k = i + 1. Pre kazdého hosta prezrieme maximélne O(N)
radov, takze mame kvadraticky algoritmus.

Ako koce precislujeme? Pre kazdy ko¢ potrebujeme zistit jeho poradie podla
dolezitosti. Preto koce jednoducho utriedime. Presnejsie, budeme triedit dvojice
(d;, 1) podla délezitosti d;. Po zotriedeni prvé zlozky prepiSeme éislami 1,..., N.
Druhé zlozky ndm pomozu vratit koce do povodného poradia (staci dvojice
usporiadat podla druhej zlozky). Triedit mdzeme napriklad quick-sortom alebo
heap-sortom.

Vzorové rieSenie je (aZ na precislovanie) linedrne a velmi jednoduché. Kedze
ko¢e maju teraz ¢isla 1, ..., N, staci si spravit jedno velké pole od 0 po N + 1,
kde budeme zaskrtavat ¢isla kocov, ktoré sme uz zaparkovali. Ked pride ko¢ s
¢islom 4, pozrieme sa, ¢i uz sme zaparkovali ko¢ ¢islo ¢ —1 (¢ je i — 1 odskrtnuté;
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ak d4no, mozeme ho dat na koniec existujiceho radu), alebo ¢i je odskrtnuté i+ 1
(ak 4no, mozeme ko¢ daf na zacdiatok existujuceho radu). V opa¢nom pripade
musime vytvorit novy rad (zvysime pocet radov o 1). Ko¢ ¢islo i odsktrneme.
Takyto algoritmus mé ¢asovi zlozitost O(N) plus zlozitost triedenia a pamiitovi
zlozitost O(N).

Ind moZnost ako precislovat koce je pouzit asociativne pole (map v STL).
Stac¢i koce utriedit, do asociativneho pola si ku kazdému zapamitat poradie po
utriedeni, a potom pri parkovani kocov si ,,prekladat® ich ¢isla ked potrebujeme.

Iné riesenie:

Pre zaujimavost uvedieme eSte jedno trochu iné rieSenie. Zacneme tym, Ze
si zadané pole skopirujeme a kopiu utriedime, aby sme vedeli, aké koce sa na
vstupe nachadzaju, a aby sme vedeli pre kazdé k, ktory koc¢ je k-ty najmensi v
poradi.

V niektorom rade musi skonéit najmensi ko¢. Urcite ni¢ nepokazime, ak do
tohto radu umiestnime ¢o najviac kocov — ale kolko to bude?

Vieme napisat funkciu, ktora pre dané k overi, ¢i vieme k£ najmensich kocov
umiestnit do jedného radu — simulujeme umiestiiovanie, pricom koce vicsie ako
k-ty najmensi ignorujeme.

Takto vieme spravit rieSenie: postupnym skaSanim zistime, kolko najviac
kocov vieme dat do prvého radu. Potom vsetky tieto ko¢e vyhodime z poradia
a pre zvysné koce (ak este nejaké zostali) za¢neme tplne odznova ten isty proces.

Nie je to na prvy pohlad evidentné, ale ¢asova zlozitost takéhoto rieSenia
je O(N?). (Myslienka dokazu: za skoro kazdé zavolanie overovacej funkcie ndm
pribudne jeden ko¢, ktory uz vieme zaparkovat.)

Listing programu:

#i ncl ude <cstdi o>
#i ncl ude <vector>
#i ncl ude <al gorithnp
usi ng nanespace std

int main() {
int N, K=0;
vector<pair <int,int> > A;

scanf (“%l“, &N);
for (int i=0; i<N, ++i) {
int x; scanf (“%l“, &x);
A. push_back (make pair (x, i));
}
sort (A begin(), Aend());
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for (int i=0; i<N, ++i) { Ali].first = Ali].second; Ali].second =i+1; }
sort (A begin(), A end());

vect or <bool > B(N+2, fal se);

for (int i=0; i<N ++i) {
int x = Ali].second,
Pf(L(BIx-1] [ B[x+1])) ++K
B[ x] = true;

}

printf (“%\n*, K);

A-II-2 Dlhopisy

Prva vec, ktort sme si mohli v§imnut je to, Ze na konci roka (po tom, ako
Kleofas dostane vynosy) vzdy moze vSetky dlhopisy predat a nakipit nové.
Vzdy by ich mal nakuapit tak, aby na konci roka dostal ¢o najvacSie vynosy.
Algoritmus bude vyzerat nasledovne:

1. Na zaciatku roka nakup ¢o najlepsie.
2. Na konci roka vyber vynosy a predaj vSetky dlhopisy.
3. Ak chcem este jeden rok pokracovat, tak chod na krok 1.

Ako vyhodne nakupovat?:

Pre jednoduchost vyjadrovania si najkor zavedme nejaké oznacenia. Vi
odteraz oznacuje najvicsie vynosy, ktoré vieme dosiahnut ak mame 7 penazi. c;
bude cena i-teho dlhopisu a v; je roény vynos i-teho dlhopisu. Ked dostaneme
obnos penazi K, tak chceme zistit V[K].

Zjavne je jedno v akom poradi kupujeme dlhopisy, zaujima nas len vysledna
mnozina. Niektory dlhopis ale musime kupit ako prvy. Aké vieme mat najvyssie
vynosy, ak by to bol dlhopis ¢islo i? Predsa v; + V[K — ¢;]. Ludovou recou
povedané, kipime najskor i-ty dlhopis (vynos z neho bude v;), a ostane ndm
K — c; penazi. Za tie nakupime ¢o najvyhodnejsie.

Ako teda zistit, ktory dlhopis kapit ako prvy? Vysktsame vSetky mozné i a
vyberieme ten, pre ktory bude celkovy vynos najvicsi. Teda dostavame vztah:

VIK] :maX{V[K—cl]+v1, VIK — o] + 02, .., V[K_CD]+UD}
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(Samozrejme, maximum berieme len cez tie hodnoty, kde K > ¢;, teda berieme
do tvahy len tie dlhopisy, ktoré za K penazi mdZzeme kupit.)

Vsimnite si, ze na vypocitanie VK] potrebujeme poznat V[K — ¢1], V[K —
ca], ..., V[K —cp]. Ako vypocitame tie? Na to si pomo6zeme postupom, ktory sa
vola dynamické programovanie — zacneme od najmensich hodnét. Urcite vieme,
ze V[0] = 0. Teraz si vypoc¢itame V[1]. Potom V[2]. Takto budeme postupne
pokracovaft, az nakoniec dostaneme k vypoc¢tu V[K]. Kazda hodnotu sme vy-
pocitali z predchadzajiuch hodnét, ktoré sme uz tou dobou poznali. A teda aj
v Case, ked sme sa dostali k vypoc¢tu V[K], sme uz mali vypocitané vsetky
potrebné hodnoty.

Tiez si moZzeme vSimnut, Ze hodnota K predstavuje len horna hranicu, po
ktort pole vypliiame. Samotny obsah pola od nej nezavisi. Inymi slovami, ked
sa nam zmeni financéné situacia, nepotrebujeme prerativat celé pole V' odznova.

Aky najvicsi index v poli V' néas bude zaujimat? Mame dve rovnocenné
moznosti: bud si ho na zaciatku odhadnit a rovno spocitat dost vela hodnot,
alebo pole V' dopocitavat podla potreby po kazdom roku.

Prvy pristup: V zadani sa dalo docitat, ze vynos z dlhopisu je najviac 10% z
ceny dlhopisu. Teda za rok vie Kleofa$ znasobit svoj majetok maximélne o desat
percent. Za R rokov teda Kleofdsov majetok narastie nanajvys na K - 1.1%,

V zadani sa tiez moéZzeme docitat, Ze ceny dlhopisov st nasobky 7" = 1000.
Teda ak napr. méa Kleofds 14 947 kortin, nemoze si nakupit ni¢ iné ako to, ¢o
zvladne nakupit za 14 000 kortin. Preto nam budu stacit hodnoty V[i| pre na-
sobky T. Budeme teda potrebovat vypoéitat K - 1.1%/T hodnot Vi].

Po vypocitani tychto hodnoét uz len R krat zopakujeme postup: ,,¢o najlepsie
nakupit a na konci roka vybrat vynosy*.

AKk4 je Casova zlozitost nasho algoritmu? Potrebujeme si predratat hodnoty
V[i], ¢o vieme spravit v ¢ase O(D - K -1.1%/T'). Zvy$ok algoritmu bei v zaned-
batelnom case O(R).

Listing programu:

#i ncl ude <i ostreanr

#i ncl ude <vector>

#i ncl ude <cnat h>

#i ncl ude <al gorithne
usi ng nanmespace std;

int main(){
int K, Db R T = 1000;
cin > K >> D
vector<int> ceny(D), vynosy(D);
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for (int i=0; i<D;, i++) {
cin >> ceny[i] >> vynosy[i];
ceny[i] /=T,

}

cin > R
int mxV =2+ int( Kpow(1.1,R) / T);
vector<i nt> V(nmaxV);
for (int i=0; i<maxV; i++)

for (int j=0; j<D; j++)

if (i-ceny[j] >= 0)
Mi] = mx( V[i], V[i-ceny[j]]+vynosy[j] );

for (int 1=0; i<R, i++) K += V[K/T];
cout << K << endl;

A-II-3 O vitazovi turnaja

Zakladné pozorovanie:
Zacneme zakladnym pozorovanim, ktoré povedie k efektivnemu rieseniu tlohy:

@: Ak program x moézZze vyhrat turnaj, a program y modze vyhrat v zapase s
programom x, tak aj program y moze vyhrat cely turnaj.

Toto pozorovanie si teraz dokazeme. Zoberme si nejaké poradie zapasov a
vysledkov, ktoré vedie k tomu, ze x vyhra turnaj. V prave jednom z tychto
zapasov y prehra a z turnaja vypadne. Predstavme si teraz, ze odohrame vsetky
zapasy presne rovnako, az na to, ze vynechame zapas, v ktorom by y vypadol.
Dostaneme poradie zapasov, ktoré ked sa zahraja, ostant v turnaji len dvaja
hraci — x a y. No a kedze y modze vyhrat nad z, stac¢i teraz pridat na koniec
zapas, v ktorom y porazi x.

NasSe pozorovanie Q' vieme teda pouzit na postupné zistovanie dalSich a
dalsich programov, ktoré turnaj vyhraja. Potrebujeme ale niekde zacat — vediet
asporn jeden program, ktory moze turnaj vyhrat. Ako ho zistit? To je Tahké —
sta¢i jednoducho jeden mozny turnaj odsimulovat a zobrat jeho vitaza.

Méame teda uz prva predstavu, ako moéze naSe vzorové rieSenie vyzerat:

1. Odsimuluj jeden turnaj a najdi prvého mozného vitaza.
2. Pouzivanim © priddvaj novych moznych vitazov.
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Najdeme vietkych vitazov?:

Z toho, ¢o sme zatial povedali, eSte nevyplyva odpoved na jednu délezitt
otazku: Najdeme nasim postupom naozaj vSetky programy, ktoré mézu turnaj
vyhrat?

Zjavne © mozeme pouzit len konecne vela krat. Skor ¢i neskér sa dostaneme
do situéacie, ze uz pouzitim ¢ nevieme o Ziadnom dalSom programe povedat, Ze
moze vyhrat turnaj.

V tomto okamihu méame programy rozdelené do dvoch mnozin. V prvej (na-
zvime ju V ako vitazi) st programy, o ktorych uz vieme, ze mézu turnaj vyhrat.
V druhej (t4 nazveme P ako porazeni) si ostatné programy.

Kedze pouzitim O nevieme Ziaden program presunut z P do V', znamena to,
ze kazdy program z V nutne vyhra nad kazdym programom z P.

Teraz tvrdime, ze ziaden program, ktory je v tomto okamihu v P, turnaj
nemoze vyhrat.

Preco je to tak? V8&imnime si priebeh Iubovolného turnaja. Skor ¢i neskor
ostane v turnaji z programov z mnoziny V uz len jeden. No a ten uz neméa
ako vypadnut — vSetky ostatné programy, ktoré si eSte v turnaji, s nim totiz
prehraja. Preto tento program nutne turnaj vyhra. Vitaz je teda vzdy z nami
zostrojenej mnoziny V.

Dokazali sme teda, ze algoritmus ,kym sa da pouzit O, pridavaj do V nové
programy* naozaj najde vSetky programy, ktoré mézu vyhrat turnaj. Zostava
zodpovedat otazku, ako efektivne vieme tento algoritmus implementovat.

Podrobnejsi popis algoritmu:

Prvym krokom nasho programu bude simulédcia jedného turnaja. Tym do-
staneme jedného vitaza v.

Pocas zvysku algoritmu budeme postupne zostojovat mnozinu vitazov V.
Zaroven s tym si budeme udrziavat aj mnoZinu P tych programov, ktoré s
kazdym programom z aktualnej mnoziny V nutne prehraju.

V&imnime si, Ze zatial ¢o mnozinu V' budeme zvic¢Sovat, mnozina P sa nikdy
zvicsit nemoze. Ked priddme novy program do V, jediné, ¢o sa stane, je, Ze z
P ubudnu tie programy, ktoré nad nim mozu vyhrat.

Tiez si vSimnime, Ze az kym nas algoritmus neskoncéi, budu existovat prog-
ramy, ktoré nie st ani vo V, ani v P. O tychto uz vieme, Ze mozu vyhrat nad
niektorym programom z V', ale este sme ich do V nepridali. Aby sme ich ne-
museli zakazdym hladat, budeme si tieto programy c¢akajice na spracovanie
pamiitat vo fronte S.

Ked teda zistime prvého mozného vitaza, nastavime si V = {v}. Dalej P
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bude mnozina programov, s ktorymi v urc¢ite vyhra. No a vSetky ostatné prog-
ramy vlozime do fronty S. Kym fronta S nie je prazdna, dokola opakujeme:

1. Vyberieme program x z fronty S.
2. Pridame program x do mnoziny V.
3. Prejdeme prvky v P. Tie, nad ktorymi x nevyhra, presunieme z P do S.

Akonahle sa fronta S vyprazdni, mame vsetky programy rozdelené do V a
P a modzeme skondit.

Prvé kvadratické riesenie:

V tomto okamihu je uz lahké napisat program s ¢asovou zlozitostou O(N?).

Nacitame vstup a do dvojrozmerného pola si zaznac¢ime, kto nad kym moze
vyhrat. (Na zaciatku moze vyhrat kazdy nad kazdym, ako postupne ¢itame
vstup, znacime si, kto nad kym vyhrat nemdze.)

Odsimulujeme jeden turnaj tak, Zze najskor hra 1 s 2, potom vitaz s 3, a tak
dalej az kym nezostane len jeden program.

Teraz opakujeme dokola cyklus z predchédzajicej ¢asti. Pridat novy prvok
do z vieme v konstantnom ¢ase a upravit mnozinu P v ¢ase O(N). (Na to si
sta¢i mnozinu P reprezentovat ako pole, kde mame o kazdom prvku zaznacené,
¢i do P patri alebo nie.)

Kedze v kazdom opakovani cyklu priddme do V' jeden program, bude opa-
kovani najviac N — 1. A teda celkova ¢asova zloZitost bude O(N?).

Aby sme dosiahli lepSiu ¢asovu zlozitost, potrebujeme zlepsit dve miesta v
nasom programe: Prvou je vediet aj bez pamite O(N?) efektivne odsimulovat
turnaj, druhou je Sikovnej$ie upravit mnozinu P.

Prienik dvoch utriedenych postupnosti:

Majme dve postupnosti A a B celych ¢isel, pricom obe st utriedené podla
velkosti a ziadna neobsahuje to isté ¢islo dvakrat. Chceme najst ich prienik,
teda tie ¢isla, ktoré sa vyskytuji v oboch postupnostiach.

RieSenie je Tahké: Zacnime tym, Ze sa pozrieme na prvé ¢leny postupnosti.
Ak si oba rovnaké, dame prislusnt hodnotu na vystup a oba zahodime. Ak
je jeden z nich mensi, mozeme ho rovno zahodit — v druhej postupnosti také
hodnota urcite nebude. Toto celé teraz opakujeme dokola az kym sa nam jedna
z postupnosti neminie.

Kazdy krok vieme spravit v konstantnom case. (Postupnosti A a B v sku-
to¢nosti nebudeme menit, len si budeme pamitat, kde v ktorej z nich je prave
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prvy nevyhodeny prvok.) A kedze v kazdom kroku nie¢o vyhodime, bude pocet
krokov nanajvys rovny suctu dizok postupnosti.

Reprezentacia mnoziny porazenych:

Ako sme uz naznacili, mnozinu P si budeme pamitat ako utriedené pole
¢isel programov, ktoré do nej patria.

Na zaciatku toto méame ,,zadarmo‘, programy, nad ktorymi v vyhral, mame
presne v tejto podobe dané na vstupe.

Ked teraz pridavame do V' novy program, spravime vyssie uvedenym postu-
pom prienik doterajsej mnoziny P a mnoziny programov, nad ktorymi pridavany
program vyhra.

Co sme tymto ziskali? Ukazeme, ako dlho budi trvat dokopy vSetky zmeny
mnoziny P. Nech ¢; je pocCet programov, o ktorych mame na vstupe povedané,
ze nad programom ¢ vyhraja. Zjavne q; + --- + qn = M. VSimnime si teraz
IubovoIny program p, ktory sme na zaciatku umiestnili do mnoziny P. Tento
program v nej vydrzi najviac g, krokov, a teda ho budeme spractvat najviac
qp + 1 krat.

Dokopy vsetky prvky z P budeme teda spracuvat nanajvys (¢1 + 1) 4+ -+ -+
(gn +1) = M + N krét. Preto celkova ¢asova zlozitost udrziavania mnoziny P
bude O(M + N).

Simulacia turnaja:

Posledné, ¢o potrebujeme, je efektivne odsimulovat jeden turnaj, pricom si
informécie o tom, kto s kym musi vyhrat, budeme pamiitat len v podobe, v akej
su dané na vstupe.

Budeme mat jedno pole, v ktorom si pre kazdy program pamiitame, ¢i eSte je
v turnaji alebo uz vypadol. Na zaciatku nastavime, ze kandidatom k na vyhru
v turnaji je program 1. Z turnaja vyhodime vSetky programy, nad ktorymi
program 1 urcite vyhra.

Teraz budeme postupne prechadzat vSetky programy. Zakazdym, ked nara-
zime na nejaky, ktory este nevypadol, spravime nasledovné veci:

V prvom rade, prave najdeny program p modze vyhrat nad doterajsim kan-
didatom k. (Tie, ktoré nad k vyhrat nemo6zu, sme uz vyhodili.) Doterajsieho
kandidata z turnaja vyhodime, odteraz bude kandidatom na vyhru nas program
p. A samozrejme, teraz z turnaja vyhodime vsetky programy, nad ktorymi nas
novy kandidat uréite vyhra. (Teda presnejsie, vyhodime tie z nich, ktoré sme
eSte nevyhodili.)

Ked takto prejdeme cez vSetky programy, ostane nam uz v turnaji len jeden
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program (aktualny kandidat), a ten teda turnaj vyhral.
Zjavne sa na kazdy program pozrieme prave raz a kazdu informaciu zo
vstupu pouzijeme najviac raz, preto je ¢asova zlozitost simulacie O(M + N).

Alternativne vzorové riesenie:

V ¢ase O(M + N) sa dé& programy zoradit do poradia, v ktorom plati, ze
kazdy program modze vyhrat nad programom, ktory nasleduje bezprostredne po
nom.

Jedna moznost ako to spravit: Postupne pridavame programy do poradia.
Nech je aktualne poradie pq, ..., pir a prave priddvame novy program p. Najdeme
najvicsie také j, ze p; moze vyhrat nad p (teda nepatri medzi programy, nad
ktorymi p urcite vyhra). Umiestnime p do poradia tesne za p;. Jediny Specialny
pripad: ak zistime, ze p porazi vSetky p;, dame ho na zaciatok poradia.

Zjavne mame opét korektné poradie — p; sme vybrali tak, aby vedelo vy-
hrat nad p, a navySe p uréite vyhra nad kazdym napravo od seba, teda aj s
programom bezprostredne za nim (ak taky existuje).

Toto poradie vieme zostrojit v ¢ase O(M + N), dokonca si na to vystacime
s dvoma oby¢ajnymi poliami. V poli P na pozicidch 1 az k si budeme pamiitat
aktualne poradie programov. Okrem toho budeme mat jedno pole B, v ktorom
si 0 kazdom programe budeme pamiétat, ¢i nad nim aktualny program p urcite
vyhréa alebo nie. Aby sme nemuseli pole B pri kazdom novom p celé nulovat,
pouzijeme jeden jednoduchy trik.

Algoritmus bude fungovat nasledovne:

1. Vynuluj pole B, nastav k na 1 a P[1] na 1.

2. Postupne pre x = 2 az N opakuj nasledujice kroky:

3. Prejdi zoznam d; programov, nad ktorymi program x vyhra.
Do pola B na prislusné pozicie zapis ¢islo x (toto je spominany trik).

4. Postupne od konca prechadzaj pole P, kym neprides na poziciu j taku,
ze B[P[j]] # x alebo na zaciatok (kedy bude j = 0).

5. Prvky v poli P na poziciach j + 1 az k posun o 1 doprava.
Do P[j] uloz = a zvicsi k o 1.

(Vsimnite si, ze vSetky kroky 3 dokopy trvaja O(dy +---+d,) = O(M), a
ze kazdy krok 4 trva radovo tolko isto ako jemu predchadzajuci krok 3.)

Pozrime sa teraz na nase poradie programov. Ak nejaky program moze vy-
hrat turnaj, mozu vyhrat turnaj aj vSetky programy, ktoré s v poradi pred
nim. TakZe stac¢i ndjst hranicu taku, Ze nalavo od nej st programy, ktoré turnaj
vyhrat moézu, a napravo tie, ktoré vyhrat nemézu.
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Na hladanie hranice opit pouZijeme pozorovanie O, len sa nam tentokrat
bude Tahs$ie implementovat. Ked teraz spractivame nejaky program p, o ktorom
vieme, ze mdze vyhrat turnaj, sta¢i ndm najst v nasSom poradi prvy program ¢ od
konca, ktory vie nad p vyhrat. Program ¢ aj vSetky nalavo od neho vedia turnaj
vyhrat. Ak ¢ lezi napravo od doteraz najdenej hranice, prislusne ju posunieme.
No a hladanie programu ¢ je jednoduché — st to opit presne kroky 3 a 4 z vyssie
uvedeného algoritmu.

Dokopy bude teda tato druhé faza vyzerat nasledovne:

1. Nastav index k posledného nam znameho vyhravajiceho programu na 1.
Nastav index x vyhravajiceho programu, ktory treba spracovat, na 1.

2. Ak z > k, uz sme spracovali vsetky vyhravajtuce programy a ni¢ nové sa
nedozvieme, takZe vieme, Ze turnaj moze vyhrat prave prvych k progra-
mov z nasho poradia.

3. N&jdi index j prvého programu od konca poradia, ktory moze vyhrat nad
programom Plz|. (Ak P[z] nutne vyhra nad kazdym napravo od seba,
bude j = z.)

.....

Pomalsie riesenia:

Na dvojrozmerné pole, v ktorom mame zaznacené, kto nad kym méze vyhrat,
sa mozeme divat ako na maticu susednosti orientovaného grafu.

Vo vzorovom rieseni sme zdovodnili, Ze ak v vie vyhrat turnaj, tak mnozinu
vSetkych vitazov dostaneme tak, Ze zoberieme:

1. v
2. kazdého kto vie vyhrat nad v

3. kazdého, kto vie vyhrat nad niekym z kroku 2
4. ...

V grafovej terminoldgii to vyjadrime lahSie: mozni vitazi turnaja st prave
tie programy, z ktorych je v nasom grafe dosiahnutelny vrchol v.

Druhé kvadratické riesenie teda dostavame nasledovne: Podobne ako v pr-
vom rieseni simulaciou turnaja najdeme prvé v. Teraz oto¢ime vsetky hrany a
prehlad4dvanim (do hibky alebo do $irky) z v ndjdeme vSetky programy, ktoré
mozu turnaj vyhrat.

V podobnom duchu moéZeme dostat rieSenie s ¢asovou zloZitostou O(N3).
Na takéto rieSenie nepotrebujeme ani len pozorovanie Q. Iba si stac¢i vSimnut (a
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dokézat), ze vo vyssSie zostrojenom grafe plati: Program p moze vyhrat turnaj
prave vtedy, ak je z p dosiahnutelny kazdy vrchol v grafe. Postupne pre kazdy
vrchol teda spustime prehladévanie, ktorym najdeme vSetky z neho dosiahnu-
telné vrcholy.

Listing programu:

#i ncl ude <al gorithne
#i ncl ude <i ostreanr
#i ncl ude <vector>
#i ncl ude <queue>
usi ng nanespace std

int N, // pocet progranov
vector< vector<int> > vyhra; // pre kazdy program zoznamtych, nad ktorynm vyhra

void nacitaj() { // nacita vstup
cin >> N
vyhra.resi ze(N+1);
for (int i=1; i<=N, i++) {
int d;
cin >> d;
vyhral[i].resize(d);
for (int j=0; j<d; j++) cin >> vyhra[i][j];
}
}

int simuluj() {
vect or<bool > hra(N+1,true); // o kazdom prograne, ci este hra v turnaji
int kandi dat = 1;
for (unsigned i=0; i<vyhra[kandidat].size(); i++)
hra[ vyhra[kandidat][i] ] = fal se;
for (int dalsi=2; dalsi<=N dalsi++)
if (hra[dalsi]) {
hra[ kandidat ] =0;
kandi dat = dal si
for (unsigned i=0; i<vyhra[kandidat].size(); i++)
hra[ vyhra[kandidat][i] ] = fal se
}

return kandi dat;

}

int main() {
nacitaj();
/'l naj dene prveho nozneho vitaza
int v = simuluj();

[l inicializujene V a P
vector<int> V, P
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V. push_back(v);
P = vyhral[v];

/1 do fronty S vlozinme vsetky prvky, co nie su vo V ani P
queue<i nt> S

vector<int> tnp(N+1);

tnp[v] = 1;

for (unsigned i=0; i<P.size(); i++) tmp[P[i]] = 1;

for (int i=1; i<=N, i++) if (!tnp[i]) S. push(i);

/1 kym manme nieco vo fronte S, pridanme to do V a preratane P
while (IS enmpty()) {
int x = S.front(); S pop();
V. push_back(x) ;
/1 idenme preratat P + co vyhodine z P, ide do S
vect or<i nt > newp;
unsi gned a=0, b=0;
while (a<P.size() && b<vyhra[x].size()) {
if (P[a] == vyhra[x][b]) { newP.push_back(P[a]); a++;, b++; continue; }
if (P[a] < vyhra[x][b]) { S.push(P[a]); a++; continue; }
if (Pla] > vyhra[x][b]) { b++ continue; }

}
P = newP
}

for (unsigned i=0; i<V.size(); i++) cout << V[i] << endl

}

A-II-4 Prekladacie stroje

Podiloha a):

Pouzijeme postup podobny tomu z doméaceho kola.

V prvom kroku zostrojime prekladaci stroj, ktory kopiruje vstup na vystup a
navyse na lubovolné miesto v retazci vie dopisat ITubovolne vela znakov c. Tento
stroj moze vyzerat nasledovne:

Zy = (K1,%,P, 8, F)
Y = {a,bc}

K1 = {&}

o= {4}

Pl — {(.7a7a’7 ‘)7 (‘7b7b7 ‘)7(‘78767 ‘)}

Mnozina My = Z;(M;) teda obsahuje prave vSetky retazce z pismen a, b, ¢, kde
je rovnako vela a a b.
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Analogicky teraz zostrojime druhy stroj, ktory vyrobi tie refazce, kde bude
rovnako vela b a ¢, a Tubovolne vela a. Pre zmenu méZeme tiito mnozinu retazcov
zostrojit z prave zostrojenej M, tak, Ze cyklicky zamenime vSetky a za b, b za
c a ¢ za a. Toto robi napriklad tento prekladaci stroj:

Zy = (K9,%, P, &, F5)
Y = {a,bc}
Ky = {%}

&
I

{}
Py = {(*7a7b7*)7 (*71)707*)7(*707&7*)}

Teraz sme teda zostrojili mnozinu Mz = Zy(Ms).
No a je evidentné, Ze prienikom mnozin Ms a M3 dostaneme prave hladani
mnozinu G.

Podiloha b):

Zakladnym trikom pri rieSeni tejto tlohy je uvedomit si, ze ak méa byt vy-
stupné mnozina retazcov dostato¢ne jednoduché, vstup vlastne na ni¢ nepotre-
bujeme — vieme ju vygenerovat aj ,bez dopomoci“.

V nasom pripade bude teda vysledny prekladaci stroj pracovat nasledovne:

1. Precita cely vstup a zahodi ho, teda zatial ni¢ nevypise.
(Podla definicie stroja toto musime urobit, preklad je platny len ak spra-
cujeme cely vstupny retazec!)

2. Zacfneme generovat ¢islo, pri¢om si v stave pamitame, aky zvySok dava
doteraz zapisané c¢islo po deleni siedmimi. Ukoncovaci stav bude zodpove-
dat zvysku 0 — teda prestat generovat mézeme (a nemusime) prave vtedy,
ked sme vygenerovali ¢islo delitelné siedmimi.

Treba si dat este pozor na to, aby nase ¢islo nezac¢inalo nulou, toto vieme
ale elegantne oSetrit napriklad v okamihu, ked zistime, Ze sme docitali vstupny
retazec.

Vysledny prekladaci stroj bude vyzerat takto:

Z = (K,X,Pread,F)

Y = {0,1,...,9}
K = {read} U {0,1,...,6}
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o= {0}
P = {(read,z,e,read) ‘ vz € {0,...,9}} U
U {(read,$,y,y mod 7) ’ vye{l,...,9} } U
U {(z,e,y,(10z +y) mod 7) ‘ vz € {0,...,6}, Vy € {0,...,9} }

Slovny popis: Pravidlami v prvom riadku vieme precitat celé vstupné slovo
a ni¢ nezapisat.

Pravidlo v druhom riadku pouzijeme prave raz, a to po doc¢itani vstupného
slova. Na vystup zapiSeme prvu cifru ¢isla (vSimnite si, Ze musi byt kladnd) a
nastavime si stav na jej zvysok po deleni siedmimi.

Teraz uz moézeme pouzivat len pravidla v tretom riadku. Kazdé z nich dopise
na koniec vysledného retazca nejakt novu cifru y. Matematicky vieme operaciu
»pridaj na koniec ¢isla cifru y* povedat aj ,,vynasob ¢islo desiatimi a pripocitaj
k nemu y“. Ak teda doteraz zapisané ¢islo malo zvysok po deleni siedmimi rovny
2, nové ¢islo bude mat rovnaky zvysok ako 10x+y. A presne do zodpovedajiceho
stavu prejde nas prekladaci stroj.

Z argumentu v predchadzajicom odseku vyplyva, ze kazdé c¢islo, ktoré bude
vo vyslednej mnozine Z(X), je naozaj delitelné siedmimi.

No a kedZe na vystup vieme vypisat [ubovolné kladné celé ¢islo, urcite vie
nas stroj vyrobit kazdé ¢islo delitelné siedmimi, a po jeho vypisani bude urcite
v ukon¢ovacom stave 0. Preto naozaj Y = Z(X).



Riesenia krajského kola kategorie B

B-II-1 Zberatelky

Ako zistit, ¢i st v tseku BJ[l..K| nejaké z hladanych ¢isel? Lahko. Staci
porovnat hodnoty B[K]| a A[K]. Ak su rovnaké, obe hladané ¢isla st niekde
dalej v poli B. Ak je hodnota v poli B mensSia, asporti jedna z hladanych hodnot
lezi v skimanom tuseku.

Vieme toho dokonca povedat aj viac. Tym, Ze sme pridali dva nové prvky, sa
a to najviac o 2. Teda hodnota A[i] je v poli B na pozicii i, i + 1 alebo i + 2. A
podla toho, o kolko pozicii je vpravo, vieme, kolko z hladanych novych prvkov
je v poli B nalavo od nej.

Pomocou tejto tvahy vieme lahko zistit, kolko hladanych ¢isel je v tiseku
B[1..K]: Pozrime sa na hodnotu B[K]|. St dve moznosti: Ak je aj v poli A, tak
musi nutne byt na jednej z pozicii A[K —2], A[K —1] alebo A[K]. A podla toho,
na ktorej z nich je, vieme, kolko hladanych ¢isel je nalavo. Ak tato hodnota v
poli A nie je, je to jedno z hladanych ¢isel. Zopakovanim tvahy pre B[1l..(K —1)]
zistime, ¢i je v tejto Casti pola aj druhé hladané ¢islo.

Podobne vieme zistit pocet hladanych ¢isel v lubovolnom useku Blk..l] —
spocitame ho jednoducho ako (pocet v B[1..l]) minus (pocet v B[1l..(k — 1)]).

Vsimnite si, Zze na zodpovedanie takejto otazky nam staci konstantny pocet
operacii.

Vzorové rieSenie bude pouzivat myslienku bindrneho vyhladavania.

Majme najskor jednoduchsi problém: Mame tsek pola B, o ktorom vieme,
ze v iom je prave jedno hladané ¢islo. Ako ho néjst?

Ak mé tsek dizku 1, uz sme ho nasgli. Ak je dlhsi, rozdelme ho priblizne na
polovice. Teraz si vieme v konsStantnom c¢ase spocitat, v ktorej polovici hladané
¢islo je. Dostali sme t1 ist@ tlohu, len na tseku polovi¢nej dlzky. Tento postup
teda opakujeme dovtedy, kym nam nezostane uz len tsek dlzky 1.

Ak sme teda zacali s isekom dlzky K, po priblizne log, K krokoch njdeme
hladané d¢islo.

A ¢o teraz s povodnym problémom? Majme teda tusek pola B, o ktorom
vieme, Ze si v nom obe hladané ¢isla. Opit ho rozdelime na polovice. Mozu
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nastat dva pripady:

Ak su obe ¢isla v tej istej polovici, mame pdévodny problém a tsek polovicne;j
dlzky, pokrac¢ujeme dalej v deleni na polovice.

Ak je kazdé cislo v inej polovici, dostali sme dva jednoduchsie problémy,
ktoré uz vieme riesit.

Casov4 zlozitost tohoto riegenia je O(log N) — v najhorsom pripade rozdelime
kus pola na dve casti 2log, N krat.

Listing programu:

var A/ B : array[l..10000] of |ongint;
N : longint;

{ spocita kol ko hl adanych cisel je v B[1l..(kon-1)] }
function spocitaj(kon: longint) : |ongint;
begi n
if (kon=1) then begin spocitaj:=0; exit; end
if (kon>2) and (Al kon-3]=B[kon-1]) then begin spocitaj:=2; exit; end,
i f (kon>1) and (kon<N+3) and (A[ kon-2]=B[kon-1]) then
begin spocitaj:=1; exit; end,
i f (kon<N+2) and (Al kon-1]=B[kon-1]) then begin spocitaj:=0; exit; end
{ ak sa dostal sem B[kon-1] je jedno z hladanych cisel }
spocitaj := 1 + spocitaj(kon-1);
end;

{ spocita kol ko hl adanych cisel je v B[zac..(kon-1)] }

function spocitaj(zac, kon: longint) : |ongint;

begi n spocitaj := spocitaj(kon) - spocitaj(zac); end,
procedure najdi_jeden(zac, kon: longint; var x : longint);
var stred, prvy : longint;

begi n

i f (kon-zac=1) then begin x:=B[zac]; exit; end;

stred: =(zac+kon) div 2;

prvy: =spocitaj (zac, stred);

if (prvy=0) then najdi_jeden(stred, kon, x) else najdi_jeden(zac, stred, X);

end;

procedure najdi _dva(zac, kon: longint; var x,y : longint);
var stred, prvy : longint;

begi n

stred: =(zac+kon) div 2;

prvy: =spocitaj (zac, stred);

if (prvy=0) then begin najdi_dva(stred, kon, x,y); exit; end
if (prvy=2) then begin najdi_dva(zac,stred, x,y); exit; end
naj di _j eden(zac, stred, x);
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naj di _j eden(stred, kon,y);
end;

{ pre nazornost este priklad programu, ktory nasu proceduru vola }
var i,Xx,y : longint;
begi n
read(N);
for i:=1 to Ndo read(Ali]);
for i:=1 to N+2 do read(B[i]);
naj di _dva(l, N+3, x,Y);
witeln(x,” ’,vy);
end.

B-II-2 Krtkovou norou tam a spit

Pouzijeme postup z doméaceho kola. Do kazdej chodbicky pridame nové br-
16zky, ktoré ju rozdelia na tseky dlzky 1.

Prehladavanim do $irky z brlézku 1 teraz vieme v ¢ase O(M + N) pre kazdy
brlozok z spocitat dlzku d(1,r) najkratsej cesty don. Okrem iného sa teda
dozvieme dlzku d(1, N) cesty, ktorou méa Vitek ist.

Spustime eSte jedno prehladévanie do Sirky, tentokrat z brlozku N. Tym sa
dozvieme dlzky najkratsich ciest medzi brlézkom N a Iubovolnym brlézkom z.

Ako teraz zistit, ¢i vie Vitek ist cez konkrétny brlozok x, ak ide najkratSou
cestou do N7 Jednoducho. Pozrime sa, aké najkrat$ia moze byt jeho cesta, ak
pojde cez x. V prvom rade musi prist najkratSou cestou z 1 do x. No a nasledne
musi prejst, opit najkratsou cestou, z x do N.

Ak teda Vitek pdjde najkratSou cestou, ktora vedie cez brlézok x, prejde
trasu dizky d(1,z) + d(z, N). Ak je tato hodnota rovna d(1, N), Vitek cez x
ist moze. A naopak, ak je dlzka cesty cez x vicsia od d(1,N), Vitek cez x ist
nemoze.

Takto vieme teda o kazdom brlozku v konsStantnom cCase zistit, ¢i cez neho
moze Vitek ist. Tato cast algoritmu mé teda c¢asovu zlozitost O(N), a kedze
prehladavania trvajua dlhsie, celkova casova zlozitost je O(M + N).

Listing programu:

var G: array[1..1000,1..1000] of longint; { pre kazdy vrchol zoznam susedov }
stupne : array[1..1000] of longint; { stupne vrcholov }
N,M: longint; { pocet vrcholov a hran }
distl, distN: array[0..1000] of longint; { vzdialenosti od 1 a od N}

procedure nacitaj;
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var i,a,b, h,kde,dalsi : longint;
begi n
readl n(N, M ;
dalsi := N+1; { cislo, ktore dostane dalsi brlozok }
for i:=1 to Mdo begin
readl n(a, b, h);
kde : = a;

whil e (h>1) do begin { kopene novy brlozok }
i nc(stupne[ kde]); inc(stupne[dalsi]);
d kde][ stupne[kde] ] := dalsi;
G dalsi][ stupne[dalsi] ] := kde;
kde := dalsi; inc(dalsi);
dec(h);
end;
i nc(stupne[ kde]); inc(stupne[b]);
d kde][ stupne[kde] ] := b;
G b][ stupne[b] ] := kde;

end;
end;
{ spusti prehladavanie z brlozka “odkial“, v poli “vzdialenost” je vystup }
procedure prehl adaj (odkial : longint; var vzdialenost : array of |ongint);

var fronta : array[1l..1000] of Iongint;
bol : array[1..1000] of bool ean;
zac, kon, kde, i, kam : | ongint;
begi n
zac: =1; kon:=2; fronta[1]: =odki al;
fillchar(bol, sizeof (bol),0);
bol [ odki al ] : =true; vzdi al enost[ odki al ]: =0;
whil e (zac < kon) do begin
kde := fronta[zac]; inc(zac);
for i:=1 to stupne[ kde] do begin
kam := G kde][i];
if (not bol[kan]) then begin
bol [ kam : =t rue; vzdi al enost [ kam : =vzdi al enost [ kde] +1;
fronta[ kon]: =kam inc(kon);
end;
end;
end;
end;

var i : longint;
begi n

nacitaj;

prehl adaj (1, dist1);

prehl adaj (N, di stN);

for i:=1 to N do

if distl[i]+distNi] = distl[N then witeln(i);

end.
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B-II-3 Opravovanie XML

Na pamétanie si otvorenych tagov mozeme pouzit, podobne ako v rieSeniach
doméceho kola, zasobnik. Hlavnym problémom bude, ako pri spractvani zatva-
racieho tagu zistit, ¢i nastal pripad 2 (mame niekde v zasobniku zodpovedajuci
otvaraci tag) alebo pripad 3 (takyto otvaraci tag neméame).

Zakladné riesenie:

Kazdy otvaraci tag vlozime na zasobnik. Ked nam pride zatvaraci tag, pre-
zrieme obsah zasobnika, a podla toho, ¢i ho tam najdeme, bud upravime obsah
zasobnika, alebo zahodime spractvany zatvaraci tag.

Ak je na vstupe N tagov, takéto rieSenie méze spravit az radovo N? porov-
nani tagov, teda jeho ¢asova zlozitost je O(N?). (Priklad zlého vstupu: najskor
N/2 otvaracich tagov, potom N/2 zatvaracich tagov, ktoré nemaju zodpoveda-
juci otvaraci tag.)

Lepsie riesenie:

Aby sme vedeli toto riesSenie zefektivnit, potrebujeme lepsi spdsob, ako zistit,
¢i je dany tag prave otvoreny. Existuje viacero sposobov, ako na to.

Jednou moznostou napriklad je pamitat si otvorené tagy okrem zasobnika
aj vo vyvazenom binarnom vyhladdvacom strome. Takto vieme kazdy tag spra-
covat v ¢ase O(log N). Takéto rieSenie je vSak dost naro¢né na implementéciu.
Ukézeme si preto aj jednoduchsi sposob, ako tto ¢asovu zlozitost dosiahnut.

Vsetky nazvy tagov z dokumentu (otvaracich aj zatvaracich) si ulozime do
pola. Pole utriedime a vynechame z neho opakujtce sa zaznamy. Teraz si mo-
zeme tagy oc¢islovat ¢islami od 1 do nejakého M (kde uréite M < N) — kazdému
tagu priradime index, na ktorom je jeho nazov v tomto utriedenom poli. Kedy-
kolvek, ked budeme chciet z ndzvu tagu urcit jeho ¢islo, vieme ho zistit v case
O(log N) binarnym vyhladdvanim.

Ked sme sa takto pripravili, moZzeme zacat samotné spracuvanie tagov. Bu-
deme si pamiitat otvorené tagy v zasobniku, a navyse si budeme v pomocnom
poli ku kazdému nazvu tagu pamitat, kolkokrat je prave otvoreny.

Otvéaraci tag spracujeme lahko: Zistime si jeho ¢islo, zvysime prislusnt hod-
notu v poli a vlozime ho na vrch zasobnika.

A ako je to so zatvaracimi tagmi? Zistime si jeho ¢islo a pozrieme na prislusné
miesto do pomocného pola. Ak je tam nula, takyto tag nie je otvoreny, prave
spracuvany tag teda zahodime. Ak tam nie je nula, ideme zatvarat otvorené
tagy, kym nezavrieme aj tento.
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Ako spocitat ¢asovu zlozitost tohoto postupu? Kazdy otvaraci tag raz vlo-
zime na zasobnik a raz ho odtial vyberieme. Toto je nanajvys 2/N operéacii. kazda
z nich vieme spravit v ¢ase O(log N), lebo musime vzdy upravit aj hodnotu v
pomocnom poli, a na to potrebujeme ,prelozit* tag na ¢islo.

Okrem toho uz len kazdy zatvaraci tag potrebujeme prelozit na ¢islo, ked
chceme zistit, ¢i mame v zasobniku k nemu par. Takto budeme prekladat najviac
N tagov. Preto celkova casova zlozitost tohoto riesenia je O(N log V).

Vzorové riesenie:

Zatial sme nijako nevyuzili, Ze nézvy tagov
st retazce, ktoré sa skladaju z pismeniek. Vdaka P
tomu existuju aj sikovnejsie sposoby, ako si pa- O
miitat mnozinu retazcov. PopiSeme jeden z nich, aﬁ . .
tzv. pismenkovy strom (po anglicky trie). Pis- \
menkovy strom je zakoreneny strom, v ktorom @ O
kazdy vrchol mé najviac 26 synov, a hrany do h \5

j

synov st oznacené roznymi pismenkami (od a
po z). Kazda cesta z korena nadol zodpoveda
slovu, ktoré si ,,precitame” na hranach, po kto-
rych ideme.

Pismenkovy strom pre jama,
ja, pes a juh.

Pismenkovy strom sa da pouzit na uloZzenie mnoziny slov. Zacneme so stro-
mom, ktory obsahuje len koren a ni¢ viac. Teraz budeme postupne po jednom
pridavat slova. Pri pridavani slova vytvorime vSetky vrcholy, ktoré treba na to,
aby sme si mohli na ceste z korenia dole ,precitat“ toto slovo. (Teda pri vkla-
dani ,,jama“ priddme 4 nové vrcholy, pri naslednom vkladani ,ja* Ziadny.) Vo
vrchole, kde slovo kon¢i, si zapiSeme jeho poradové cislo.

Vzorové rieSenie teda bude vyzerat nasledovne:

e Nacitame zo vstupu postupnost tagov.

e Nazvy tagov postupne vkladdme do pismenkového stromu. Vzdy, ked vlo-
zime novy nazov (ktory tam dovtedy nebol), priradime mu nové ¢islo.

e Postupne spractivame postupnost tagov ako v predchadzajicom rieSeni,
pricom na preklad tagov na ¢isla pouzivame nas pismenkovy strom.

/. v . / ] ’ / . .
Cas potrebny na vlozenie nového refazca do pismenkového stromu je priamo
tumerny dizke doty¢ného retazca. Podobne aj ¢as potrebny na najdenie ¢isla
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priradeného refazcu. V nagom pripade (ndzvy tagov maju dlzku nanajvys 8)
vieme teda kazdy tag spracovat v konStantnom case.
Preto je celkova casova zlozitost vzorového riesenia O(N).

Listing programu:
program oprava_xm _pi snenkovy_strom

type pvrchol = “tvrchol;
tvrchol = record
cislo : longint;
deti : array['a’ ..’z'] of pvrchol

end;

procedure inicializuj(co: pvrchol);
var ch : char;
begin co”.cislo:=-1; for ch:="a to

z' do co”.deti[ch]:=nil; end

{ zacni vo vrchole “koren“, zlez dole cestou zodpovedajucou “slovo" }
function zlez(slovo: string; koren: pvrchol) : pvrchol
var i : integer;
begi n
for i:=1 to length(slovo) do begin
if (koren™.deti[slovo[i]]=nil) then begin
new( koren”.deti[slovo[i]] );
inicializuj( koren™.deti[slovo[i]] );

end;
koren := koren”.deti[slovo[i]];
end;
zl ez := koren
end;
procedure vloz(slovo: string; koren : pvrchol; var N : longint);
begi n
koren := zl ez(sl ovo, koren);
if koren".cislo >= 0 then exit;
koren®.cislo := N,
inc(N);
end;
function preloz(slovo: string; koren : pvrchol) : |ongint;
begi n
koren := zl ez(sl ovo, koren);
preloz := koren™.cislo;
end;

{ skusi nacitat dalsi tag, ak sa podarilo, vyplni prenenne a vrati true }
function nacitaj tag(var nazov : string; var zaciatok : boolean) : bool ean
var ch : char;

begi n
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ch:="7?";
while ch<>' < do begin
if eof then begin nacitaj _tag:=false; exit; end
read(ch);
end;
nazov: ="', zaci atok: =true
read(ch);
if (ch="/") then begin zaci atok: =fal se; read(ch); end
while true do begin
if (ch=">") then break

nazov := nazov + ch;
read(ch);

end;

naci taj tag: =true;

end;

{ nacita vstup do danych prenennych }
procedure load(var N : longint; var tagy : array of string;
var typy : array of bool ean);

var tag : string;

typ : bool ean;
begi n

N := 0;

while (nacitaj _tag(tag,typ)) do

begin tagy[N :=tag; typy[N:=typ; inc(N); end,

end;

var N M Z i,cislo,cislo2, vysledok : |ongint;
tagy, zasobnik : array[0..1000] of string;
typy : array[0..1000] of bool ean;
pocty : array[0..1000] of |ongint;
strom : pvrchol

begi n

load(N, tagy, typy);
new(strom; inicializuj(strom; M=0
for i:=0 to N1 do vloz(tagy[i],stromM;
Z = 0;
vysl edok := 0;
for i:=0 to N-1 do begin
cislo:=preloz(tagy[i],strom;
if (typy[i]) then begin { otvaraci tag, vlozine na zasobnik }
zasobni k[ Z] : =tagy[i];
inc(2);
i nc(pocty[cislo]);
end el se begin { zatvaraci tag }
if (pocty[cislo]>0) then begin { nane ho, ideme vyberat }
while true do begin
ci sl 02: =prel oz(zasobni k[ Z- 1], strom) ;
dec(pocty[cislo2]);
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dec(2);
if (cislo=cislo2) then break;
i nc(vysl edok) ;
end;
end el se inc(vysledok); { nemanme ho, zahodine }
end;
end;
i nc(vysl edok, 2); { vyhadzeme co ostal o v zasobniku }
writel n(vysl edok);
end.

B-II-4 Rakosie sa vracia

Poduloha a):

Pouzijeme podobny postup ako v jednom z prikladov v studijnom texte.
Genetické pravidla nasho rakosia buda najskor generovat zivé bunky A, B a C,
pricom pocet C bude stale rovnaky ako pocet A a B dokopy. Tieto zivé bunky
si budi moéct Tubovolne vymieriat miesta. A ked sa uz bunka rozhodne, Ze na
nejakom mieste chce skonc¢it, zmeni sa na zodpovedajicu mftvu bunku.

Pravidla teda budu vyzerat napriklad takto:

Z — ACZ | BCZ | e (1)

AB — BA, BA — AB (2)

AC — CA, CA — AC (3)

BC — CB, CB — BC (4)

A — a, B — b, C — ¢ (5)

Zjavne pre kazdé steblo, ktoré méze narast, plati, ze pocet a plus pocet b

(velkych aj malych dokopy) je rovny poc¢tu ¢ (opét velkych aj malych dokopy).
Toto je preto, ze kazdé pravidlo tuto rovnost zachovava. Pravidlami (2) az (4)
nové bunky nepribtadaji, pravidlami (5) sa len ziva bunka zmeni na zodpove-
dajicu mritvu, ¢o rovnost zjavne nepokazi. No a pri pouziti pravidla Z — ACZ
alebo Z — BCZ pribudne jedno ¢ a jedno iné pismenko, ¢o rovnost tiez nepo-
kazi. Preto urcite kazdé mitve steblo tejto odrody obsahuje rovnako vela ¢ ako
a a b dokopy.

Naopak, majme konkrétny retazec pismen a, b, ¢, v ktorom je rovnako vela
c ako a a b dokopy. Nech « je pocet pismen a a [ pocet pismen b v nnom. Ked
pouzijeme « krat pravidlo Z7 — ACZ, potom [ krat pravidlo Z7 — BCZ a
potom raz Z — ¢, dostaneme retazec, v ktorom st uz pocty A, B a C také, aké
maju byt pocty a, b a ¢ na konci. Pomocou pravidiel 2-7 vieme vsetky A, B a C
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preusporiadat do spravneho poradia. Na zaver ich pravidlami 8-10 prepiSeme na
malé pismend a sme hotovi. Preto urcite vieme mat mftve steblo s lubovolnym
pozadovanym retazcom.

Podiloha b):

Myslienka bude nasledovna: Vygenerujeme si refazec pismen X a refazec
pismen Y, kazdy z nich dlzky aspoii 2. Teraz by sme chceli ich dlzky ,vynasobit“.
To spravime takto: Skrtneme jedno X a za kazdé Y priddme do retazca jedno
a. Toto opakujeme, kym sa nadm vSetky X nemind. Na zaver uz len zmazeme
vsetky Y.

Aby sme sa v tom celom nezamotali, pouzijeme eSte niekolko pomocnych
symbolov ako zardzky — B (ako begin) na zaciatku, F (ako end) na konci.

Z — BXXP (1)
P = XP|YYQ (2)
Q — YQ|SE (3)

Pomocou postupného aplikovania pravidiel 1, 2 a 3 zo symbolu Z postupne
dostaneme retazec tvaru BX ... XY ...YSE. Vieme vyrobit Tubovolny taky
retazec, v ktorom st aj X, aj Y aspon dve.

aS — Sa (4)
Ys — SY (5)
XS — T (6)
Ta — aT (7)
TY — YaT (8)
TE — SE (9)

S (ako spit) je symbol, ktory sa vracia spit (pravidla 4 a 5) na zaciatok
najst dalsie X. Ak sa mu to podari, pouzitim pravidla 6 ho vymaze a zmeni sa
na 7' (ako tam). Symbol T" pouzitim pravidiel 7 a 8 prestivame doprava, pri¢om
vzdy, ked stretneme Y, priddme do retazca nové a.

BS — F (10)
Fa — aF (11)
FY — F (12)
FE — ¢ (13)

Ak S prejde celym retazcom az ku B a ziadne X uZ nenajde, nasobenie
sa skoncilo a zadina upratovanie. Zmenime pouzitim pravidla 10 S na F (a
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jednym krokom zahodime uz nepotrebnu zarazku B). Pouzitim pravidiel 11 a
12 prechadza F' doprava retazcom, pismend a nechava na pokoji a zahadzuje
vSetky Y. Ked F' pride na koniec slova, pravidlom 13 zahodime posledné dva
pomocné symboly F' a E a skoncili sme.

Zjavne ked si zvolime Tubovolné zlozené ¢islo z = mn, vieme retazec a®
vyrobit tak, Ze pravidlami 1-3 vyrobime retazec BX™Y"SFE a odsimulujeme
vyssSie popisany postup.

Na druhej strane, v okamihu, kedy pouzijeme pravidlo ) — SFE, je celé
pokracovanie jednoznac¢ne urcené. V kazdom okamihu moéZeme spravit prave
jednu jedini zmenu retazca. Tento postup, ako sme uz vyssie ukézali, skondéi s
tym, Ze mame retazec a” pre nejaké zlozené ¢islo z. Preto v nasej odrode rékosia
urcite ni¢ zlé nenarastie.



Riesenia celostatneho kola kategorie A

A-III-1 Najvécsia horucava

Oznac¢me si roky zo vstupu rq,...,7, a zodpovedajuce teploty ti,...,t,.
Platiry <--- < r,.

Zacneme tym, Ze si uvedomime nasledovnu vec: Ak pre nejaké ¢ a j plati
Jj < iat; >t tak urcite rok r; mohol byt nanajvys najteplejsi od roku r;,
urcite nie dlhsie.

Zislo by sa nadm teda pre kazdy zo zadanych rokov zistit, ktory je najb-
lizsi skorsi rok, v ktorom bolo aspon tak teplo. Presnejsie, chceme hodnoty

previ, ..., prevy,, kde prev; je najvicsie j, pre ktoré plati j < i a t; > t; (alebo
0, ak také j neexistuje).
Podobne sa ndm budu hodit hodnoty nextq, ..., next,, ktoré hovoria, kde

je najblizsi neskorsi rok, v ktorom bolo aspon tak teplo.

Tieto hodnoty vieme jednoducho spoéitat v ¢ase ©(n?), jednoducho pre
kazdé ¢ v cykle vyskusame vsetky j. Neskor ukazeme, ako hodnoty prev; Sikov-
nejsie spocitat v case O(n).

Majme teraz vyrok ,v roku ¢; bolo najvicsie teplo od roku ¢“. Ako zistit
jeho pravdivostnt hodnotu?

V prvom rade si zistime, ¢i st roky ¢; a go medzi zadanymi n rokmi, a ak
ano, ndjdeme indexy a a b také, Zze ¢ = r, a ¢o = rp. Kedze roky na vstupe
boli utriedené, vieme toto spravit v ¢ase ©(logn), napriklad pomocou binarneho
vyhladavania. (V nasej implementacii namiesto toho pouzivame map z STL.)

Na zaklade toho, ¢i sa nam podarilo roky ¢; a ¢ najst medzi tdajmi zo
vstupu, vieme pravdivost daného vyroku rozhodnit nasledovne:

1. Ani a ani b neexistuje.
Vyrok je vzdy otazny.

2. Aj a aj b existuje.
Ak prev, = b, vyrok je pravdivy alebo otazny (podla toho, ¢i pozndme
vSetky teploty medzi danymi rokmi). Inak je vyrok nepravdivy.

3. a existuje, b nie.
Nech prev, = x. Ak r, > g9, tak je vyrok nepravdivy, inak je otazny.



RIESENIA CELOSTATNEHO KOLA KATEGORIE A 97

4. b existuje, a nie.
Nech next, = x. Ak r, < ¢y, tak je vyrok nepravdivy, inak je otazny.

Zdovodnime teraz jednotlivé pripady.

e V pripade 1 vyrok zjavne nie je pravdivy (lebo nepozname niektoré tep-
loty). Je v8ak vzdy otazny — aby bol pravdivy, sta¢i doplnit v rokoch ¢; a
g2 tu ista teplotu, vyssiu od vsSetkych teplot medzi nimi.

e V pripade 2 vieme teplotu aj v roku g1, aj v roku ¢2. Aby vyrok mohol
byt pravdivy, musi nutne byt teplota v ¢» aspon taka ako v ¢1, a navySe
g2 musi byt najblizsi takyto rok. Inymi slovami, musi platit prev, = b. Ak
teda neplati prev, = b, vyrok je nepravdivy.

Ak plati prev, = b, vyrok je bud pravdivy (ak pozname vsSetky teploty
medzi ¢; a gz2), alebo otazny (inak).

To, ¢i poznédme vSetky teploty v danom tseku, Tahko zistime v konStant-
nom c¢ase. Sta¢i porovnat hodnoty ¢1 — g2 a a — b. Ak si nie st rovné (a
teda ¢1 — g2 > a — b), niektoré roky nam chybaju.

e Pripad 3 vyzera nasledovne: Nech prev, = x. Inymi slovami, rok r, je
najblizsi rok pred ¢1, o ktorom vieme, Ze v nom bolo teplejsie. Ak r, > ¢o,
lezi tento rok medzi rokmi ¢; a ¢s, a teda dany vyrok je nutne nepravdivy.
Naopak, ak r, < @2, znamena to, ze o ziadnom takom roku medzi ¢; a
g2 nevieme, a lahko doplnime chybajtce teploty tak, aby vyrok pravdivy
bol.

e Pripad 4 funguje analogicky ako pripad 3.

Predpocditanie:

Zostéva vysvetlit, ako v linedrnom case spocitat hodnoty prev a next. Vy-
svetlime si spocitanie hodnot prev, pre next to vyzera analogicky.

Budeme postupne spractuvat hodnoty zo vstupu. V kazdom okamihu si bu-
deme paméitat mnozinu tych rokov, ktoré este moézu byt ,,najbliz§im predchod-
com‘ nejakého roku.

KItcové pozorovanie je nasledovné: Akonéhle spracujeme rok r, v ktorom
bola teplota ¢, moZeme zabudnit na vSetky predchadzajace roky, ktoré mali
teplotu nizsiu ako t.

(Napriklad keby boli na vstupe postupne roky s teplotami: 100, 14, 74, 39,
40, 27 a 12, stacilo by si pamiétat roky s teplotami 100, 74, 40, 27 a 12.
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Keby teraz prisiel dalsi rok s teplotou 47, mohli by sme po jeho spracovani
zabudntt na dalSie tri roky, a paméitat si len roky s teplotami 100, 74 a 47.)

Spracovanie jedného roku r teda bude vyzerat nasledovne: Zabudneme na
vSetky roky, ktoré majua nizsiu teplotu ako prave spractuvany. Nasledne zobe-
rieme posledny rok p s vysSsou alebo rovnou teplotou ako r, a zapiSeme si
prev, = p. Na zaver pridame rok r medzi pamé&tané roky.

Kedze roky, ktoré si v Tubovolnom okamihu pamiitame, st utriedené podla
teploty, m6zeme na implementaciu vyssie popisaného postupu jednoducho po-
uzit zasobnik.

Odhad casovej zlozitosti potom spravime nasledovne: Kazdy rok raz spra-
cujeme a vlozime na zasobnik, a kazdy rok najviac raz zo zasobnika vyhodime.
Preto dokopy spravime pri predpocitani O(N) operacii.

Zaver:

Ukéazali sme riesenie, ktoré si v ¢ase O(N) predpocita hodnoty, ktoré na-
sledne pouziva na to, aby lubovolni otazku zodpovedalo v ¢ase O(log N). Cel-
kova Casova zlozitost nasho riesenia je teda O(N + M log N). Pamétova zlozitost

je O(N).

Iné riesenia:

Existuje viacero inych pristupov, ktorymi sa dé dosiahnut rovnaka casova
zlozitost ako vo vzorovom rieSeni. Mozeme si napriklad nad vstupnymi datami
postavit dva intervalové stromy. Pomocou prvého budeme vediet v Iubovolnom
intervale rokov v ¢ase O(log N) najst maximélnu teplotu, pomocou druhého
budeme o ITubovolnom intervale vediet povedat, ¢i mame zadané teploty pre
vSetky roky v nom. Detaily implementacie maximového intervalového stromu
najdete napriklad vo vzorovych rieSseniach domaceho kola.

Listing programu:

#i ncl ude <i ostreanm
#i ncl ude <vector>
#i ncl ude <map>

#i ncl ude <stack>
usi ng nanmespace std

#defi ne MAXN 101000
#defi ne NEKONECNO 1987654321

int N, M
int REMAXN], T[MAXN];
map<i nt, i nt> kde;
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int prev[ MAXN], next[ MAXN;

int main() {
/1 nacitame vstup
cin > N,
for (int i=1;, i<=N, i++) cin > Ri] >> T[i];
vector< pair<int,int> > napln_kde(N)
for (int i=1; i<=N, i++) napln_kde[i-1] = make_pair(Ri],
kde.insert( napl n_kde. begin(), napln_kde.end() );
R[ 0] = - NEKONECNG
R N+1] = NEKONECNO

/'l spocitame polia prev[] a next[]

stack<int> tepl o;

st ack<int> ci sl o;

tepl 0. push( NEKONECNO) ; ci sl 0. push(0);

for (int i=1; i<=N i++) {
while (teplo.top() < T[i]) { cislo.pop(); teplo.pop();
prev[i] = cislo.top();
tepl o. push(T[i]); cislo.push(i);

}

while (!teplo.enpty()) { teplo.pop(); cislo.pop(); }

t epl 0. push( NEKONECNO) ; ci sl 0. push( N+1);

for (int i=N i>=1; i--) {
while (teplo.top() < T[i]) { cislo.pop(); teplo.pop();
next[i] = cislo.top();
teplo. push(T[i]); cislo.push(i);

}

/' odpovedane na ot azky
cin > M
while (M-) {
int ql, qg2;
cin >> gl >> g2
int a = kde[qgl], b = kde[q2];
if (a==0 && b==0) { cout << “otazny“ << endl; conti nue;
if (al=0 & b!'=0 && b!=prev[a]) { cout << “nepravdi vy"

if (al=0 && b!=0 && a-b==ql-9g2) { cout << “pravdivy* << endl

if (al=0 && b!'=0) { cout << “otazny” << endl; continue;

if (al=0 & R prev[a]]>g2) { cout << "nepravdivy® << endl

if (al'=0) { cout << “otazny“ << endl; continue; }

i),

}

}

}

<< endl;

}

if (Rilnext[b]]<ql) { cout << “nepravdivy“ << endl; continue; }

{ cout << “otazny“ << endl; continue; }

}

return O;

}

conti nue;

continue; }

continue; }

}

99
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A-III-2 Tobogany

V rieSeni budeme pouzivat grafovii terminolégiu, bazény budeme volat vr-
cholmi a tobogany hranami.

Definujme wvgsku vrcholu nasledovne: Cielovy vrchol (spodny bazén) ma
vysku 0. Pre kazdy iny vrchol vysku spocitame ako jedna plus maximum vysok
vrcholov, do ktorych sa z neho vieme dostat toboganom.

Mnozinu vrcholov, ktoré maja rovnaka vysku, budeme volat vrstva.

Jazdou z vrcholu v nazveme postupnost, v ktorej sa striedaja typy bazé-
nov, ktoré stretame a cisla toboganov, ktoré si vyberame. Napriklad pre druhy
priklad v zadani jedna mozné jazda z vrcholu 2 vyzera nasledovne: 6,1,4,3,6,3.
(Za¢neme v Sestuholniku, toboganom 1 prejdeme do Stvorca, odtial toboganom
3 do Sestuholnika, a odtial toboganom 3 do ciela.)

Pozorovanie 1. Vyska vrcholu zodpovedd poc¢tu toboganov v najdlhsej
jazde z neho.

Pozorovanie 2. Ak maju dva vrcholy rovnak mnozinu jazd, tak lezia v
tej istej vrstve.

Pravdivost pozorovania 2 vyplyva jednoducho z toho, Ze mnozinou jazd je
jednoznacne urcena vyska vrcholu.

Dva vrcholy, ktoré maju rovnakt mnozinu jazd, budeme volat ekvivalentné.

Pozorovanie 3. V optimalnom grafe ziadne dva vrcholy nebudu ekviva-
lentné.

Pravdivost tohoto tvrdenia by mala byt intuitivne jasna. Formalne ho mo-
zeme dokézat napriklad nasledovne. Sporom, nech tvrdenie neplati. Najdime
teda v optimalnom grafe najnizsiu vrstvu, v ktorej sit dva ekvivalentné vrcholy.
Potom ale mozeme zostrojit novy graf, v ktorom jeden z tychto dvoch vrcholov
zahodime, a vSetky tobogany, ktoré sli don, presmerujeme do toho druhého. To
je ale spor s tym, ze pévodny graf uz bol optimalny.

Pozorovanie 4. Optimélny graf ma tolko vrcholov, kolko roznych mnozin
jazd maju vrcholy pévodného grafu — ¢ize kolko réznych navzajom neekviva-
lentnych vrcholov pévodny graf obsahuje.

V&imnime si Tubovolny vrchol v pévodného grafu. V povodnom grafe exis-
tuje cesta, ktorou sa don z horného vrcholu dostaneme. Tato istd cesta musi
v optimélnom grafe tiez viest do nejakého vrcholu v’, a kedZe ma optimélny
graf byt nerozlisitelny od povodného, musi mat v’ rovnaki mnozinu jazd ako v.
Preto mé optimalny graf aspon tolko vrcholov, kolko réznych mnozin jazd maja
vrcholy povodného grafu. Opacnéa nerovnost vyplyva z pozorovania 3.
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Pozorovanie 5. Optimalny graf vieme vyrobit z povodného tak, Ze po-
stupne oddola nahor pospajame v kazdej vrstve vsetky skupiny navzajom ekvi-
valentnych vrcholov.

Ako vieme efektivne zistit, ¢i st nejaké dva vrcholy ekvivalentné? Najjedno-
duchsia (a najmenej efektivna) metéda je samozrejme vyskusat vSetky mozné
jazdy z jedného a skontrolovat, ze idu spravit aj z druhého a naopak. Nagtastie
pre nas, ak budeme postupovat pekne systematicky po vrstvach, vieme si skoro
vSetku tato pracu usetrit.

Pozorovanie 6. Nech u a v st dva vrcholy v tej istej vrstve, a nech uz
v nizsich vrstvach ziadne dva vrcholy nie st ekvivalentné. Potom u a v st
ekvivalentné vtedy a len vtedy, ak maja rovnaky tvar a pre kazdé ¢ plati, ze
1-tou hranou sa z v dostanem do toho istého vrcholu ako z v.

Pozorovanie 6 nam déava velmi efektivny navod, ako zistit, ¢i je prave spra-
cuvana dvojica vrcholov ekvivalentna.

Nase riesenie sa bude skladat z dvoch krokov. V prvom prehladédvanim do
hibky zistime vysky jednotlivych vrcholov, a roztriedime ich do vrstiev. Nasledne
v druhom kroku budeme vrcholy postupne po vrstvach spractvat.

Popiseme si teraz podrobnejsie, ako bude spracovanie jednej vrstvy prebie-
hat. Najskor utriedime vrcholy podla $tvoric (tvar,ciele vSetkych troch vychéa-
dzajacich hran). Takto sa dostani ekvivalentné vrcholy k sebe. Teraz z kazdej
skupiny ekvivalentnych vrcholov nechame len jeden, a presmerujeme do neho
hrany, ktoré doteraz viedli do ostatnych vrcholov.

Odstranenie vrcholu vieme lahko spravit v ¢ase linedrnom od poc¢tu vcha-
dzajacich hran. (Potrebujeme na to pamitat si pre kazdy vrchol zoznam hran,
ktoré don vchadzaju.) Kedze kazdy vrchol odstranime najviac raz, vieme dokopy
vSetko odstranovanie spravit v ¢ase O(N).

Ak by sme na triedenie vrcholov pouzili v§eobecny triediaci algoritmus, do-
stali by sme tak rieSenie s ¢asovou zlozitostou O(N log N).

V nasom pripade vSak vieme vrcholy utriedif v linedrnom ¢ase, pomocou
triedenia CountSort. (Tvary maja len 3 rozne hodnoty. Vrcholov, do ktorych
smeruju hrany, je len linedrne vela, a v ¢ase linearnom od ich poc¢tu si ich vieme
precislovat ¢islami od 1 po nanajvys ich pocet.)

Takto dostavame riesenie s ¢asovou zlozitostou O(N).

Listing programu:

#i ncl ude <al gorithne
#i ncl ude <i ostreanr
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#i ncl ude <vector>
usi ng nanmespace std

#define SIZE(t) ((int)((t).size()))
#defi ne MAXN 100047

int N
int tvar[ MAXN], tobogany[ MAXN| [ 3];
i nt hl bka] MAXN] ;

int pocitaj _hlbku(int v) {
int &es = hlbka[v];
if (res >= 0) return res;
if (v==N-1) return res=0
for (int i=0; i<3; i++) res = max(res, 1+pocitaj _hl bku(tobogany[v][i]));
return res;

}

vect or<i nt> count_sort(vector<int> prvky, vector<int> hodnoty) {
int najvacsia = *max_el enent ( hodnoty. begi n(), hodnoty.end() );

vect or <i nt > pocty(najvacsi atl), offset(najvacsia+l);
for (int i=0; i<SlZE(hodnoty); i++) pocty[ hodnoty[i] ]++
for (int i=1;, i<=najvacsia; i++) offset[i] = offset[i-1] + pocty[i-1];

vect or<i nt> vystup( SIZE(prvky) );
for (int i=0; i<SIZE(prvky); i++) vystup[ offset[ hodnoty[i] ]++ ] = prvky[i];
return vystup;

}

bool rovnake(int x, int y) {
if (tvar[x] !=tvar[y]) return false
for (int gq=0; g<3; qg++) if (tobogany[x][q] !'= tobogany[y][q]) return fal se;
return true;

}

int main() {
/'l nacitanme vstup
cin > N,
for (int 1=0; i<N-1; i++)
scanf(“% % % % *“,
&var[i], & obogany[i][0], & obogany[i][1l], & obogany[i][2]);
for (int i=0; i<N-1; i++) for (int g=0; g<3; q++) tobogany[i][q]--;

/'l spocitane hlbky vrcholov a roztriedime vrcholy do vrstiev
menset ( hl bka, - 1, si zeof (hl bka) ) ;

for (int i=0; i<N, i++) hlbka[i] = pocitaj_hlbku(i);

int H = hlbka[0] +1;

vector< vector<int> > vrstvy(H);

for (int i=0; i<N i++) vrstvy[hlbka[i]].push_back(i);
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/'l pre kazdy vrchol si najdene vsetky, ktore nan ukazuju
vect or< vector<int> > opacne(N)
for (int 1=0; i<N-1; i++)
for (int j=0; j<3; j++)
opacne[ tobogany[i][j] 1.push_back(i);

vector<int> cislo(N)

/'l postupne po vrstvach hl adane a odstranujeme ekvival entne vrcholy
for (int i=0; i<H i++) {
/1 utriedinme vrcholy vo vrstve
vector<int> hodnoty( SIZE(vrstvy[i]) );
for (int j=0; j<SlIZE(vrstvy[i]); j++) hodnoty[j] = tvar[ vrstvy[i][j] 1;
vrstvy[i] = count_sort( vrstvy[i], hodnoty );
for (int g=0; q<3; g++) {
/'l precislujene vrcholy
int last = 0;
for (int j=0; j<SIZE(vrstvy[i]); |++)
if (!'cislo[ tobogany[ vrstvy[i][j] 1[al 1)
cislo[ tobogany[ vrstvy[i][j] 1[q9] 1 = ++l ast;
/'l vyrobi ne ponpcne pol e
for (int j=0; j<SIZE(vrstvy[i]); |+t
hodnoty[j] = cislo[ tobogany[ vrstvy[i]l[j] 1[d] 1;:
/1 utriedinme podla neho
vrstvy[i] = count_sort( vrstvy[i], hodnoty );
/'l upracene po sebe cisla
for (int j=0; j<SIZE(vrstvy[i]); |+t
cislo[ tobogany[ vrstvy[i][j] 1[a] ] = O;
}
/1 najdene a odstrani me duplikaty
vector<int> ostava(l,vrstvy[i][0]);
for (int j=1; j<SIZE(vrstvy[i]); j++) {
if (rovnake(vrstvy[i][j],vrstvy[i]l[j-1])) {
int stare = vrstvy[i][j], nove = ostava. back();
for (int k=0; k<SIZE( opacne[stare] ); k++)
for (int g=0; g<3; q++)
i f (tobogany[ opacne[stare][k] ][q] == stare)
t obogany[ opacne[stare][k] ][q] = nove
} el se ostava. push_back( vrstvy[i][j] );

}

vrstvy[i] = ostava,

}

int res = 0O;
for (int i=0; i<H i++) res += SIZE( vrstvy[i] );
cout << res << endl;
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A-III-3 Prekladacie stroje

Poduloha a):

Vsetky stroje, ktoré v tejto tilohe zostrojime, budi samozrejme fungovat tak,
ze kopiruja vstupny retazec na vystup a popri tom kontroluji, ¢i ma pozadovany
tvar.

Najjednoduchsie riesenie je stroj s 105 stavmi, ktory si bude v stave pamétat
zvySok, ktory dava doteraz precitany retazec po deleni 105.

A = (KLS,P,0,F)

= {0,...,9}

K = {0,...,104)

o= K1—{0}

P = {(x,y,v,(10z + y) mod 105) | Vx € K, Vy € X}

Existuje vSak eSte vela priestoru na zlepsenie. V prvom rade si moZeme
105 zapisat ako 5 x 21. Aby sme zistili delitelnost 105, staci zistit delitelnost
21 a delitelnost 5. Lenze na kontrolu delitelnosti 5 si nepotrebujeme priebezne
pocitat zvySok. Staci sa pozriet na poslednu cifru, ¢ je to 5 alebo 0.

Ukoncovacie stavy takéhoto stroja budia teda zodpovedat situdcii ,,doteraz
precitané ¢islo nie je delitelné 21, alebo posledna cifra nebola 0 alebo 5%.

Takyto stroj vieme lahko zostrojit tak, ze bude mat 42 stavov — budeme si v
stave pamitat zvysok po deleni 21 a jeden bit hovoriaci, ¢i bola posledné cifra
0 alebo 5.

RieSenie vieme eSte zlep§it, ak si uvedomime, Ze posledné cifra néas zaujima
len ak doteraz precitané ¢islo je delitelné 21. Takto upraveny stroj uz ma len 22
stavov:

Ay = (K2,3, P04, F»)
> = {0,...,9)
K2 - {Ozle, Odobre, 1, ceey 20}
Fy = Ky;—{0.}
P, = {(z,y,y,2(z,y) | Vz € {1,...,20}, Vy € X}

Novy stav z(z,y) je jednoznacne uréeny péovodnym stavom x a prec¢itanou ¢is-
licou y nasledovne: Nech z’ je ¢iselnd hodnota x. (Teda pre = € {0,1¢, Ogobre }
je ' =0, inak #’ = z.) Hodnota z’ bol zvySok, ktory dévala doteraz precitana
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Cast ¢isla po deleni 21. Novy zvysok po deleni 21 je 2/ = (102’ + y) mod 21. Ak
z' 0, je novy stav z(x,y) = z’. V opa¢nom pripade novy stav zavisi od y. Ak
y € {0,5}, tak z(x,y) = 0,4, inak z(x,y) = Ogopre-

Aj toto rieSenie vSak eSte moZzeme vyrazne zlepsit.

Doteraz boli vsetky prekladacie stroje, ktoré sme zostrojili, deterministicke.
(T. j. na kazdom vstupe bol preklad jediny, jednoznac¢ne urceny.)

Mozeme vSak eSte vyuzit to, Ze prekladaci stroj moze mat na jednom slove
prekladov viac, a vystupnd mnozina je tvorena vystupmi vsSetkych platnych
prekladov.

Namiesto toho, aby sme na kazdom slove mali jeden vypocet ,over, Ze nie
je deliteIné 21“, budeme mat vypocty dva: ,,over, Ze nie je delitelné 7“ a ,over,
ze nie je delitelné 3“.

Uvedieme konstrukciu prekladacieho stroja, ktory si vystaci s 12 stavmi:
zatiatoény stav Z, sedem stavov na kontrolu delitelnosti siedmimi sg, ..., sg, tri
stavy na kontrolu delitelnosti troma tg, t1,t2 a ukoncovaci stav U, do ktorého
sa budeme vediet dostat len vtedy, ak prekladané slovo nie je delitelné 105.

As = (Ks3,%,Ps5, 7 F3)
2 = {0,...,9}
Ks = {Z,U, so,...,S86to,t1,t2}
F; = {U}
Py = {(Z,ee,50),(Z,e,e,t0)}

{ SzsY, Y, S(10z+y) mod 7) ‘ Vx € {0 6}, Yy € Z}

zy Y5 Yyt (10z+y) mod 3) | Vo € {O 2}7 Vy S E}
Sy 55U)|Vx€{123456}}

ty,e,6,U) | Vo € {1,2}}
Sz, Y, y, U) | Vo € {0,...,6}, Vy € {1,2,3,4,6,7,8,9}}
Yy, U) | Ve e{0,...,2}, Vy€{1,2,3,4,6,7,8,9}}

Cc C C C C C

(
{@
{(
{(
{(
{@

Do ukoncovacieho stavu U moéze takyto stroj prejst len v nasledujtcich pri-
padoch:

e Ak sa rozhodol overovat, Ze ¢islo nie je delitelné 7, a doteraz precitané
¢islo delitelné 7 nebolo.
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e Ak sa rozhodol overovat, Ze Cislo nie je delitelné 3, a doteraz precitané
¢islo delitelné 3 nebolo.

e Ak sa rozhodol, Ze prave ¢ita poslednu cifru, a t4 nie je delitelnd 5.

Zjavne pre kazdé ¢islo, ktoré nie je delitelné 105, vieme najst nejaky platny
preklad. A naopak, ak mame platny preklad, musel do U prist az po prec¢itani
celého vstupu, a teda vstup musel byt jedného z vyssie popisanych tvarov.

Na zéver rieSenie podla Samuela Hapéka: Na uSetrenie eSte jedného stavu
mozeme pouzit to, ze pomocou Specidlneho znaku $ vieme zistit, kedy nidm
skoncil vstup.

Oproti predchadzajicej konstrukcii zrusime ukoncovaci stav U a namiesto
neho prehldsime za ukoncovacie stavy s, a t, pre vSetky z,y # 0. Takto uz
mame zabezpecené, Ze vypisSeme d¢isla, ktoré nie st delitelné 3 a 7. Kvoli ¢islam
nedelitelnym 5 pridame pravidla tvaru ,,ak si v nejakom stave t, a ¢itas retazec
y$ (kde y je cifra ind od 0 a 5), vypis y a prejdi do niektorého ukoncovacieho
stavu.

Dostavame teda prekladaci stroj, ktory riesi zadanti ilohu a ma len 11 stavov.

Pomocné tvrdenie:

Ku kazdému prekladaciemu stroju A existuje prekladaci stroj B, ktory vy-
raba presne rovnaké preklady, ale v kazdom kroku prekladu vypiSe najviac jedno
pismeno.

Dokaz tohto tvrdenia je trividlny. Budeme B postupne vyrabat z A, pri-
¢om len upravime prekladové pravidla, pri ktorych A zapisoval viac ako jedno
pismeno.

Nech napriklad A obsahuje pravidlo (g, def, aba,p) (“ak si v stave ¢, a ne-
precitand Cast vstupu zacina na def, mozes precitat def, zapisat aba a zmenit
stav na p,,).

Toto pravidlo je zlé, lebo ak by sme ho v niektorom kroku pouzili, zapiSeme
az tri pismena. Nahradime ho teda v B tromi pravidlami, ktoré tieto tri pismena
zapisu postupne.

Presnejsie, do B pridame dva nové stavy (nazvime ich tu trebars O a &),
a namiesto péovodného pravidla z A budeme v B mat pravidla: (q,def,a,Q),
(07 67 b7 ‘)7 (‘7 67 CL?p)'

Lahko nahliadneme, Ze akondhle pri preklade v B pouzijeme prvé z trojice
pravidiel, musime v nasledujicich dvoch krokoch pouzit zvysné dve pravidla.
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Uvedenym spésobom upravime postupne vsetky pravidla z A. Dostaneme
tym B, ktory mé sice viac stavov ako A, ale vyraba presne tie isté preklady, a
navysSe v kazdom kroku prekladu vypise najviac jedno pismeno. A to je presne
to, ¢o sme chceli.

Poduloha b):

Tento prekladaci stroj neexistuje. Intuitivne mézeme povedat, Ze je to preto,
ze mame len konecne vela stavov, a teda si nevieme pomocou stavu pamiitat,
kolko a sme uz zapisali.

Dokazeme to sporom, a pre jednoduchsi dokaz pouzijeme pomocné tvrdenie,
ktoré sme si prave dokazali.

Predpokladajme teda, Ze hladany prekladaci stroj existuje. Potom podla
pomocného tvrdenia existuje prekladaci stroj, ktory robi to isté, a navyse v
kazdom kroku prekladu vypise najviac jedno pismeno.

Zoberme si jeden takyto prekladaci stroj A. Oznac¢me jeho pocet stavov n.

Vsimnime si teraz retazce €, ab, aabb, ..., aza...ab...b.

n n
Toto je n + 1 roznych retazcov, ktoré nas prekladaci stroj musi vypisat na

vystup. Ku kazdému z nich musi existovat v A aspon jeden platny preklad.
Vyberme si teda ku kazdému retazcu jeden platny preklad.

Teraz vyuzijeme, Ze nas stroj vypisuje pismend na vystup po jednom. Vsim-
nime si v kazdom z nasich n + 1 prekladov okamih, kedy sme prave vypisali na
vystup posledné a. VypiSme si, v akom stave sa prave nas stroj nachadzal.

Takto dostaneme zoznam, v ktorom bude n + 1 stavov. Nas stroj A vsak mé
len n réznych stavov, a teda je v nasom zozname nejaky stav aspon dvakrat.

Co toto znamena? Znamena to, ze existuju dva rozne platné preklady, ktoré
vyzeraju nasledovne:

Prvy: Zacneme v zaciatocnom stave. Vypiseme x pismen a. V tomto oka-
mihu sme v nejakom stave p. VypiSeme x pismen b, a tym sa dostaneme do
ukoncovacieho stavu.

Druhy: Zac¢neme v zaciatoénom stave. Vypiseme y pismen a (kde y # ). V
tomto okamihu sme v tom istom stave p ako prvy preklad. Vypiseme y pismen
b, a tym sa dostaneme do ukoncovacieho stavu.

Aby sme dostali spor, sta¢i si uz len uvedomit, ze mozeme oba preklady “roz-
strihnat,, a nasledne “zlepit,, prvi polovicu prvého a druhti polovicu druhého
prekladu.

Inymi slovami, aj toto musi byt platny preklad:
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Treti: Zacneme v zaCiato¢nom stave. Vypiseme z pismen a. V tomto okamihu
sme v stave p. VypiSseme y pismen b, a tym sa dostaneme do ukoncovacieho
stavu.

Vo vyslednej mnozine A(X) sa teda musi nachadzat aj slovo a...ab...b.

’ X . . /7 > /. \V/\v/
Takéto slovo tam ale byt nesmie, a to je prave hladany spor. @ y

A-III-4 O lenivych prasiatkach

Zacneme tym, ze si uvedomime, ze stromy ani senniky sa nehybu. V kaz-
dom okamihu teda vieme situiciu jednoznacne popisat tak, Ze udame stradnice
vsetkych prasiatok.

Vs8etkych moznych situécii nie je az tak vela, ako by sa na prvy pohlad mohlo
zdat. Mame 2P stradnic, kazda je z rozsahu od 1 po N, teda moznych popisov
je radovo N2P. (V skuto¢nosti menej, lebo pripustné st len tie popisy, kde je
vietkych P poli¢ok navzajom roznych.) Pre intuiciu, pre P = 4 a N = 8 je N2¥
len 16 miliénov.

Prvé, pomerne priamociare rieSenie bude pouzivat prehladévanie do Sirky.
Budeme postupne zostrojovat situdcie, ktoré si dosiahnutelné na jeden krok,
na dva kroky, a tak dalej.

Samozrejme, aby sme neprezerali ta istu situaciu viackrat, potrebujeme si
napriklad v poli pamétat, ktoré situacie sme uz videli. Na to m6Zzeme bud pouzit
2 P-rozmerné pole, alebo si napisat pomocné funkcie na kédovanie celého popisu
situdcie do jedného ¢isla a pouzit pole 1-rozmerné. (Druhy pristup je o ¢osi lepsi,
lebo sa nepotrebujeme trapit s rozmermi pola, spravime ho proste také velké,
ako ndm pamitovy limit dovoli.)

Prvé zlepsenie:

Takyto pristup vSak este na plny pocet bodov nestaci. Mézeme vsak nasu
situdciu lahko o nieco vylepsit. Staci si napriklad uvedomit, Zze nam nezalezi
na tom, ktoré prasiatko je ktoré. A teda si ich stradnice moézeme udrziavat
utriedené. Takto sa nam vzdy P! situacii zmeni na jednu. Pre intuiciu, pre

P=4a N =8je N2 /P! uz len 700 tisic.
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Prehladavanie z oboch stran naraz:

Napriek tomu nas problém s privela stavmi zac¢ne pre velké hodnoty IV trapit
znova.

Problém je v tom, ze pri kazdom dalSom tahu méze pocet dosiahnutelnych
situécil narast az exponencidlne: v prvom tahu mame radovo 4P moznosti, po
druhom ich uz moze byt az radovo (4P)?, a tak dalej. A vidsina tychto situécii
je nam tuplne nanic, ale to naSe riesenie (zatial) nevie rozpoznat.

Zaujimavym a jednoduchym trikom, ako zmensit mnozstvo spractvanych
“zbytocnych,, situacii je zacat rieSenie hladat naraz z oboch stran — aj zo zacia-
toc¢nej situdcie, aj z cielovej.

Ak teda ma napriklad optimalne rieSenie 31 krokov, nevygenerujeme vsetky
situdcie, ktoré idi dosiahnut zo zaciato¢nej na 31 krokov, ale len: (tie, ktoré idu
dosiahnut na 16 krokov) + (tie, z ktorych ide na 15 krokov dosiahnut ciel).

Algoritmus A*:

Este lepsie by bolo, keby nas program vedel robit to, ¢o my “od oka,, spra-
vime Tahko: pozriet sa na nejaka situdciu a zhodnotit, Ze ju neméa zmysel skusat,
lebo vyzera prilis nanic.

Ako méze takéto nieco vediet program robit? Pouzijeme na to heuristicki
funkciu h, ktorad bude hovorit nejaky dolny odhad rieSenia. Inymi slovami, pre
h musi platit: Ak S je lubovolné situécia, tak najlepsie rieSenie pre S méa aspon
h(S) krokov.

Naco nadm je takato funkcia h dobra? Pomocou nej mozeme vediet niektoré
situdcie rovno zahodit. Predstavme si napriklad, ze uz pozname nejaké rieSenie
nasej ulohy s hodnotou X, a prave sme zistili, Ze sa zo zaciatocnej situacie
vieme na d(S) krokov dostat do situacie S. Spocitame si h(S), a ak zistime, Ze
d(S) + h(S) > X, tak je pre nas S nezaujimava — urcite nam nepomoze néjst
lepsie riesenie.

Roéznych funkeii, ktoré spliiajt nasu podmienku, je samozrejme vela. Spliia ju
napriklad aj funkcia h(S) = 0. T4 ndm ale prili§ nepoméze. Trik je samozrejme v
tom, Ze treba zvolit funkciu A, ktord na jednej strane hodnotu rieSenia odhadne
¢o najlepsie, ale na druhej strane ju musime vediet efektivne pocitat.

Samotny algoritmus A* je v podstate len upravené prehladdvanie do Sirky.
Zmena bude jednoducha: Nebudeme pouzivat obycajni frontu (z ktorej ako
prvi vyberieme situaciu, ktora tam bola prva vlozend). Namiesto toho budeme
pouzivat prioritnt frontu. Vyberat na spracovanie budeme vzdy ta situaciu
S, ktord ma najmensi sacet d(S) + h(S). Prestaneme, akonahle sa prvykrat
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dostaneme do ciela.

Pre Tubovolna funkciu h spliiajicu nasu podmienku, bude algoritmus A*
fungovat a najde najkratsiu cestu do ciela. Totiz ked sa dostaneme do cielovej
situdcie C, pre Tubovolnu eSte nespracovanu situdciu S plati, ze d(S) + h(S) >
d(C)+h(C)=d(C)+0 = d(C), a teda cez S uz lepsiu cestu od prave objavene;
urcite nevyrobime.

Pritom plati, Ze ¢im lepsSiu funkciu h budeme mat, tym menej situacii bu-
deme musiet zobrat do tvahy. Vhodnou volbou h vSak vieme dosiahnuf to,
ze ako prvé pojde nas algoritmus prezerat tie situacie, ktoré vyzeraju najviac
nadejne. Presny dokaz je komplikovany, ukazeme si ale aspon oba okrajové pri-
pady:

Keby sme zobrali A(S) = 0, dostali by sme pdvodné prehladavanie do Sirky,
kde by sme spractuvali situacie usporiadané podla vzdialenosti od zaciatku.

Naopak, ¢o by sa stalo, ak by funkcia A bola presna, teda vracala pocet
krokov potrebny na dosiahnutie ciela? V takomto pripade by algoritmus A*
jednoducho presiel po najkratsej ceste a skon¢il. Ziadne odch§lky od nej by

Heuristicka funkcia:

V naSom pripade mézeme pouzit napriklad takato funkciu h:

Vyskusame vsetkych P! spésobov, ako priradit prasiatka sennikom. Pre
kazdd moznost zoberieme pre kazdé prasiatko p najkratsiu vzdialenost d, od
jeho aktuélnej polohy k jeho senniku. Kedze prasiatko vie robit na jeden krok
posun najviac o dve policka, urc¢ite bude potrebovat aspon [d,/2] krokov. Toto
sCitame pre vSetky prasiatka. Spomedzi vsetkych P! spésobov vyberieme ten,
kde nam vysledok vyjde najmensi, a ten vratime ako hodnotu h.

Najkratsie vzdialenosti medzi kazdou dvojicou policok si vieme na zaciatku
predpocitat (napr. prehladdvaniami do $irky v celkovom ¢ase O(N?)), a teda
jedno volanie funkcie h mé ¢asovu zlozitost O(P - P!).

Este o nieco lepSie je pri pocitani vzdialenosti brat do tvahy to, ¢i sa tam
vobec da skakat. Teda predpocitame si priamo najmensie poc¢ty krokov, ktoré by
prasiatko na presun potrebovalo, keby vzdy, ked chce skdkat, malo na spravnom
mieste kamarata.

Listing programu:

#i ncl ude <al gorithnp
#i ncl ude <cstdi o>

#i ncl ude <queue>

#i ncl ude <map>
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usi ng nanmespace std
#define SIZE(t) ((int)((t).size()))

#define MAX_P 4
#defi ne MAX_N 22

int NP, // rozmer mapy a pocet prasiatok

char M MAX_N+4] [ MAX_N+4]; // mapa

int dr[] ={-1,1,0,0}, dc[] = {0,0,-1,1}; // snery pohybu

int g 600][600]; // prasacie vzdial enosti nedzi polickam mapy

inline int encode(int r, int ¢) { return (N+3)*r + c; }
inline void decode(int co, int &, int &) { c=Cco% N+3); r=co/ (N+3); }

/1 spravinme si class na panmatanie si situacie
class State {
publi c:
int cells[ MAX P];
/] situacie viene nornalizovat (zoradit prasiatka):
voi d normalize() {
for (int i=0; i<P;, i++) for (int j=i+1;, j<P; j++)
if (cells[i]>cells[j]) swap(cells[i],cells[j]);
}
/'l konstruktor z pola suradnic
State(int *coords) {
for (int 1=0; i<P; i++) cells[i] = encode(coords[2*i], coords[2*i+1]);
nornal i ze();

}

111

/1 situacie viene |exikograficky
bool operator<(const State &rhs)
for (int i=0; i<P;, i++) {
if (cells[i] < rhs.cells[i])
if (cells[i] > rhs.cells[i])
}
return fal se;
}
b

typedef pair<int, State> Record;

zoradit
const {

return true;
return fal se;

/1 funkcia ktora vygeneruje nozne tahy zo situacie “kde"
vect or <St at e> generuj _tahy(State kde) {

vector<State> res;
int x[2*MAX_P];

for (int i=0; i<P;, i++) decode(kde.cells[i],x[2*i],x[2%i+1]);
for (int i=0; i<P, i++) Mx[2*i]][x[2*i+1]]="O

for (int i=0; i<P;, i++) for (int

x[ 2% ] +=dr[d]; x[2*i+1] +=dc[d] ;

d=0; d<4; d++) {



112 RIESENIA CELOSTATNEHO KOLA KATEGORIE A

}

bool two = fal se;

if (Mx[2*i]][x[2*i+1]]=="O) { two=true; x[2*i]+=dr[d]; x[2*i+1]+=dc[d];

if (Mx[2%i]][x[2*i+1]]==".") res.push_back(State(x));

if (two) { x[2*i]-=dr[d]; x[2*i+1]-=dc[d]; }
x[2*i]-=dr[d]; Xx[2*i+1]-=dc[d];
}

for (int i=0; i<P; i++) Mx[2%i]][x[2*i+1]]=".";
return res,;

/1 eval () vracia hodnotu -(d(kde)+h(kde))
int eval (int dist, const State &de, const State &koniec) ({

}

int xX[2*NMAX _P], y[2*MAX P], perni MAX P];
for (int i=0; i<P; i++) decode(koniec.cells[i],x[2*%i],x[2*%i+1]);
for (int i=0; i<P; i++) decode(kde.cells[i],y[2%i],y[2%i+1]);
for (int i=0; i<P; i++) pernfi]=i;
int bestdist = 987654321,
do {
int thisdist = 0;
for (int i=0; i<P;, i++) {
int a = encode(x[2*i],x[2*%i +1]);
int b = encode(y[2*pernfi]],y[2*pern{i]+1]);
thisdist += da][b];
}
bestdi st = m n(bestdist, thisdist);
} while (next_pernutation(perm permtP));
di st += bestdi st;
return -dist;

int main() {

/1 nacitanme vstup

scanf (“% “, &N);

for (int i=0; i<=N#1l; i++) for (int j=0; j<=N+1; j++) Mi][j]=#";
for (int i=1; i<=N, i++) scanf(“%"“,Mi]+1);

scanf ("% “, &P);

int x[2*MAX_P];

for (int i=0; i<2*P; i++) scanf("% “,&[i]);

State zaci at ok(x);

for (int i=0; i<2*P;, i++) scanf(“% “,&J[i]);

St ate koniec(x);

/'l spocitane prasiatkove vzdi al enosti policok na nape
nmenset (G, 47, si zeof (Q);
for (int i=1; i<=N, i++) for (int j=1; j<=N, j++) {
if (Mi][j]!'=".") continue;
int x = encode(i,j);

}
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g x] [x] =0;
for (int d=0;
int k,I;

k=i +dr[d], |=j+dc[d];
if (MKJ[I]!'=".") continue;
d x] [ encode(k, )] =1;

d<4; d++) {

k=i +2*dr[d], |=j+2*dc[d];
if (MK]J[I]!'=".") continue;
d x] [ encode(k, )] =1;
}
}
i nt
for
for
for

TOP = (N+3) *(N+3);
(int k=0; k<TOP; k++)
(int i=0; i<TOP;, i++)
(int j=0; j<TOR;, j++) di][j] =
/'l spustine algoritnus A*
map<State,int> dist;

di st[zaci atok] = 0;

priority_queue<Record> Q
Q push( Record( eval (0, zaci at ok, koni ec),

while (!dist.count(koniec)) {

State kde = Qtop().second; Q pop();

vect or <St at e> kam = generuj _t ahy(kde);

for (int i=0; i<SlIZE(kan); i++) {
bool ok = fal se;
if (!dist.count(kan{i])) ok = true;
if (dist.count(kanfi]))
if (!ok) continue;
dist[kanfi]] = dist[kde] + 1;

Q push( Record( eval (dist[kan{i]],kani], koniec),

}
}

printf(“%l\ n“,dist[koniec]);
return O;

}

mn(qil[jl,
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qi]lkI+gkI[i]);

zaciatok ) );

if (dist[kanfi]] > dist[kde]+1) ok = true;

kanfi] ) );
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A-TII-5 Posledna dobrota

Zacneme terminoldgiou. Stav hry, teda aktualne pocty koladcov a ovocia,
budeme volat pozicia. Vyhravajica stratégia je postup, ktory nam zaruci, ze hru
vyhrame, bez ohladu na to, ako bude tahat protihrac. Pozicia je vyhravajica, ak
hrac¢, ktory je prave na tahu, méa vyhravajicu stratégiu. Ostatné pozicie volame
prehrdvajuce.

Prezeranie stromu hry:
Najjednoduchsie rieSenie, ktoré sa da pouzit pre Iubovolni koneénti mate-
maticka hru, je zalozené na dvoch jednoduchych myslienkach:

e Ak z danej pozicie vSetky tahy veda do vyhravajucich pozicii, tak je tato
pozicia prehravajuca.

e Ak z danej pozicie existuje tah do prehravajuicej, tak je tato pozicia vy-
hravajuca.

(Ak vsetky tahy veda do vyhravajacich pozicii, nech si vyberieme ktorykol-
vek, vzdy tym dostaneme supera do vyhravajucej pozicie. A ak sa potom bude
stuper drzat nejakej vyhravajucej stratégie, hru prehrame. Preto takato pozicia
je prehravajuca. Naopak, ak existuje tah do prehravajacej pozicie, spravime ho,
a tym dostaneme supera do tejto, pre neho prehravajicej pozicie.)

Tuto myslienku Tahko prepiSeme do rekurzivnej funkcie, ktord nam o pozicii
povie, ¢i je vyhravajuca alebo prehravajuca.

Dynamické programovanie / memoizacia:

Problém predchadzajiceho pristupu spociva v tom, ze je priliS pomaly.
Hlavny dévod je ten, ze pri rekurzivnych volaniach vlastne skiisa vSetky mozné
priebehy hry, a pri tom mnohé pozicie vyhodnoti vela krat.

Tu je samozrejme lahkd pomoc — akondhle o nejakej pozicii zistime, ¢i je
vyhravajuca, zapiseme si to do pomocného pola. Takto dosiahneme to, ze kazda
poziciu budeme spractuvat prave raz.

Réznych pozicii je O(AB). Preto je taka aj pamétova zlozitost tohoto riese-
nia. Na vyhodnotenie pozicie potrebujeme prezriet vSetky mozné tahy, ktorych
je O(K). Preto je ¢asova zlozitost rieSenia O(ABK).

Na toto rieSenie sa mézeme divat aj z opacnej strany: Keby sme napriklad
pozicie spracuvali zoradené podla celkového mnozstva dobrot, tak by platilo, Ze
v okamihu, ked vyhodnocujeme nejakt poziciu, uz vieme o vSetkych poziciach,
do ktorych mézeme tahat, ¢i st vyhravajice alebo prehravajuce.
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Sikovnejsie dynamické programovanie:

Predchadzajuce riesenie eSte stale robi zbytocne vela prace, ked skusa vSetky
mozné tahy. Namiesto toho moézeme vyuzit skutocnost, ze prehravajacich pozicii
je malo.

Budeme postupne prechadzat pozicie. VZdy, ked narazime na prehravajicu
poziciu (x, y), zaznacime si o vSetkych poziciach (z+i,y), (x,y+1) aj (x+1, y+i)

pre 1 <1 < K, ze su vyhravajuce:
for (int x=0; x<=A;, x++)
for (int y=0; y<=B; y++)
if (!vyhravajuca[x][y])
for (int i=1; i<=K;, i++)
vyhravaj uca[ x+i][y] = vyhravajuca[x][y+i] = vyhravajuca[x+i]J[y+i] = true;

Zjavne kazda poziciu zmenime z prehravajicej na vyhravajicu najviac raz.
Preto ma tento algoritmus ¢asovu zlozitost O(AB).

Ina formulacia hry:

V dalsom texte rieSenia bude lepsie predstavit si nasu hru ind¢. Predstavme
si, ze mame obrovskt Sachovnicu, ktora pokryva cely prvy kvadrant saradnicove;j
sustavy. Policko v lavom dolnom rohu nech ma staradnice (0, 0).

Na policku (A, B) stoji figurka. Hra¢ na tahu ju moéze posuntut nanajvys o
K poli¢ok, a to bud dolava, alebo dodola, alebo Sikmo dolava dodola. Vyhrava
ten, kto figirku privedie do Tavého dolného rohu.

Tato hra je identicka (presnejsie povedané, izomorfnd) s hrou, ktora hraju
Julka a Monika s kola¢mi a ovocim. Prva stradnica figirky zodpoveda poctu
kolacov na stole, druha poctu kusov ovocia.

Redukcia priestoru stavov:

Predchadzajuce riesenie eSte stale nestaci na rieSenie tlohy pre limity dané
v zadani. Dalsim krokom méze byt napriklad odpozorovanie nejakej zavislosti v
tabulke vyhravajucich a prehravajucich pozicii. Jednu takito zavislost si teraz
dokazeme:

Tvrdime, ze pozicia (A, B) je vyhravajica prave vtedy, ked je vyhravajica
pozicia (A mod (K + 1), B mod (K +1)).

Intuicia za tymto tvrdenim: Ak je eSte hra daleko od konca, vieme doplnit
tah stpera tak, aby sme dokopy odobrali aj koladc¢ov, aj ovocia bud 0 alebo K +1

kusov, a tak zabezpecit, Ze sa zvySok nezmeni.

Dokaz budeme vysvetlovat pre hru s figiirkou na Sachovnici. Predstavme si,
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ze Sachovnicu rozdelime na velké Stvorce so stranou K +1, za¢inajic samozrejme
v Tavom dolnom rohu.

Ukézeme najskor, ze ak je vyhravajuca pozicia (A mod (K +1), B mod (K +
1)), tak je vyhravajica aj pozicia (A, B).

Uvazujme nasledujtcu stratégiu:

e V prvom fahu potiahneme rovnako ako by sme tahali v pozicii (A mod
(K +1),Bmod (K +1)).

e Ak protihra¢ svojim predchadzajiucim tahom prekrocil hranicu velkého
stvorca, potiahneme tym istym smerom tak, aby sme dokopy posunuli
figrku presne o K + 1.

(Toto urc¢ite vieme urobit, a dosiahneme tym, Ze figirka bude na tej istej
pozicii, len v inom velkom Stvorci ako bola.)

e V opac¢nom pripade potiahneme aj my len v rameci velkého Stvorca, a to
rovnako ako by sme tahali v tejto pozicii v Tavom dolnom velkom Stvorci.

Ak sa jej budeme drzaf, zjavne hru vyhrame.

Podobne sa da ukazat, ze ak je pozicia (A mod (K + 1), B mod (K + 1))
prehravajuca, tak aj pozicia (A, B) je prehravajtica — nech za¢neme fubovolnym
tahom, stperovi na to, aby vyhral, sta¢a pouzit prave popisanu stratégiu.

Ak pouzijeme algoritmus z éasti “Sikovnejsie dynamické programovanie,,
dostaneme riesenie s ¢asovou aj paméitovou zloZitostou O(K?).

Vzorové riesenie:

Vsimnime si, ze kedZe nas uz zaujimaja len pozicie od (0,0) po (K, K),
mozeme Uplne zabudnit na to, Ze mame nejaké obmedzenie na pocet veci, ktoré
mozeme v jednom tahu zobrat. Budeme teda odteraz uvazovat hru, kde toto
obmedzenie nie je.

Pre kazdé x urcite existuje najviac jedno y také, ze (x,y) je prehravajica
pozicia. Zoberme totiZz najmensie y také, ze (r.y) je prehravajica. Potom pre
Tubovolné z > y vieme z (x,z) tahat do (z,y), a teda (x,z) je vyhravajica
pozicia. (D4 sa dokonca dokézat, Ze existuje préave jedno také y.)

Nepotrebujeme teda dvojrozmerné pole pozicii, sta¢i ndm pamiitat si v poli
pre kazdé x jemu zodpovedajuce y, ak sme ho uz zistili.

Prehravajuce pozicie budeme zostrojovat usporiadané podla x + y. Budeme
mat dve polia: v jednom si pamitame, kde je prehravajica pozicia v ktorom
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riadku, v druhom, kde je na ktorej “uhlopriecke,,. (Uhloprieckami volame mno-
ziny poli¢ok “rovnobezné,, s hlavnou uhlopriecou tabulky.)

Budeme v cykle prechadzat riadky od 0 po A. Vzdy, ked natrafime na riadok
x, v ktorom este nepozname prehravajiicu poziciu, najdeme ju jednoducho tak,
7e najdeme k nemu prvy taky stlpec y, Ze eSte nepozname prehravajtcu poziciu
ani v stlpci y, ani na uhlopriecke idtcej cez (z,%). Stipec y sta¢i hladat napravo
od stlpca, ktory sme nasli k predchadzajicemu riadku. Zaznacime si, ze v riadku
x je prehravajuca pozicia y. A zo symetrie vyplyva, ze v riadku y je prehravajuica
pozicia x, to si zaznacime tiez. V oboch pripadoch si prislusny tdaj zapiseme
aj pre uhlopriecku, na ktorej prave najdena pozicia lezi.

Takto dostavame rieSenie, ktoré vsetky potrebné prehravajice pozicie spo-
¢ita v ¢ase O(K). Pomocou nich vieme nasledne kazdy tah spravit v konstant-
nom case.

Listing programu:

#i ncl ude “dobrota. h"
#i ncl ude <cstdi o>
usi ng nanespace std;

int prehraR MAX_K+1];
i nt prehral 2* MAX_K+1] ;
int K

voi d zaciatok (int A int B, int _K) {

K= _K
for (int i=0; i<=2*K; i++) prehrali] = -1,
for (int i=0; i<=K; i++) prehraR[i] = -1;

int stlpec = 0;
for (int riadok = 0; riadok <= K; riadok++) {
if (prehraR[riadok] >= 0) continue;
while (prehrayriadok-stlpec+K]>=0 || prehraR] stlpec]>=0) {
st pec++;
if (stlpec > K) break;
}
if (stlpec > K) break;
prehraR[ ri adok] = stl pec;
prehraR[ stl pec] = riadok;
prehral ri adok- st pec+K]
prehralf stl pec-ri adok+K]

}

ri adok;
st | pec;

}

void tahaj (int A int B, int *ber_A int *ber_B) {
A % K+1;
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B % K+1,;

if (prehraR[A]!=-1 & B > prehraR A]) {
*ber A = 0;
*pber_B = B-prehraR Al;
return;

}

if (prehraR[B]!=-1 & A > prehraR B]) {
*ber B = 0;
*ber _A = A-prehraR B];
return;

}

if (prehralJ A-B+K]!=-1 && A > prehralU A-B+K]) {
*ber A = *ber_B = A-prehral A-B+K];
return;

}

printf(“zle jel\n*); *ber_A=*ber_B=0; // nenal o by nastat

}



Vysledky krajskych kol kategorie B

V kategérii B sutaz kond¢i krajskym kolom, nizsie uvedené su vysledky tohto
kola v siedmich z dsmich krajov. (V Banskobystrickom kraji sa do kategérie B
nezapojil ziaden riesitel.)

Vysledky neboli koordinované, je teda mozné, ze v réznych krajoch boli
pouzité mierne odlisné bodovacie skaly.

Bratislavsky kraj:

Meno Roc¢nik, skola 1.2.3. 4. | X
1. Boris Vavrik 1 Gym. Jura Hronca BA 917 81|25
2. Jan Hozza 1 Gym. Jura Hronca BA 54 410 | 23
3. Lukas Polak 2 Gym. Jura Hronca BA | 10 0 7 4 | 21
4. Juraj Masar 1 Gym. Bilikova BA 6 17 4|18
5. Juraj Machac 1 Gym. Jura Hronca BA 506 5|16
Mariana Phuong 1 Gym. Jura Hronca BA 5 7 4] 16
Stanislav Parnicky | 2 Gym. Groésslingova BA 906 1|16
8. Bruno Cuc 2 Gym. Grosslingova BA 417 1|13
9. Marek Kukan 2 Gym. Grosslingova BA 700 4|11
10. Martin Strapko 1 Gym. Jura Hronca BA 5000 5)
Kosicky kraj:
Meno Roc¢nik, skola 1.2.3.4 P
1. Baco Ladislav 2.A G Postova KE 6 8 4 8| 26
2. Klucar Marek 2.B G Javorova SNV 4 2 3 3| 12
Novella Tomas | sexta G Alejova KE 525 0| 12
Rohar Pavol sexta G Alejova KE 525 12
5. Petura Oto 2.B SZS Partizéanska MI | 5 1 3 2 | 11
6. Gajdos Tomas | sexta G Alejova KE 53 2 10
7. Jancar Milan 2.A G P. Horova MI 5 4 9
8. Babej Tomas 1.A G Postova KE 8 8
Spisiak Matej 2.B G Javorova SNV 4 22 8
10. Rovnak Tomas 2.B SZS Partizanska MI | 4 3 7
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Nitriansky kraj:

VYSLEDKY KRAJSKYCH KOL KATEGORIE B

Meno Roc¢nik, skola 1.2.3.4. | X
1. Lami Vince Gym. H. Selyeho Koméarno 3311 8
2. Szabé Roland Gym. H. Selyeho Koméarno 4 127
3. Sabik Matus Gym. Golianova Nitra 40101 5
Miklovi¢ Tom4s | Gym. Ul M. R. Stefanika Nové Zamky | 4 1 )
Laiszner Tomas | Gym. H. Selyeho Koméarno 20301 5
Presovsky kraj:
Meno Roc¢nik, skola 1.2.3.4. | X
1. Anderko Maros 2.D G Konstantinova PO | 5 50| 10
2. Kmec Peter 1.D G Konstantinova PO | 5 0 4 0 9
3. Wittner Rudolf 1.D G Konstantinova PO | 4 31 8
4. Phong Nguyen Tien | 2.D G Konstantinova PO | 4 3 7
5. Astary Matej 2.D G Konstantinova PO | 3 0 3 0 6
6. Fotta Michal 2.D G Konstantinova PO | 3 0 3
Trenciansky kraj:
Meno Roc¢nik, skola 1.2.3.4. | X
1. Krejéir Andrej | 2 Gym. Nedozerského Prievidza | 6 0 4 5 | 15
Trnavsky kraj:
Meno Roc¢nik, skola 1.2.3.4. | X
1. Miroslav Ryzek | Gym. L. Novomeského Senica | 4 3| 7
Zilinsky kraj:
Meno Roc¢nik, skola 1.2.3. 4. | X
1. Martin Habovstiak | 2 Gym. Tvrdosin ) 4 9
2. Toméas Dopita 2 Stikromné gym. Oravskd Zilina | 1 1 1 2| 5




Vysledky celostatneho kola kategorie A

Celostatne kolo kategdrie A sa v 23. ro¢niku Olympiady v informatike usku-
tocnilo v dnoch 20. az 23. aprila 2008 v hoteli Drotar v obci Hronec, okres
Brezno. Spomedzi 28 pozvanych riesitelov bolo najlepsich 16 vyhlasenych za
uspesnych rieSitelov a najlepsi Styria za vitazov tohto roc¢nika OI.

Meno Roc¢nik, skola 1. 2. 3. 4. 5. | X

1. Peter Ondruska 4 SPS Dubnica nad Vahom 910 6 415 | 44
2. Peter Fulla 3 SPS Spisska Nova Ves 9 6 9 315 | 42
3. Samuel Hapak 4 G. Grosslingova BA 9 710 015 | 41
Vladimir Boza 4 G. Tatarku Poprad 10 7 6 315 | 41

5. Tomas Kocisky 4 G. Grosslingova BA 8 6 4 2 1] 21
6. Michal Spisiak 3 G. Grosslingova BA 8 75 0 0] 20
7. Albert Herencsar 3 G. mad. Galanta 55 6 3 — |19
8. Matus Kukan 4 G. Grosslingova BA 10 - 7 1 0| 18
9. Katarina Turekova 4 G. Tajovského B. Bystrica 75 4 1 — |17
Lucia Simanova 4 G. Grosslingova BA 5 6 6 — 0| 17

11. Michal Petrucha 3 G. Metodova BA 5 5 2 — 4116
12. Tobias Hudec 2 G. Partizanske 6 2 5 0 2|15
13. Martin Sramek 3 G. Alejova Kosice 7 -3 3 1] 14
Lenka Matejovicova | 3 G. Jura Hronca BA 347 0 0] 14
Filip Kubina 4 G. Dolny Kubin 55 3 1 0] 14
Peter Hlavaty 4 G. Jura Hronca BA 8 6 0 — 0] 14

17. Dusan Klinec 4 G. Nedozerského Prievidza 7T 2 2 1 17113
Michal Hozza 3 G. Jura Hronca BA 70 6 0 0] 13

19. Dévid Strbka 4 G. Grosslingova BA 722 1 0|12
20. Andras Varga 4 G. H. Selyeho Komarno 4 06 1 0] 11
Kristian Nagy 4 G. Jura Hronca BA 7T -2 2 0] 11

22. Alena Kosinarova 4 G. Grosslingova BA 5 0 5 0 0] 10
Pavol Blaho 4 G. Jura Hronca BA 54 1 - — |10

24. Adam Saleh 4 G. Jura Hronca BA 4 - 4 - 1 9
Michal Bubnér 3 G. sv. Frantiska Vranovn/T | 4 — — 4 1 9

26. Jan Sukenik 4 G. Lettricha Martin 3 50 0 8
27. Dominika Fedakova | 4 G. Stard Luboviia 510 00 6
28. Daniel Bene 4 G. Halicska Lucenec 3 -1 -0 4




V dnoch 10. az 16. maja sa v Bratislave konalo vyberové sustredenie. Na
toto stustredenie boli pozvani najlepsi riesitelia celostatneho kola OI, kategdrie
A. Styria najlepsi riesitelia viyberového ststredenia maji moznost reprezentovat
Slovensko na Medzinarodnej olympiade v informatike. Na zaklade vyberového
sustredenia taktiez vyberda SK OI reprezentacny tim pre Stredoeurépsku olym-

Vysledky vyberového sustredenia

piadu v informatike a pre pripravné sustredenia.

V nasledujtacej tabulke st postupne uvedené body za celostatne kolo OI a

za sedem sutaznych dni vyberového stustredenia.

Meno > | CK so ne po ut st St pi

1. Vladimir Boza 599.5 | 41.0 47.5 127.5 114.5 53.5 120.0 86.5 9.0
2. Peter Ondruska 518.5 | 44.0 47.5 75.5 136.5 47.5 81.5 86.0 0.0
3. Peter Fulla 432.0 | 42.0 17.0 73.5 84.5 68.5 47.5 60.0 39.0
4. Samuel Hapak 429.0 | 41.0 16.5 77.0 98.5 56.0 62.5 45.5 32.0
5. Matus Kukan 259.5 | 18.0 16.5 47.5 67.0 54.5 15.0 35.0 4.0
6. Martin Sramek 242.5 | 14.0 22.0 47.5 68.519.0 17.537.0 17.0
7. Tomas Kocisky 227.5 | 21.0 15.5 45.0 58.538.0 0.039.010.5
8. Michal Petrucha 215.0 | 16.0 32.5 35.5 72.5 0 17.034.0 7.5
9. Albert Herencsar 206.5 | 19.0 13.0 41.5 54.540.0 14.0 19.5 5.0
10. Katarina Turekova | 171.0 | 17.0 5.5 26.5 20.5 39.5 15.540.5 6.0
11. Michal Spisiak 150.5 | 20.0 1.0 27.0 24.0 0.0 20.0 43.0 15.5
12. Tobias Hudec 86.0 | 15.0 0.0 0.0 13.0 21.0 12.519.5 5.0
13. Lucia Simanova 85.5 | 17.0 3.0 23.0 21.5 80 0.013.0 0.0




Slovensko-$vajciarske pripravné sustredenia

Vdaka blizkej spolupraci medzi ndrodnymi olympiddami v informatike na
Slovensku a vo Svajéiarsku mali vybrani riesitelia OI moznost zicastnit sa dvoch
pripravnych ststredeni vo Svajéiarsku. Prvé z nich sa konalo v Davose v diioch
10. az 16. februara 2008, druhé v Ziirichu v dnoch 13. az 18. jila.

Vysledky pripravného sustredenia v Davose:

Meno qdl d2 d3 d4 >

1. Peter Ondruska 39.5 94 82 72110 | 397.5
Vladimir Serbinenko | 35.5 99 64 110 89 | 397.5

3. Vladimir Boza 29.5 87 60 96 92 | 364.5
4. Samuel Hapak 19.5 57 35 64 83 | 258.5
5. Peter Fulla 34 39 57 61 48 | 239.0
6. Isaac Deutsch 25.5 3540 45 59 | 204.5
7. Johannes Josi 19.5 35 54 82 | 190.5
8. Adrian Roos 24 38 40 43 44 | 189.0
9. Daniel Graf 3240 26 15 60 | 173.0
10. Joel Bohnes 20 44 35 46 27 | 172.0
11. Beat Kiing 27 43 20 34 33 | 157.0
12. Samuel Hitz 21 3534 36 20 | 146.0
13. Florian Scheidegger | 30.5 36 35 30 10 | 141.5
Yannick Stucki 23.5 43 16 13 46 | 141.5
15. Jonas Wagner 15.5 42 16 17 30 | 120.5
16. Franzi 7 53535 10 35 | 120.0
17. Sebastien Vasey 12 42 22 76.0

Vysledky pripravného sustredenia v Ziirichu:

Meno dl d2 d3 d4 >
1. Vladimir Boza 398 292 329 380 | 1399
2. Peter Ondruska 398 249 196 395 | 1238
3. Vladimir Serbinenko | 328 202 238 260 | 1028
4. Martin Sramek 207 94 150 200 651
5. Michal Petrucha 271 64 133 95 563
6. Adrian Roos 215 8 135 195 553
7. Isaac Deutsch 148 68 130 195 541




Cesko-polsko-slovenské pripravné ststredenie

U sutazného stretnutia ceskych, polskych a slovenskych stredoskolakov v
informatike uz smelo mozeme hovorit o tradicii — v roku 2008 sa konal uz desiaty
rocnik tejto akcie. Stustredenie sa konalo v dnioch 22. az 28. juna 2008, miestom
konania boli DaniSovce — malé dedinka nedaleko Spisskej Novej Vsi. (Po stvrty
krat bola tato akcia organizovana na Slovensku.)

Organizacnu, technickt a odbornu stranku akcie zabezpecovali v sti¢innosti
Iudia z PF UPJS v Kogiciach (doc. RNDr. Gabriela Andrejkova, CSc., RNDr.
Rastislav Krivos-Bellus, Mgr. Jan Katreni¢, Jan Jergus) a z FMFI UK v Brati-
slave (RNDr. Michal Forisek, Peter Peresini, Lukas Polacek, Martin Rejda). Ako
sprievod stfaziacich a autori éasti stifazngch tloh sa akcie zic¢astnili z CR Pavel
Nejedly a z Polska Piotr Niedzwiedz, Wojciech Smietanka a Jakub Radoszewski.

Ucastnici stistredenia absolvovali §tyri sttazné dni v rovnakom style ako na
Medzinarodnej olympidde v informatike. Stcastou programu bol taktiez celo-
denny vylet do nedalekého Slovenského raja. Vysledky stustredenia st uvedené
v nasledujucej tabulke.

Meno, krajina > | day 1 day 2 day 3 day 4

1. Marcin Andrychowicz POL | 960.0 | 230.0 140.0 290.0 300.0
2. Marcin Koscielnicki POL | 690.0 | 200.0 150.0 100.0 240.0
3. Tomasz Kleczek POL | 521.0 | 106.0 70.0 190.0 155.0
4. Peter Ondruska SVK | 510.0 | 150.0 10.0 110.0 240.0
5. Jarostaw Blasiok POL | 500.0 | 180.0 10.0 110.0 200.0
6. Maciej Klimek POL | 478.0 88.0 30.0 60.0 300.0
7. Maciej Andrejczuk  POL | 392.0 62.0 0 50.0 280.0
8. Matas Kukan SVK | 390.0 | 160.0 30.0 60.0 140.0
9. Peter Fulla SVK | 365.0 | 100.0 20.0 120.0 125.0
10. Roman Smrz CZE | 355.0 | 100.0 30.0 50.0 175.0
11. David Klaska CZE | 276.0 | 136.0 20.0 50.0 70.0
12. Libor Plucnar CZE | 245.0 | 160.0 0 0 85.0
13. Vojtéch Tama CZE | 224.0 | 144.0 30.0 20.0 30.0
14. Michal Petrucha SVK | 175.0 60.0 20.0 50.0 45.0
15. Martin Sramek SVK | 140.0 0 10.0 60.0 70.0
16. Hynek Jemelik CZE 68.0 8.0 10.0 10.0 40.0




Stredoeuropska olympiada v informatike

V roku 2008 sa Stredoeurdpska olympiada v informatike (CEOI) konala v
dnioch 6. az 12. jula v nemeckych Drazdanoch. Sttaze sa zucastnili timy z tra-
di¢nych siedmich organizujicich krajin: domaceho Nemecka, Chorvatska, Ceskej
republiky, Madarska, Polska, Rumunska a Slovenska. Stutaze sa tiez zucastnil
tim z Izraela, ktory bol pozvany organizatormi, a taktiez tim reprezentujuci
spolkovt republiku Sasko.

Ako lidri zastupujuci nasu krajinu sa tejto CEOI zucastnili doc. RNDr.
Gabriela Andrejkova, CSc. z UI PF UPJS v Kosiciach a Bc. Marek Zeman z
FMFI UK v Bratislave.

Ako uz byva tradiciou, Slovensko na rozdiel od ostatnych krajin na CEOI po-
siela delegaciu zloZent prevazne zo sutaziacich, ktori este v.danom roku nekon-
¢ia strednu skolu. Tak tomu bolo aj v roku 2008, kedy Slovensko reprezentovali
nasledujuci stredogkolaci: Peter Fulla z SPS Spisskd Nova Ves, Matts Kukan z
Gymnézia Grosslingova v Bratislave, Martin Sramek z Gymnézia Alejova v Ko-
siciach a Michal Petrucha z Gymnazia Metodova v Bratislave. Vysledky nasich
stutaziacich uvadzame zhrnuté v tabulke.

Meno 1. den 2. den >~ | medaila
8. Peter Fulla 100 0 98 140 O 60 | 298 | strieborna
26. Matus Kukan 0 8 41 0O O 100 | 149 | —

31. Martin Sramek 35 46 0|40 O 2| 123 | —
35. Michal Petrucha 0 0 41 0 0 9 50 | —




Medzinarodna olympiada v informatike

V roku 2008 sa Medzinarodna olympiada v informatike (IOI) konala v diioch
16. az 23. augusta v Egypte nedaleko Kahiry. Sutaze sa zucastnilo 283 sutazia-
cich z takmer 80 krajin celého sveta.

Ako lidri zastupujici nasu krajinu pri hlasovaniach sa tejto I0I zucastnili
doc. RNDr. Gabriela Andrejkova, CSc. z UI PF UPJS v Kosiciach a Mgr. Juliana
Lipkova z FMFI UK v Bratislave. Ako ¢len medzinarodnej odbornej komisie
(ISC) sa tejto IOI ztcastnil RNDr. Michal Forisek z FMFI UK v Bratislave.

Nasu krajinu tento rok reprezentovala tato stvorica stredoskolakov: Vladimir
Boza z Gymnézia D. Tatarku v Poprade, Peter Fulla z SPS Spisskd Nova Ves,
Samuel Hapék z Gymnézia Grosslingova v Bratislave a Peter Ondraska z SPS
Dubnica nad Vahom. Vysledky nagich sutaziacich uvadzame zhrnuté v tabulke.

Meno 1. den 2. den >~ | medaila
33. Vladimir Boza 100 4 26 | 30 100 25 | 285 | strieborna
63. Peter Ondruska | 100 10 13 0 80 40 | 243 | strieborna
92. Peter Fulla 100 0 - = 100 0 | 200 | bronzova
138. Samuel Hapak 100 0 29 | - 0 — | 129 | bronzova
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Zadania prvého sutazného dia

Ostrovy

Prave ste navstivili park, ktory ma N ostrovov. Z kazdého ostrova i bol
postaveny prave jeden most. Dlzka tohto mosta je oznacena L;. Celkov§ pocet
mostov v parku je teda N. Hoci bol kazdy most postaveny z jedného ostrova
na iny, teraz je mozné prechadzat cez kazdy most oboma smermi. Zaroven pre
kazdu dvojicu ostrovov existuje prave jedna kompa, ktord preméava tam a spit
medzi nimi.

Pretoze radsej chodite pesi, nez sa prevazate na kompe, chcete maximalizo-
vat stucet dlzok mostov, cez ktoré prejdete. Pritom musite dodrzat nasledujtce
podmienky:

e Mobzete zacat na ostrove, ktory si vyberiete.
r 7 . . ) . v e ’
e Ziadny ostrov nesmiete navstivit viac nez jedenkrat.

e V Tubovolnom okamihu sa moéZete presunit z daného ostrova S na iny
ostrov D, ktory ste predtym nenavstivili. MdZete sa presunit:

— Pesi: Je to mozné len vtedy, ked medzi ostrovami S a D existuje most.
Pri tejto volbe je dlzka mosta pripoé¢itand k celkovej vzdialenosti,
ktoru ste presli pesi.

— Kompou: Je to mozné len vtedy, ked D nie je dosiahnutelny z S
pouzitim kombinacie mostov a/alebo predtym pouzitych komp. (Pri
kontrole dosiahnutelnosti musite uvazovat vsetky cesty, aj cesty pre-
chadzajuce cez ostrovy, ktoré ste uz navstivili.)

Poznamenajme, Ze nemusite navstivit vSetky ostrovy a tiez sa moze stat, Ze
neprejdete cez vsetky mosty.

Stutazna tloha:

Napiste program, ktory pre danych N mostov s danymi ich dizkami vypoéita
maximalnu vzdialenost, ktort prejdete cez mosty dodrzanim vyssie uvedenych
pravidiel.
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Ohranicenia:
2 < N <1,000,000 Pocet ostrovov v parku.
1 < L; < 100,000,000 DIzka mosta 1.

Vstup:

V&s program musi ¢itat zo Standardného vstupu nasledujice udaje:

e Riadok 1 obsahuje celé c¢islo N, pocet ostrovov v parku. Ostrovy su ocis-
lované od 1 do N, vratane.

e Kazdy z nasledujicich N riadkov popisuje most. i-ty riadok popisuje most
skonstruovany z ostrova ¢ pomocou dvoch celych ¢isel oddelenych jedinou
medzerou. Prvé celé ¢islo reprezentuje ostrov, na ktorom most konci, druhé
celé ¢islo predstavuje dizku mosta — L;.

Mozete predpokladat, Ze kazdy most mé svoje konce vzdy na dvoch roz-
nych ostrovoch.

Vystup:
Program musi vypisat na Standardnom vystupe jediny riadok obsahujuci
jediné celé ¢islo, maximalnu prejdent vzdialenost.

Poznamka 1. Pre niektoré pripady odpovedou nemusi byt 32-bitové celé
¢islo, budete potrebovat int64 v Pascale alebo long long v C/C++, aby ste
mohli ziskat plny pocet bodov za tato tlohu.

Poznamka 2. Ked pracujete v Pascale, nac¢itavanie ¢isel zo standardného
vstupu do 64-bitovych typov je vyrazne pomalSie nez do 32-bitovych typov, a
to aj v pripade, ze ide o c¢isla, ktoré sa zmestia do 32 bitov. Odporicame vam
nacitavat do 32-bitovych typov.

Bodovanie:
Pre niektoré pripady v celkovej hodnote 40 bodov, N neprekroci 4 000.
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Priklad:
Vstup Vystup
24

N Wk = DN W
WD OB NN D

N = 7 mostov v priklade je (1-3),(2—7),(3—4),(4—1),(5—1),(6—3)a (7—
2). Poznamenajme, Ze existuji dva rézne mosty spajajice ostrovy 2 a 7. Jedna
z moznosti, ako dosiahnut maximalnu prejdent vzdialenost, je nasledujtca:

e Start na ostrove 5.
Prejst most dizky 9 na ostrov 1.

Prejst most dlzky 8 na ostrov 3.

Prejst most dlzky 4 na ostrov 6.

Pouzit kompu z ostrova 6 na ostrov 7.
Prejst most dlzky 3 na ostrov 2.

Na konci ste na ostrove 2 a vami prejdend vzdialenost je 9+8+4+3 = 24. Len
jeden ostrov 4 ste nenavstivili. Poznamenajme, Ze na konci vyssSie popisaného
vyletu tento ostrov uz nemdzete navstivit. Presnejsie:

e Nemozete ho navstivit pesi, pretoze neexistuje ziadny most spajajuci os-
trov 2 (kde sa prave nachadzate) a ostrov 4.

e Nemozete ho navstivit pouzitim kompy, pretoze ostrov 4 je dosiahnutelny
z ostrova 2, kde sa prave nachadzate. Spésob dosiahnutia je nasledujuci:
pouzit most (2-7), potom pouzit kompu, ktort ste uz pouzili, z ostrova 7
na ostrov 6, potom most (6-3), a nakoniec most (3-4).
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Tlacdiaren

Préave ste dostali za tlohu vytla¢it N slov na staruckej pismenkovej tlaciarni.
Na to, aby ste na nej nejaké slovo mohli vytlac¢it, musite do nej zasunut kovové
odliatky pismen slova (kazdy odliatok obsahuje prave jedno pismenko). Ked ich
vSetky zasuniete, mozete slovo vytlacéit na papier.

Na vasej tlac¢iarni teda modzete robit nasledovné operacie:

e Pridat jedno pismenko na koniec slova prave pripraveného v tla¢iarni.

e Odobrat jedno pismenko z konca slova prave pripraveného v tlaciarni.
(Tato operécia je mozna iba ak méte v tlaciarni aspon jedno pismenko.)

e Vytlacit slovo prave pripravené v tlac¢iarni.

Na zaciatku je tlaciaren prazdna, t.j. nie si v nej zasunuté ziadne pismenka.
Na konci tlac¢e moze zostat v tlaciarni akékolvek slovo. Dané slova mozete tlacit
v Tubovolnom poradi. Vasim cielom je minimalizovat celkovy pocet operacii.

Stutazna tloha:

Napiste program, ktory pre danych N slov vypocita minimalny pocet opera-
cii potrebnych na ich vytlacenie. Slovd moézu byt vytlacené v lubovolnom poradi,
kazdé musi byt vytlac¢ené prave raz. VA4S program maé taktiez vypisat prislusna
postupnost operéacii (ak existuje viac rieSeni, moézete vypisat lubovolné z nich).

Ohranicenia:
1 <N <25000 pocet slov, ktoré treba vytlacit

Vstup:
V&S program mé nacitat nasledovné udaje zo Standardného vstupu:

e Prvy riadok obsahuje celé ¢islo N — pocet slov, ktoré treba vytlacit.

e Kazdy z nasledovnych N riadkov obsahuje jedno slovo. Kazdé slovo po-
zostéva iba z malych pismen (a — z) a mé4 dizku medzi 1 a 20 vratane.
Ziadne dve slova na vstupe nie st rovnaké.

Vystup:
V&s program maé vypisat nasledovné tdaje na Standardny vystup:

e Prvy riadok mé obsahovat celé ¢islo M — minimélny pocet operacii po-
trebnych na vytlacenie danych N slov.
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e Nasledujucich M riadkov popisuje postupnost operacii potrebnych na vy-
tlacenie danych slov. Kazdy z tychto riadkov méa obsahovat jeden znak,
ktory nasledovne popisuje prislusni operaciu:

— malé pismenko: pridanie prisluSného pismenka
— znak ‘=’ (minus, ASCII kdd 45): vymazanie posledného pismenka
— znak ‘P’ (velké P): vytlaGenie préave pripraveného slova

Bodovanie:
V testovacich vstupoch v celkovej hodnote 40 bodov nepresiahne pocet slov
N hodnotu 18.

Podrobna spitna vizba:
Pocas sutaze budu vase odovzdané rieSenia vyhodnotené na casti oficidlnych
testovacich dat. O vysledkoch tohoto testovania budete informovani.

Priklad:
Vstup Vystup

3 20

print t

the h

poem e
P
p
o
e
m
P
r
i
n
t
P
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Rybiska

Uréite ste uz poculi povest o Jazere, ktoré nikto nikdy nenagiel. Ziju v iom
rybisky a tie rybisky jedia rybisky, ktoré jedia rybisky. A nie, tie rybisky chu-
dasik Smigol neje. Pretoze ani on toto Jazero nikdy nenasiel.

Kedysi davno zilo v Jazere F' rybisiek. Domorodci doniesli K roznych typov
kamienkov a hodili ich rybiskam. Rybisky sa rozprchli za kamienkami a kazda
zjedla prave jeden kamienok. KedZe K moze byt mensSie ako F', niektoré rozne
rybisky mozu zjest rovnaky typ kamienka.

Cas bezal a rybisky sa papali. Avsak nie kazd4 rybiska vie zjest int rybisku.
Rybiska vie zjest int, iba ak je aspon dvakrat taka dlha. (Rybiska A vie zjest
rybisku B prave vtedy, ked L4 > 2-Lp.) Nikde nie je povedané, kedy zje rybiska
int rybisku. Niektoré rybisky st pazravé a rozhodnu sa jest jednu za druhou,
niektoré st menej pazravé a davaju si pauzu medzi jednotlivymi chodmi, a
niektoré mozno nie st nikdy hladné. Ak rybiska zje mensiu rybisku, nezmeni
sa jej dlzka. Avsak kamienok zo zaliidka mensej rybisky skonéi neposkodeny v
zaludku vacse;.

V povesti sa vravi, ze ak by ste raz nasli Jazero, bude vam povolené vylovit
jedin rybisku a ponechat si kamienky z jej zalidka. Radi by ste isli hladat
Jazero, ale skor ako sa vydate na tito dlhoc¢izna cestu, oplati sa zistit si, kolko
roznych kombinéacii kamienkov viete takto ziskat.

Stutazna tloha:

Napiste program, ktory pre zadané dlzky rybisiek a typy kamienkov, ktoré
na zaciatku rybisky prehltli, ndjde pocet roéznych kombinacii kamienkov,
ktoré mozu skonéit v Zzaliidku Iubovolnej rybisky modulo zadané celé
¢islo M. Kombinacia je jednoznacne urcend poctami kamienkov jednotlivych
K typov. Je jedno, ako si1 kamienky zoradené a kamienky rovnakého typu su
nerozlisitelné.

Ohranicenia:
1> F > 500000 Po6vodny pocet rybisiek
1>K>F Pocet réznych typov kamienkov
2> M > 30000

1> Ly >1000000000 Dirka rybigky X

Vstup:
V&s program musi zo Standardného vstupu nacitat nasledujuce udaje:

e Riadok 1 obsahuje jediné celé ¢islo F', pévodny pocet rybisiek v jazere.
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e Riadok 2 obsahuje jediné celé cislo K, pocet roznych typov kamienkov.
Jednotlivé typy kamienkov st ocislované c¢islami 1 az K, vratane.

e Riadok 3 obsahuje jediné celé ¢islo M.

e Nasledujucich F' riadkov popisuje jednotlivé rybisky a obsahuje dvojicu
celych ¢isel oddelenych jedinou medzerou. Prvé éislo je dlzka rybisky a
druhé typ kamienku, ktory rybiska na zaciatku prehltla.

Poznamka: Pre kazdy testovaci vstup vam garantujeme, ze z kazdého druhu
kamienkov bude aspon jeden pritomny.

Vystup:

V&S program musi na Standardny vystup vypisat jediny riadok obsahujuci
celé ¢islo z intervalu 0 az M — 1 (vratane): pocet roznych kombinacii kamienkov
modulo M. Na vyrieSenie ulohy nie je hodnota cisla M nijak doblezita, v zadani
je iba na zjednodusSenie vypoctov.

Bodovanie:

V testovacich vstupoch s celkovou hodnotou 70 bodov ¢islo K nepresiahne
hodnotu 7000. V podmnozine tychto vstupov s celkovou hodnotou 25 bodov
¢islo K dokonca nepresiahne hodnotu 20.

Podrobna spitna vizba:
Pocas sutaze budi vase odovzdané rieSenia vyhodnotené na Casti oficidlnych
testovacich dat. O vysledkoch tohoto testovania budete informovani.

Priklad:
Vstup Vystup

N &> 00 TN N WO
WL, W~ N
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Existuje 11 moznych kombinécii, takze by ste mali dat na vystup 11 mod 7,
¢o je 4. Mozné kombinécie su: [1], [1, 2], [1,2, 3], [1, 2, 3, 3], [1, 3], [1, 3, 3], [2], [2, 3],
2,3, 3], [3] a[3,3]. (Pre kazd kombinaciu sme uviedli zoznam kamienkov, ktoré
obsahuje. Napr. [2, 3, 3] reprezentuje kombinaciu, ktora obsahuje jeden kamie-
nok typu 2 a dva kamienky typu 3.) Uvedené kombindcie mézeme dosiahnut
nasledovne:

e [1]: Ihned chytite druhu (alebo Stvrtt) rybisku, skor nez stihne zjest nejak
dalsiu.

[1,2]: Ak druhé rybiska zje prvia, bude mat v zalidku kamienok typu 1
(ktory povodne prehltla) a typu 2 (obsah zalidka zjedenej rybisky).

1,2, 3]: Jedna z moznosti dosiahnutia tejto kombinacie: Stvrté rybiska zje
prvu, a potom tretia zje stvrta. Ak teraz chytite tretiu rybisku, ziskate po
jednom kamienku z kazdého druhu.

1,2, 3, 3]: Stvrta zje prva, tretia $tvrtd, tretia piatu, chytite tretiu.

e [1,3]: Tretia zje Stvrtt a vy ju chytite.

1,3, 3]: Tretia zje piatu, tretia Stvrtt a vy ju chytite.

[2]: Chytite prva rybisku.

e [2,3]: Tretia zje prva a chytite tretiu.

2,3, 3]: Tretia zje prvi, potom piatu a chytite tretiu.

[3]: Chytite tretiu rybisku.

e [3,3]: Tretia zje piatu a vy chytite tretiu.
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Zadania druhého stutazného dna

Pyramidy

Poziadali vas vybrat miesto na postavenie ¢o najvicsej pyramidy. K dis-
pozicii mate popis pozemku, na ktorom maé pyramida stat. Pozemok ma tvar
obdlznika rozdeleného na M x N $tvorcovych poli¢ok. Pédorys pyramidy musi
byt Stvorec so stranami rovnobeznymi so stranami pozemku.

Popis pozemku pozostava z P prekazok. Kazda prekazka mé tvar obdlznika,
ktory sa cely nachaddza na pozemku a jeho strany st rovnobezné so stranami
pozemku. Jednotlivé prekazky sa mozu prekryvat. Odstranenie i-tej prekazky
ma cenu C;. PrekdZzku musite bud celt odstranit, alebo celii ponechat; nie je
mozné odstranit iba cast prekazky. Podorys pyramidy musi byt umiestneny na
Casti pozemku, z ktorej boli vSetky prekazky odstranené. Odstranenie prekazky
nema vplyv na prekazky, ktoré sa s nou prekryvaju.

Stutazna tloha:

Napiste program, ktory nacita rozmery pozemku M x N, pozicie P prekazok,
ceny na odstranenie kazdej z nich a rozpocet na stavbu pyramidy B. Program
mé vypoditat, aka najviacsiu dlzku strany méze mat podorys pyramidy za pred-
pokladu, ze celkova cena odstranenych prekazok je najviac B.

Ohranicenia a bodovanie:
Vas program bude bodovany na troch disjunktnych sadach testov. Pre kazdy
test platia nasledovné ohranicenia:
— Rozmery pozemku: 1 < M, N < 1000000
— Cena za odstranenie i-tej prekazky: 1 < C; < 7000
— Suradnice rohovych policok prekazok: 1 < X;; < X;0 < M
1<Y;1 <Y <N

Prva sada testov, v celkovej hodnote 35 bodov:
— Rozpocet na stavbu: B =0 (Neviete odstranit ziadne prekazky.)
— Pocet prekazok na pozemku: 1 < P <1000

Druha sada testov, v celkovej hodnote 35 bodov:
— Rozpocet na stavbu: 0 < B < 2000000000
— Pocet prekazok na pozemku: 1 < P < 30000
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Tretia sada testov, v celkovej hodnote 30 bodov:
— Rozpocet na stavbu: B =0  (Neviete odstranit ziadne prekazky.)
— Pocet prekazok na pozemku: 1 < P < 400000

Vstup:
V&S program mé nacitat nasledovné udaje zo Standardného vstupu:

e Prvy riadok obsahuje dve celé ¢isla M, N oddelené jednou medzerou.

e Druhy riadok obsahuje celé ¢islo B — maximalnu celkovii cenu odstrane-
nych prekazok.

e Treti riadok obsahuje celé ¢islo P — pocet prekazok na pozemku.

e Kazdy z nasledujucich P riadkov popisuje jednu prekazku. Presnejsie, -ty
z tychto riadkov popisuje i-tu prekdzku a obsahuje 5 celych ¢isel oddele-
nych medzerou: X1, Y;1, Xs2, Yie a C;. Cisla popisujt (v danom poradi)
suradnice najlavejsieho najdolnejSieho policka i-tej prekazky, stradnice jej
najpravejsieho najhornejsieho policka a cenu za jej odstranenie. Lavé dolné
poli¢ko pozemku m4 sturadnice (1,1) a pravé hodné policko m4 sturadnice
(M, N).

Vystup:

V&s program méa vypisat na Standardny vystup jediny riadok obsahujuci
jedno celé ¢islo — maximalnu moznta dizku strany podorysu pyramidy. Ak nie je
mozné postavit ziadnu pyramidu, vas program ma vypisat ¢islo 0.

Podrobna spitna vizba:
Pocas sutaze budu vase odovzdané rieSenia vyhodnotené na ¢asti oficidlnych
testovacich dat. O vysledkoch tohoto testovania budete informovani.

Priklad:

Vstup Vystup
6 9 4
42 oy A
5 Dve mozné polohy podorysu 4 X 4:
4163 12 ) =
365609 ' T
1338 24 2 9 24 | 9
386 9 21
516 2 20 12 12

‘2()» ‘ 2()»
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Vstup Vystup

13 5 3
0
8
8410 4 1
43441
10 2 12 2
82843
24645
4
4

Jedind mozna poloha podorysu 3 x 3

1 T

LI N N
5 1] 3| |8 [13

21 L2 ]

10 3 10
12 3 12
224221

8
13

Teleporty

Prihlasili ste sa do sttaZe, ktorej cielom je prejst pozdlz danej tsecky Egypt
od zapadu na vychod. Na zaciatku sa sttaziaci nachddzaju v najzapadnejSom
bode tsecky. V stutazi plati pravidlo, ze sttaziaci sa musia pohybovaft len pozdlz
usecky, a to iba smerom na vychod.

Na tusecke je N teleportov. Kazdy teleport ma dva koncové body. Vzdy,
ked sutaziaci dosiahne jeden z koncovych bodov teleportu, je teleportovany na
jeho druhy koniec. (Poznamenajme, ze v zavislosti od dosiahnutého koncového
bodu teleportu teleporticia méze byt smerom na vychod alebo na zapad.) Po
teleportacii sufaziaci musi pokracovat smerom na vychod pozdlz tsecky. Na
svojej ceste sa nikdy nemoze vyhnut koncovym bodom teleportu. Ziadne dva
koncové body teleportov nie st na tej istej pozicii. Koncové body st umiestnené
vo vnutri medzi Startom a cielom tusecky.

Pri kazdej teleportacii sutaziaci ziskava 1 bod. Cielom sutaze je ziskat ¢o
najviac bodov. Sttaziaci mé povolené pred svojim Startom pridat nanajvys M
novych teleportov na tsecku. Ak pouzije novy teleport, tiez ziskava bod.

Koncové body novych teleportov moézu byt umiestnené hocikde, aj do nece-
lo¢iselnych pozicii. Pritom ale nadalej vsetky koncové body vsetkych teleportov
musia byt rézne. Tiez plati, Ze koncové body novych teleportov musia lezat vo
vnatri medzi Startom a ciefom tsecky.
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Poznamenajme, Ze je zarucené, ze nezavisle od toho, ako su teleporty pri-
dané, sutaziaci sa dostane do ciela.

Stutazna tloha:

Napiste program, ktory pre dané pozicie N teleportov a dany pocet M
novych teleportov, ktoré je mozné pridat, vypocita maximélny pocet bodov,
ktoré je mozné ziskat.

Ohranicenia:
1 < N <1000000 Pocet pociatocnych teleportov.
1< M <1000000 Maximélny pocet teleportov, ¢o smieme pridat.

1 <Wx < Ex <2000000 Vzdialenosti zapadného a vychodného
koncového bodu teleportu X od zaciatku tsecky.

Vstup:
Vas program musi zo Standardného vstupu nacitat nasledujice udaje:

e Riadok 1 obsahuje celé ¢islo N, pocet pociato¢nych teleportov.

e Riadok 2 obsahuje celé ¢islo M, maximalny pocet teleportov, ktoré je
mozné pridat.

e Kazdy z nasledujucich N riadkov popisuje jeden teleport. Presnejsie -
ty riadok popisuje i-ty teleport. Kazdy riadok pozostava z dvoch celych
¢isel: W; a FE; oddelenych medzerou. Tieto predstavuju vzdialenost od
startovacieho bodu tsecky k zapadnému a vychodnému koncovému bodu
teleportu.

Ziadne dva koncové body nemaju ti ista poziciu. Usecka zac¢ina v bode 0 a
konc¢i v bode 2000001

Vystup:
V&s program musi na Standardnom vystupe vypisat jediny riadok, ktory
obsahuje jedno celé ¢islo, maximalny pocet ziskanych bodov.

Bodovanie:
V testovacich vstupoch s celkovou hodnotou do 30 bodov plati N < 500 a
M < 500.
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Priklad:

Vstup Vystup

3
1
10

14
23

Prvy obrazok predstavuje tisecku s troma origindlnymi teleportami. Druhy
obrazok zobrazuje tu istii tsecku po pridani nového teleportu s koncovymi
bodmi v 0.5 a 1.5.

Po pridani nového teleportu, ako je ukazané na obrazku, cesta sutaziaceho
bude nasledujiica:

Startuje v pozicii 0 smerom na vychod.
Dostane sa do pozicie 0.5 a je teleportovany do pozicie 1.5, ziskava 1 bod.

Pokracuje smerom na vychod a dostane sa do pozicie 2; je teleportovany
do pozicie 3 (uz mé 2 body).

Dostane sa do pozicie 4 a je teleportovany do pozicie 1, ziskava 1 bod (uz
ma 3 body).

Dostane sa do pozicie 1.5 a je teleportovany do pozicie 0.5, ziskava 1 bod
(uz mé 4 body).

Dostane sa do pozicie 1 a je teleportovany do pozicie 4, ziskava 1 bod (uz
mé 5 bodov).

Dostane sa do pozicie 10 a je teleportovany do pozicie 11, ziskava 1 bod
(uzZ ma 6 bodov).

Pokracuje, pokial nedosiahne koniec tisecky a konéi s celkovym skoére 6
bodov.

Vstup Vystup

(23 &2 B GV RNV

7
1
1999999 2000000

12

0
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Zahrada na priamke

Ramzes II. sa prave vratil domov z vitaznej bitky. Na oslavu svojho vitazstva
sa rozhodol postavit honosni zdhradu. Jeho zédhradu ma tvorit jeden dlhy rad
rastlin, ktory bude siahat od jeho paldca v Luxore az ku chramu v Karnaku. V
zéhrade maju byt iba lotosy a papyrusy, ktoré st symbolom Horného a Dolného
Egypta.

Zahrada musi obsahovat prave N rastlin. Taktiez musi byt vyvazena: v lu-
bovolnej suvislej ¢asti zahrady sa pocet lotosov a pocet papyrusov nesmu lisit
0 viac nez 2.

Zahrada sa da reprezentovat ako retazec znakov L a P. Napriklad pre N =5
existuje 14 vyvazenych zadhrad. V abecednom poradi to su tieto: LLPLP, LLPPL,
LPLLP, LPLPL, LPLPP, LPPLL, LPPLP, PLLPL, PLLPP, PLPLL, PLPLP, PLPPL, PPLLP
a PPLPL.

Vyvazené zahrady urcitej dlzky sa daji usporiadat podla abecedy a na-
sledne ocislovat zac¢inajuc ¢islom 1. Napriklad pre N = 5 je zdhrada s ¢islom 12
reprezentovana ako PLPPL.

Stutazna tloha:

NapiSte program, ktory pre zadany pocet rastlin N, celé ¢islo M a retazec
reprezentujuci vyvazenu zahradu vypocita ¢islo zahrady modulo zadané celé
¢islo M.

Poznamenajme, ze hodnota M zjednodusSuje vypocet, ale inak neméa vplyv
na rieSenie ulohy.

Ohranicenia:
1 <N <1000000

7 < M < 10000000

Bodovanie:
V testovacich vstupoch, ktorych celkova hodnota je 40 bodov, /N nepresiahne
hodnotu 40.

Vstup:
V&S program musi zo Standardného vstupu nacitat nasledujtace adaje:

e Riadok 1 obsahuje jediné celé ¢islo N, pocet rastlin v zadhrade.
e Riadok 2 obsahuje jediné celé cislo M.

e Riadok 3 obsahuje refazec reprezentujuci vyvazenu zdhradu z N znakov
L (lotus) alebo P (papyrus).
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Vystup:

V&as program musi na Standardny vystup vypisat jediny riadok obsahujuici
celé ¢islo z intervalu 0 az M — 1 (vratane): ¢islo, ktorym je dana zahrada ocis-

lovana, modulo M.

Priklad:
Vstup Vystup
5 5
IZLPPL V skutocnosti ma tato zahrada cislo
12. Vystup je hodnota 12 modulo 7,
co je 5.
Vstup Vystup
12 39
10000

LPLLPLPPLPLL
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