38. ro¢nik (2022/2023)
rieSenia domaceho kola
kategéria B

Olympiada v informatike
http://oi.sk/

B-1I-1 Preteky v sankovani

Nasou tlohou je najst také poradie n sutaziacich, ze kazdé z m ocakavani, ¢o o nich mame bude naplnené, alebo
musime zistit, ze také poradie neexistuje.

Aby sa ndm nad tlohou lepsie rozmyslalo, mali by sme si zvolit vhodnt reprezentaciu. V tomto pripade sa
ponuka pouzitie orientovaného grafu. Kazdy zo sataziacich bude predstavovat jeden vrchol a kazdé ocakavanie
bude orientovand hrana. Ak ocakdvame, ze x; predbehne y;, do grafu priddme hranu vedicu z vrchola y; do
vrchola ;.

Ked sa pozrieme na takyto graf, pomerne jednoducho pomenujeme nutni podmienku existencie vhodného po-
radia — nas graf nemoze obsahovat ziaden cyklus. Cyklus v orientovanom grafe je postupnost vrholov, medzi
ktorymi vedd hrany: vy — v — -+ — v — v1. To ale znamend, ze oCakavame, ze vy predbehne vy, v3
predbehne vs, ...v, predbehne vi_1 a vy predbehne vi. To je vSak spor. Nech si zvolime Tubovolné poradie,
jeden z tychto vrcholov v iom bude posledny a teda urcite nepredbehne vrchol, ktory je v cykle pred nim.

Toto je sice dolezité pozorovanie, k rieseniu tlohy nam to vSak velmi nepomaha. Nevieme totiz ako by sme cykly
v grafe hladali a navyse, nevieme, ¢i je tato podmienka aj dostacujica — ¢o ak by pre graf, ktory neobsahuje
cyklus napriek tomu neexistovalo vhodné poradie.

Skusime teda navrhnit algoritmus, ktory nam nielenZze pomoze najst vysledni postupnost, ale zaroven bude
sluzit ako dokaz toho, ze nasa nutnd podmienka je aj dostacujica.

Podme vytvorit nejaké vhodné poradie. Ktory vrchol (sutaziaci) moze byt na poslednom mieste? Uréite to
nemoéze byt vrchol, do ktorého vedie nejakd hrana. To by totiz znamenalo, Ze ocakavame, ze tento vrchol
predbehne nejaky iny a tym padom nemoze byt posledny. Vhodni kandidéti st teda vSetky vrcholy, do ktorych
nevedie ziadna hrana.

Musti aspon takyto vrchol existovat? Musi. Totiz keby do kazdého vrcholu viedla nejaké hrana, tak sa moézeme
zacat po nasom grafe pohybovat. Zacneme, kde len chceme, a potom si opakovane vyberieme hranu, ktora
do aktudlneho vrcholu vedie, a prejdeme po nej (proti smeru sipky) do iného vrcholu. Z kazdého vrcholu sa
budeme vediet pohntit dalej, tento proces teda nikdy neskonéi. Casom sa ndm teda musi stat, Ze do niektorého
vrcholu prideme druhykrat. To ale znamend, Ze sme prave presli po nejakom cykle!

Vieme teda, ze ak graf nemd cyklus, nutne v niom existuji nejaki kandidati na posledného — vrcholy, do ktorych
nevedie ziadna hrana.

Zavisi, ktory z tychto vrcholov prehldsime za posledny v celkovom poradi? Nie. Tieto vrcholy spolu nestvisia a
navyse neexistuje ocakavanie, ktoré by sme zaradenim ITubovolného z nich nesplnili. Vyberme si preto lubovolny
z nich, ktory nazveme z a zaradime ho na posledné miesto nasho poradia. Vrchol x by sme néasledne chceli
odstranit z grafu. Ale sice do neho ziadne hrany nevedi, nejaké z neho mozu vychadzat, ked ocakdvame, ze iné
vrcholy predbehnt vrchol z. Uvedomme si vSak, ze aj tieto hrany si uz nepodstatné. Vrchol x je totiz na konci
poradia a teda ho predbehnu vsetky ostévajice vrcholy. Tieto ocakavania teda urcite budd naplnené a my si
ich v grafe nemusime dalej paméataf.

Po odstraneni vrcholu z a vSetkych z neho vedicich hrdn ndm ostane mensi graf. S nim vsSak potrebujeme riesit
rovnaki tlohu — néjst poradie vrcholov spliiajtice vietky hranové ocakévania. A ked toto poradie najdeme a na
koniec priddme z, dostaneme poradie pre pévodnu tlohu.

Opét teda budeme hladat Tubovolny vrchol, do ktorého nevchadzaja ziadne hrany. Uvedomme si, ze odstranenim
x mohli pribudniit nové vrcholy s touto vlastnostou — tie, do ktorych vtedy uz isla hrana iba z vrcholu z.

N4&s algoritmus teda opakovane vyberie vrchol, do ktorého nevchadza hrana, tento vrchol umiestni ako dalsi v
poradi a tento vrchol (a jemu prisliichajice hrany) z grafu vymaze. Algoritmus zastane iba v jednom z dvoch
pripadov. V prvom postupne vyberie a odstrani vSetky vrcholy grafu a tym padom vytvori celkové poradie,
ktoré muselo spliiat vietky ocakdvania. Takéto poradie stadi vypisat.

V druhom pripade vsak algoritmus zastane preto, ze sice s este v grafe nejaké vrcholy, ziaden z nich nema
nula vchadzajucich hran. To ale inymi slovami znamend, Ze do kazdého vrcholu zostdvajuceho grafu vchédza
aspon jedna hrana. A bez ohladu na to, ktory vrchol by sme vybrali ako dalsi v poradi, tdto jedna hrana by
bola ocakavanie, ktoré by sme uz nevedeli naplnif. V tomto pripade teda algoritmus prehlasi, ze pozadované
poradie neexistuje.

Mbzete si navyse rozmyslief, Ze tento pripad nastane naozaj iba vtedy, ak sa v grafe nachadza cyklus.
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Ostéva nase riesenie efektivne implementovat. Pri tom mo6zeme postupovat tak, Ze najprv navrhneme Iubovolny
fungujici sposob a ten potom vylepsime, ked sa zamyslime, ¢i nejaké tikony nerobime zbytocne alebo opakovane.
Jadrom ulohy je opakovane hladat taky vrchol, do ktorého nevchadza ziadna hrana. Najjednoduchsie, ¢o mézeme
spravit, je najprv si pre kazdy vrchol spocitat, kolko hran donho vchadza. Vytvorime si pole stupen[], kde na
pozicii ¢ bude pocet tychto hran pre vrchol ¢. Nésledne prejdeme postupne kazdu hranu y; — x; a zvacsime
hodnotu stupen[z;] o jedna. Potom moézeme tymto polom prejst a najst taky vrchol, ktory sme este nezaradili
do poradia a m& stupen 0. Tento vrchol vymazeme tak, ze odstranime vsetky hrany, ktoré z neho vedu a vrchol
oznacime za pouzity.

Tu sa pontka hned niekolko vylepseni, ktorych aplikdcia povedie k optimélnej ¢asovej zlozitosti. Prvym je, ze
ak chceme odstranovat vsetky hrany vedice z nejakého vrcholu v, najlepsie je mat ich zapamétané ako zoznam
susedov, aby sme nemuseli prechddzat vsetky vrcholy v celom grafe, ale iba naozaj tie, do ktorych vedu hrany
vychédzajice z v.

Zaujimavejsie je vytvaranie pola stupen[]. Pocitat ho totiz zakazdym nanovo prejdenim vsetkych hran je totiz
zdlhavé. Predstavme si, ze mame spravne vyplnené pole stupen[] (napriklad sme ho na zaciatku raz pracne
vypoditali) a odstranujeme vrchol v. Ako sa zmeni toto pole odstrdnenim vrchola v?

S vrcholom v zmizni vSetky z neho vedice hrany. A iba nepritomnost tychto hran spdsobi, Ze pole stupen[]
bude iné. Konkrétne, ak mame hranu v — w, tak vrchol w bude mat o jedna mensi stupen. Namiesto toho,
aby sme prechadzali vSetky hrany a pocitali pole stupen[] nanovo, prejdeme iba hrany, ktoré vychddzaji z v
a zmensime prislusné policka.

Posledné zlepsenie sa tyka toho, ako hladdme vrchol so stupniom 0. Trividlne rieSenie je vzdy prejst polom
stupen[], to vSak trva dlho. Namiesto toho si uvedomime, ze ked vrchol dosiahne 0 vchadzajicich hran, tento
pocet sa uz nezmeni. Spravime si mnozinu vrcholov, ktoré maji stupen 0 a vzdy budeme vyberat z tejto
mnoziny. Na zaciatku, ked vytvorime pole stupen[], prejdeme ho celé a vsetky vrcholy s hodnotou 0 vlozime
do nasej mnoziny. Cas usetrime vzdy, ked namiesto prechodu celého pola iba vyberieme prvok z mnoziny.

Ako vsak do mnoziny dostat nové vrcholy? Ako budeme vediet, ze nejaky vrchol mé uz stupen 0?7 Uvedomme si,
ze klesnit na 0 moze stupen vrcholu iba ked odstranujeme hranu a teda upravujeme stupen[]. Takze vzdy, ked
odstranime hranu v — w a stupen[w] klesne z hodnoty 1 na hodnotu 0, priddme vrchol w do nasej mnoziny.

A to je celé riesenie. Akd je vysledna casova zlozitost? Na zaciatku musime prejst vsetky hrany, zapisaf si
isla do pola stupen[], prejst tymto polom a vybrat vsetky vrcholy so stuptiom 0. Toto bude trvat O(n + m).
Nésledne najviac n krat vyberieme Tubovolny prvok z nasej mnoziny a odstranimi hrany, ktoré z neho vedu,
¢im upravime hodnoty stupen[] a pripadne vlozime nové vrcholy do nasej mnoziny. V rdmci celého algoritmu
vSak kazdd hranu odstranime najviac raz. To znamend, Ze ¢asova zloZitost odstranovania bude dokopy O(m).
Vyslednd asovd zlozitost je O(n + m), pamétova je rovnak.

Listing programu (Python)

n, m = map (int, input().split())
hrany = [[] for _ in range(n)]
stupen = [0 for _ in range(n)]
mnozina = []

vysledok = []

for _ in range (m):

X, y = map(int, input().split())
X, y=x-1,y -1

hrany[y] .append (x)

stupen[x] += 1

for 1 in range(n):
if stupen([i] ==
mnozina.append (i)

while len (mnozina) !
v = mnozina.pop (
vysledok.append (
for w in hranyl[v
stupen[w] —-=

if stupen[w] == 0:
mnozina.append (w)

if len(vysledok) != n: print(’Miska_sa _myli’)
else: print (xreversed(vysledok)
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(Vysledné poradie, ktoré sme v tejto tlohe zostrojili, zvykneme nazyvat topologickgm usporiadanim daného
orientovaného grafu. Existuju aj iné rovnako efektivne algoritmy ako ten vzorovy, napriklad sa da na riesenie
tejto tlohy upravit aj prehladdvanie do hlbky.)

B-11-2 Fazna zahradka

Na zaciatok spravme niekolko jednoduchych, ale délezitych pozorovani. Je zrejmé, ze ak ma Peto reaktor, ktory
mé hodinovt spotrebu vyssiu alebo rovnii ako je jeho maximalny vykon, takyto reaktor do zatiSia nikdy nebude
chciet zaradit, lebo by jeho pouzitim neziskal energiu. Predpokladajme teda, ze vsetky reaktory spliaju s; < v;.

V niektorych tlohéach, v ktorych sa snazime najst najlepsiu moznti hodnotu, ¢o je v nasom pripade hladanie
najlepsicho e je ovela IahSie overit ¢ ju nejaky konkrétny vysledok spliia, ako tento vysledok ndjst. Pozrime sa
preto, ¢i v nasom pripade vieme pre zvoleni hodnotu e vypocitat celkovy vystup zatisia.

Ak si zoberieme reaktor i s hodnotami v; a s; tak si mézeme uvedomit, Ze tento reaktor vieme dat do zatisia iba
v pripade, ze v; > e, inak by sme ho totiz nevedeli nastavit na pozadovany vykon. A zaroven, takyto reaktor
vyrdba energiu iba ak plati, ze e > s;. No a ak chceme maximalizovat mnozstvo vyrabanej energiu, urcite sa
oplati zobrat kazdy reaktor, ¢o nejaki vyraba. Ak teda mame zvoleni hodnotu e, mozeme prejst postupne
vSetky reaktory a do zatisia zaradit tie, pre ktoré plati v; > e > s;.

Vdaka tomuto pozorovaniu sa nam naskytd riesenie, kde vyskisame vSetky mozné e, pre ne vypocitame celkovy
vystup optimalneho zatisia a vyberieme to e, ktoré nam dalo najvyssiu hodnotu.

Ak chceme toto riesenie zrychlit, oplati sa zamysliet nad otdzkou, ¢i sa naozaj oplati skusat vSetky mozné e.
Nevieme z nich vybrat len niektoré ,zaujimavé“?

Predstavme si, ze sme si zobrali nejakii hodnotu e a vybrali do zatisia vsetky reaktory, ktoré sa pre ttto
hodnotu oplatia. Pozrime sa na vykony vSetkych vybratych reaktorov. Najmensi z nich oznaéime vy,;,. Vieme,
7€ Umin > e. Predpokladajme, 7Ze plati nerovnost v, > e. Co sa teraz stane, ak zviéime hodnotu e na
hodnotu v,,? Stéle budeme moct pouzit tie isté reaktory (vSetky, ktoré sme mali vybraté, maji dostatocény
vykon) a navySe ndm to zvysi celkovy energeticky vystup.

To ale znamena, ze sa nikdy neoplati vybrat také e, ktoré nie je rovné niektorému vykonu reaktora. Mame teda
len n zmysluplnych moznosti na vyber hodnoty e a to st prave vsetky hodnoty v;.

Z tychto pozorovani dostavame nasledovné riesenie. Za hodnotu e dosadime postupne vsetky hodnoty v;. Pre
kazdé takto zvolené e vypocitame najvacsi mozny celkovy vystup. To spravime tak, Zze o kazdom reaktore
zistime, kolko by v takomto zatisi produkoval energie. A ako vysledok si zvolime to e, ktoré nim dalo najvyssiu
hodnotu vyprodukovanej energie.

Pre kazdi z n hodnoét c¢isla e prejdeme vSetkych n reaktorov, dostaneme teda riesenie s casovou zlozitostou

O(n?).

Pre zlepsenie tohto riesenia sa blizsie pozrime na krok, v ktorom zistujeme celkovy vystup pre hodnotu e.
Pomohlo by nam, keby sme pri overovani jednej hodnoty e mohli vyuzit aspon ¢ast vypoctu z predchadzajiceho
kroku, ¢o odstrani zbyto¢né opakovanie.

Zoradme si vSetky reaktory podla ich maximéalneho vykonu od najvécsieho po najmensi a overujme hodnoty e v
tomto poradi. Ked bude e najvicsie mozné, pouzit mozeme iba prvy reaktor, ktory zaradime do zatisia. Ked sa
posunieme na druhy najvacsi vykon, do zatisia ndm moze pribudnit prave reaktor s tymto vykonom. A vsetky
predchadzajtce reaktory stale mozu byt v zatisi, kedze ich maximalny vykon je vac¢si a vieme ich teda nastavit
aj na tuto hodnotu. Vyuzivame teda, ze vzdy ked priddvame dalsi reaktor, vsetky ktoré sme spracovali predtym
su takisto vhodné.

A celkovy vystup budeme pocitat tak, ze si v premennej pocet budeme pamétat kolko reaktorov je v zatisi a
v premennej spotreba akd je ich celkova spotreba. Ked pridame novy reaktor i, jednoducho zviac¢sime pocet o
1 a hodnotu spotreba o s;. Celkovy vykon potom bude v; - pocet — spotreba (aktudlna hodnota e je rovna v;).

Toto riesenie vsak este nie je korektné, lebo reaktory nikdy neodstranuje. Nam sa vSak v nejakom momente
stane, ze s; reaktora, ktory mame v zatisi, bude vicsie ako aktualne e a tym padom tento reaktor prestane
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produkovat energiu. Aj tu vSak pozname poradie, v akom to bude nastavat. Prvy totiz vypadne reaktor, ktory
maé najvacsiu hodnotu s; a tak to péjde postupne od najvécsich spotrieb po najmensie.

MozZeme si teda vSetky spotreby usporiadat od najvicsich po najmensie a vzdy ked zmenime hodnotu e (a
priddme novy reaktor), tak skontrolujeme, ¢i spotreba nejakych reaktorov nepresiahla e. A kedZe plati v; > s;,
tieto reaktory su zapocéitané v nasom zatisi a staci ich teda odstranitf. Na to zmensime o 1 hodnotu pocet a o
prislusni spotrebu hodnotu spotreba.

N4&s$ algoritmus teda usporiada dve polia — v jednom si dvojice (vykon, spotreba), v druhom iba spotreba — a
potom postupne vysktsa n réznych hodnét e, pre kazdu vypocita celkovy vystup zatiSia. Pri tomto vypocte
vzdy prida jeden reaktor a niekolko odoberie. Dokopy vsak kazdy reaktor prida prave raz a najviac raz kazdy
reaktor odoberie. Casova zlozitost tohto kroku je preto O(n). Pocas behu algoritmu si zapamitame, pre ktoré e
bol celkovy vystup najviacsi. Na konci iba prejdeme reaktory a vyberieme tie, ktoré sa pre ttito hodnotu oplati
pouzit, ¢im dostaneme pozadovany vystup.

NajpracnejSou ¢astou nasho rieSenia je usporiadanie dvoch poli, celkova ¢asova zlozitost je O(nlogn) a pamétova

O(n).

Listing programu (Python)

n = int (input())
reaktory = []
vykony = []
spotreby = []

for _ in range(n):
s, v = map(int, input().split())
reaktory.append( (v, s)
if v > s:
vykony.append ((v, s))
spotreby.append (s

vykony.sort (reverse=True)
spotreby.sort (reverse=True)

pocet = 0

spotreba = 0

pozicia = 0
najlepsi_vystup = -1
najlepsie_e = -1

for 1 in range (len(vykony)) :
e = vykony[i] [0]
pocet += 1
spotreba += vykony[i][1]

while pozicia != len(vykony) and spotreby[pozicia] >= e:
pocet —-= 1
spotreba -= spotreby[pozicial

pozicia += 1

if najlepsi_vystup < e » pocet - spotreba:
najlepsi_vystup = e * pocet - spotreba
najlepsie_e = e
zobrat = []
for i, (v, s) in enumerate (reaktory):

if v >= najlepsie_e and najlepsie_e > s:
zobrat.append (i + 1)

print (najlepsie_e)
print (xzobrat)

B-11-3 Cokolada

V tejto tlohe sme hrali hru, podobne ako v druhej tilohe domaceho kola a mali sme zistit, ako hra skonéi, ak
obaja hrac¢i hraju optimdine.

Zacnime tym, Ze sa pozrieme na vSetky mozné priebehy hry (nie nutne najlepsie hrané) pre cokolddu (3,5,1,4).
Tie si vieme zakreslit do postupne sa rozvetvujiceho stromu, kde kazda sipka predstavuje jeden mozny tah.
Kubikove tahy st oznacené plnymi sipkami, Hodoboxove prerusovanymi. Mozete si sami overit, Zze na obrazku
st nakreslené naozaj vsetky moznosti, ako vedia chlapci hrat.
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Ako vie vSak Kubik (a symetricky aj Hodobox) vyuZit tento obrdzok pri vyberani svojich tahov? Modzu sa
pozerat, aké moznosti bude mat ich stper, zistif ktorti z nich si vyberie a tym padom zistit aj to, k akému
celkovému vysledku to povedie.

Ukéazme si to na priklade z obrazku. Ako Kubik zisti, ktory prvy tah je najlepsi? Mohol by zobrat prvy stvorcek
s 3 orieskami, ¢im by Hodoboxovi posunul ¢okolddu (5,1,4). Hodobox mé teraz na vyber z troch moznosti.
Je vsak v jeho zaujme zjest Stvorcek s 1 orieSkom? Zjavne nie, lebo v takom pripade by sa sipkou posunul do
stavu, v ktorom Kubik zje 12 orieskov a on iba 1. Iny z tahov ho urcite dostane do stavu, kde zje viac orieskov.
A kedZe Hodobox hra optimdine, tento tah nespravi. A toto si vie uvedomit aj Kubik.

Ktory tah teda spravi? Ak zje stvorcek s 5 orieskami, na vyber bude mat opdf Kubik a kedze aj on hra
optimélne, urcite si vyberie t01 moznost, kde on zje 7 a Hodobox 6 orieskov. A ak zje stvorcek so 4 orieskami,
Kubik si urc¢ite vyberie moznost, pri ktorej zje 8 a Hodobox 5 orieskov. Je teda jasné, ze Hodobox si bude chciet
vzdy zvolit moznost, v ktorej zje prvy stvorcek s 5 orieskami.

Kubik si teda pohladom na obrazok vie uvedomit, ze ak v prvom tahu zje Stvorcek s 3 orieskami, hra skonci
tak, Ze on zje dokopy 7 a Hodobox 6 orieskov. Rovnakym sposobom vsak vie zvazit vsetky jeho tahy a zisti:

o Ak zjem Stvoréek s 3 orieskami, hra skonéi tak, Zze ja zjem 7 orieskov a Hodobox 6 orieskov. (Priklad
vyssie.)

o Ak zjem Stvorcek s 5 orieskami, hra skondi tak, Ze ja zjem 6 orieskov a Hodobox 7 orieskov. (Hodobox
mu urcite nechd stvorcek s 1 orieskom.)

e Ak zjem Stvorcek s 1 orieskom, hra skondéi tak, ze ja zjem 4 oriesky a Hodobox 9 orieskov.

o Ak zjem Stvorcéek so 4 orieskami, hra skonéi tak, Ze ja zjem 8 orieskov a Hodobox 5 orieskov. (Ak by
Hodobox v druhom tahu zjedol iny Stvorcek ako ten s 5 orieskami, vedel by Kubik zjest az 9 orieskov,
preto to Hodobox uré¢ite neurobi.)

No a rozhodnutie je jasné. Najlepsie dopadne hra, v ktorej na zaciatku zje Stvorcek so 4 orieskami.

Prvé rieSenie: prehladavanie celého stromu

Ak vie takéto uvahy robit Kubik, nemal by byt problém implementovat riesenie, ktoré takyto strom vytvori
a vypocita, ktory tah sa oplati najviac. Predstavme si, Zze mdme funkciu najviac_orieskov(cokolada), kde
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cokolada je nejakd vhodnd reprezentacia pasikov cokolady. Bez ohladu na to, kto je na tahu, obaja chlapci sa
snazia ziskat ¢o najviac orieskov, a prave to bude pocitat nasa funkcia.

Ak cheeme zistit, kolko najviac orieskov vieme zjest zo zadanej ¢okolady, musime vyskuisat spravit kazdy mozny
tah, pre ne zistit kolko orieskov vdaka nim vieme zjest a vybrat ten fah, ktory mal toto ¢islo najvicsie. Ako
vsak zistime, kolko orieskov zjeme, ked spravime nejaky tah?

Uréite zjeme orieSky, ktoré st v Stvorcekoch popisanych tymto tahom (kedZe cokolada sa mdze skladat z
viacerych kuskov, naraz mozeme zjest aj viac Stvoréekov). Ich zjedenim sa ndm navySe ¢okoldda rozpadne na
dalsie kusy, ktoré si nazveme nova_cokolada.

Thato novi ¢okolddu mé dostat druhy hrac. A jeho cielom bude takisto spravit taky tah, ktory maximalizuje
pocet zjedenych orieskov. Toto ndm vsSak hovori funkcia najviac_orieskov(), vysledok funkcie
najviac_orieskov(nova_cokolada) je teda prave najvacsi mozny pocet orieskov, ktory sa z nej da zjest.
Nuz a my predsa zjeme vSetky oriesky, ktoré nezjedol druhy hrac. Ak si teda oriesky oznacime pocet orieskov
v cokolada, tak pri zvolenom fahu zjeme oriesky - najviac_orieskov(nova_cokolada) orieskov.

Toto vieme zapisat nasledovnym pseudokdédom:

Listing programu (Python)

def najviac_orieskov(cokolada) :
# ak nam uz ziadna cokolada neostala, odpoved je 0
if cokolada je zjedena:
return 0

najlepsie = 0

oriesky = pocet orieskov v cokolada

# postupne vyskusame spravit kazdy mozny tah

for tah in mozne_tahy (cokolada) :
# useky cokolady po vykonani zvoleneho tahu
nova_cokolada = cokolada po vykonani tahu tah

najlepsie = max(najlepsie, oriesky - najviac_orieskov (nova_cokolada))
# vratime vysledok pre najlepsi tah
return najlepsie
Vsimnime si, ze v kazdom tahu ubudne aspon jeden Stvorcek cokolddy, preto algoritmus zarucene dobehne do
konca. Bude mu to vSak trvat pomerne dlho. Uz len roznych rozdeleni ¢okolady na kusky je zhruba 2™. A do
tych istych rozkiskovani moze viest viacero ciest, o ndm velkost nasho stromu este zvacsi. Potrebujeme preto
prist na nejaké zlepsenie.

Zlepsenie: nepocditajme veci dvakrat

Uvedomme si, ze bez ohladu na to, akym spdsobom sa dostaneme k nejakému rozkuiskovaniu ¢okolady, vypocet
od toho momentu je zakazdym rovnaky. Preto mdZeme pouzit memoizaciu (rovnako ako v domécom kole,
dlohe 4). Vysledky, ktoré vypocitame si budeme pamitat tak, aby sme pre rozkiskovanie cokolada vedeli
rychlo povedat, kolko najviac orieskov z tohto rozkiskovania vieme ziskaf.

Vzdy, ked zavolame funkciu najviac_orieskov(), najprv zistime, ¢i sme uz takéto rozkuskovanie cokolada
nepocitali predtym. Ak ano, iba vratime zapamétani hodnotu, ak nie, vypocet pokracuje tak ako predtym.
Akurét na jeho konci si vysledok zapamétame.

Stéle mézeme mat 2™ rdznych rozkiskovani (kazdy Stvorcek bud je alebo nie je v rozkiskovani), teraz vSak
nepocitame ziadne veci zbytocéne dvakrat. A ak sa ndm podari zmensit pocet moznych rozkiskovani, ako to
spravime v poslednej casti, efektivita tohto pristupu bude este vicsia.

Vzorové rieSenie: kisky cokolady su separatne hry

Predstavme si naslednovni zmenu nasej hry. Vzdy, ked hra¢ dostane dva kusky c¢okolady, odlozi jeden z nich
stranou a pokracuje iba s druhym kiskom. Az ked sa ten uplne cely zje, zoberie odlozeny kusok a hru pokracuje
s nim.

Mbzeme vidiet, ze nova hra je ekvivalentna hre zo zadania. Tie isté fahy, ktoré mohli chlapci urobit v starej hre,
mozu robit aj v zmenenej a naopak. Akurat ich nespravia naraz, ale postupne, podla toho, s ktorym kiiskom
¢okolady prave hraju. Kusky ¢okolady su totiz od seba nezavislé, to o sa udeje s jednym nijak neovplyvni
druhy.
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Této zmena vsak vyrazne zredukuje pocet moznych stavov. Namiesto ,vSetky nezjedené kusky”, ktorych je 2™,
nadm stadéi ,,jeden kisok”, ktorych je iba n? — kazdy kisok je uréeny zaciatkom a koncom.

Mozeme sa teda inSpirovat nasim pseudokédom, pouzif rekurziu s memoizaciou, akurat sa budeme na kazdy
kusok cokolddy pytat separatne.

Kazdy pasik cokolddy spracujeme nanajvys raz. Jeho dizka, ktors je najviac n, urcuje pocet moznych tahov,
ktoré musime vyskisat, preto je éasova zlozitost O(n?). Pamitova zlozitost je kvadratickych O(n?), kedZe si
musime pamétat vysledok pre kazdy mozny kusok cokolady.

Listing programu (Python)
memo = {}

# Pasik [z, k) z cokolady
def najviac_orieskov(z, k, cokolada):
if (z, k) in memo:
return memo[ (z, k)]
# ak nam ziadna cokolada neostala, odpoved je 0
if z == k:
return 0

najlepsie = 0
oriesky = sum(cokoladalz:k])
# hrac na tahu zje i-ty stvorcek cokolady
for 1 in range(z, k):
# cokolada sa rozdeli na dva kusky [z, i) a [i, k)
najlepsie = max(najlepsie,
oriesky - najviac_orieskov(z, i, cokolada) - najviac_orieskov(i + 1, k, cokolada))

# zapamatame si vysledok pre najlepsi tah
memo[ (z,k)] = najlepsie
return najlepsie

n = int (input ())

cokolada = list (map(int, input ().split()))

print (najviac_orieskov (0, n, cokolada))

Este raz si teda zhrnme, ¢o vlastne predchadzajice riesenie robi. Pre kazdy mozny suvisly kusok cokolady
si polozime otazku: ,Kolko najviac orieskov viem zjest, ak zac¢inam hru a drzim v ruke prave tento ktusok
¢okolady?«

Kazdua taktto otdzku zodpovieme rekurzivne, a to tak, ze vyskiisame vsetky moznosti, ako spravit prvy tah.
Ked sme si nejakua vybrali, tak presne vieme povedat, ¢o sa stane: V prvom rade vieme, kolko orieskov sme prave
zjedli. No a ak po nasom tahu ostali eSte nejaké kiisky ¢okolady (pre ktoré je teraz na tahu nds optimélne hrajici
super), tak samostatne pre kaZdy z nich rekurzivnym volanim nasej funkcie zistime, kolko najviac orieskov vie
stuper zjest, a z toho si vypocitame, kolko ich z daného kiisku zjeme my — to sl vSetky na nom, minus tie, ktoré
zje super.

Dokopy sme si postupne polozili O(n?) réznych otdzok. Pocas zodpovedania kazdej z nich sme postupne
vyskiali O(n) moznosti, ako v danej situdcii spravit prvy tah.

B-11-4 Katakomby

Vsimnime si, ze ked sme v Tubovolnom maxime nasej funkcie, tak smerom doprava vyzera tplne rovnako ako
smerom dolava: v oboch smeroch ideme ¢ krokov dole, potom ¢ hore, a tak dalej. To isté plati aj pre minima.
Graf nasej funkcie je teda v kazdom z tychto miest nutne stimerny podla zvislej osi.

Podiloha A: optimalna stratégia

Ukéazeme si teraz stratégiu, ktora sa spyta najviac tri otazky a potom bude vediet odpovedat.

Najskor sa spytame sa na hodnoty f(1) a f(3). Ak katakomby spravili medzi stiradnicou 1 a 3 krok hore aj dole
(v lubovolnom poradf), dostaneme dve rovnaké hodnoty. Ak spravili dva kroky tym istym smerom, dostaneme
dve hodnoty, ktoré sa lisia o 2r.

Ak teda vidime dve rézne hodnoty, vieme, ze tam si dva kroky rovnakym smerom a teda na suradnici 2 je
katakomba, ktora je hibkou na pol ceste medzi tymi, na ktoré sme sa opytali. Odpovieme teda, Ze na siradnici
Z, = 2 mé funkcia hodnotu y, = (f(1) + f(3))/2.
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Co ak f(1) = f(3)? V takomto pripade vieme, 7e na stradnici 2 je lokdlny extrém (minimum alebo maximum —
nevieme ktoré z toho, ale je ndm to jedno). Ako sme si zdovodnili vyssie, okolo kazdého extrému je celd funkcia
symetrickd. Vieme teda, Ze napr. musi platit aj f(0) = f(4). PoloZime Samanovi otdzku s © = 0 a potom
odpovieme, Ze na stiradnici , = 4 mé funkcia hodnotu y, = f(0).

Ttto stratégiu vieme jednoducho zapisat aj v pseudokdde.

a ask (f (1))
b ask (f(3))
if a != b:
answer (2, (a+b)/2)
else:
c = ask(f(0))
answer (4, c)

Rozcvicka pred zvySkom rieSenia

Dokéazeme si, ze jedna otazka nestaci.

Majme Tubovolné riesenie, ktoré sa opytalo na hodnotu f(x) a potom si skusilo tipnit nejaki int hodnotu f(z).
Moze byt takéto riesenie zarucene spravne?

Zjavne nie. Existuju totiz aspon dve moznosti ako katakomby vyzeraji. VSimnime si dve konkrétne.

Jedna moznost je, Ze ked ideme od x ku z, tak funkcia f stéle rastie o 1, a teda f(z) = + |z — |.

Druhd moznost je, ze ked ideme od x ku z, tak funkcia f stéle klesd o 1, a teda f(z) =z — |z — z.

KedZe tip musi byt iny od otézky, ich vzdialenost (teda absolitna hodnota rozdielu z a z) je kladnd, a teda sme
prave popisali dva rézne systémy katakomb, ktoré sa obe zhoduji na f(z) ale liSia na f(z). Ziaden algoritmus
si teda po jednej otdzke na hodnotu f(z) nemdze byt isty inou hodnotou f(z).

Podilohy B a C: dokaz, Ze sa to lepSie neda

V tejto casti si rovno ukazeme rieSenie tazsej podilohy C: dokéZeme si teda, ze ziadnemu algoritmu nemozu
vzdy stacit len dve otazky, a to ani vtedy, ak navyse zadarmo dostane informéciu, ze r = 1.

Dokaz bude myslienkovo vyzerat podobne ako vyssie uvedend rozcvicka. Ukazeme, ze nech by sa algoritmus
riesiaci nasu ulohu prvé dve otdzky opytal akokolvek, eSte stdle budeme pre kazda ind stradnicu vediet najst
aspon dva systémy katakomb, ktoré sa zrovna na tej stradnici budu lisit. Z toho potom vyplynie, ze v danej
situacii pri ziadnom tipe nemézeme mat istotu, ze odpovieme spravne.

Nasa konstrukcia bude vyzerat nasledovne:

o Ked sa algoritmus prvykrat opyta na nejaka poziciu x, odpovieme mu, ze f(z) = 100.
o Ked sa algoritmus druhykrat opyta na nejakd poziciu y, odpovieme mu, ze f(y) =98 +y — x.

Cislo 100 sme si zvolili len tak, hocijaké iné by tiez fungovalo. Cislo 98 — y — = sme si zvolili celkom tmyselne,
hoci existuji aj nejaké iné, ktoré by fungovali. O chvilu si dokdzeme, Ze pre tieto hodnoty f(z) a f(y) sa nedd
jednoznacne uréit ziadna ind hodnota funkcie f(z) pre lubovolné celé ¢éislo z (a to ani ak vieme, ze r = 1).

FalyD =99 + y - x

7RG = 99
e £_20e+1) = 101

strana 8 z 10 uloha B-II-4



38. ro¢nik (2022/2023)
rieSenia domaceho kola
kategéria B

Olympiada v informatike
http://oi.sk/

Preco sa ned4 sa so znalostou f(z) = 100, f(y) = 98—y—x uhddnut ziadna konkrétna hodnota f(z)? Na obrdzku
vidime vysek z dvoch katakomb fi, fa, pre ktoré plati, ze f1(z) = fa(z) = 100 a fi(y) = fo(y) = 98 +y — =.
Ked si niekto zvoli stradnicu z, kde by chcel tipovat, my dodefinujeme katakomby z obrazka tak, aby az po z
robili to isté, ako na obrazku — tym dosiahneme, ze sa v z budu lisit.
Prvéa katakomba (zndzornena plnou ¢iarou) bude definovand hodnotami p = 99,¢ = |z —y| + |z — 2| + 5,7 =
1,s = x + 1, ¢iZe nadobtida minimum na pozicii x + 1, toto minimum m4 hodnotu fi(x + 1) = 99, a potom na
obe strany stiipa az do vzdialenosti ¢ = |« — y| + | — z| + 5. Této vzdialenost bola zvolend tak, aby sa body y
aj z nachddzali v intervale (s — ¢, s + q) aj s rezervou.
Druhti katakombu (znézornent prerusovanou ¢iarou) si zvolime podobne. Maximum bude nadobtdat v bode
s+q =1y —1 a jeho hodnota bude fa(y —1) = 99+ y — x. Podobne budeme chciet, aby bod x aj z sa nachddzal
v intervale (s, s + 2q), takze celé parametre s p=99+y—x —q,q=|ly—z|+|y—z|+5,r=1,s=y—1—q.
Sami si mozete skusit overit, ze v bodoch = a y nadobudaju obe funkcie naozaj spravne hodnoty. Tiez si vieme
lahko spocitat, ze
fi(2) =p+ s — 2| =99+ (2 + 1) — 4

Podobne

fo(z)=p+q—I(s+q) —2[=9+y -z —|(y—1) - 2|

Ostdva ndm ukdzat, ze f1(z) # f2(z). Inak povedané, Ze fo(z) — f1(2) # 0. Rozoberme si tri pripady, podla
toho, kde sa moZe nachddzat z vzhladom na z a y (o ktorych predpokladdme, Ze z < y).

) fo(2) = fi(z) =99 +y—xz—|ly—1—2]—(99+ |z + 1 — z|)
fo(2) — () =99ty —a— (y—1—2) 99— (¢ +1—2)
fa(2) = f1(z) = 2(z — x)
fa(2) = f1(2) > 0
e Xx<z<Yy
fol2) = i) =99 +y—az—|ly—1—2—(99+ |z +1—z])
fo(2) = fi(z) =99 +y—ax—(y—1—2)—99+ (z+1—2)
fa(2) = f1(2) =2
.y <z

fo(2) = f1(2) =9 +y -z —|y—1—2[—(9+ |z +1-2z])
fo(z) = fi2) =994y—2+(y—1—2)—99+ (z+1—-2)
fa(2) = f1(z) = 2(y — 2)
fa(2) = f1(2) <0

Vo v8etkych pripadoch fi1(z) # fa(z), a to sme cheeli dokdzat.

Patrilo by sa este spomenut, ze je v poriadku pouzivat, z v parametroch f; a fo. My chceme ukazat, ze ziadna
konkrétna stratégia nefunguje, a takato stratégia si po vypocuti samana zvoli konkrétne z, a konkrétne w — tip
na hodnotu f(z). Nam v podstate staci ndjst jednu katakombu, pre ktord plati f(z) # w. My sme nasli dve z
ktorych aspon pre jednu to plati, ¢ize tiez dobre. Je tiez v poriadku pouzit ,y pri uréovani odpovede na f(y),
ale nebolo by v poriadku, ak by sme povedali, ze f(z) = y+ z, lebo ani y ani z eSte v ¢ase odpovedania na prvii
otazku nepozname.

Iné riesenia a bonus: Existuje aj mnoho inych dékazov, resp. spésobov ako mdze Saman odpovedat, ktoré

by fungovali. Napriklad na volbe f(z) az tak nezalezi, ¢ize aj f(x) =0, f(y) = y —  — 2 by fungovalo rovnako.
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Iny spdsob je odpovedat, f(y) = f(z), ak ak = — y je pdrne, alebo f(y) = f(z) + 1 ak je neparne. MoZete sa
zamysliet ako najst vhodné dve katakomby pre tento priklad.

Co by sa ale stalo, ak by sme okrem podmienky r = 1 pridali aj dalsiu podmienku, ze p > 0? Této podmienka by
spravila podilohu C o dost tazsou, vela dokazov zrazu prestane fungovat. Celkom zaujimavé je, ze ak zarucene
p > 0 a dostanem odpoved, ze f(0) = 100, f(1000) = 100, dokdZzem jednoznaé¢ne urcit, napr. ze f(2023!) = 100,
Cize ak by Saman pre parne 2 —y odpovedal f(y) = f(x), stadili by ndm dve otdzky. MoZete sa zamysliet, preco
je f(2023!) jednoznaéne urcené. (2023! je 2023 faktoridl, sucin ¢isel 1 az 2023).

Stéle vSak plati, Ze sa tloha nedd vyrieSit na menej ako tri otdzky. Dokonca stdle funguje volba f(z) = 100,
fly) =984+ y —x. Aj ked v nasom dokaze sme vyuzivali, ze p > 0 pri konstrukcii druhej katakomby (ak by
archeolog zvolil dostatoéne velké z, vyslo by ndm p ziporné), da sa zvolit aj ind katakomba, ktord by mala
kladné p. Skiste ju nédjst. Prva katakomba je v poriadku, pre nu p = 99 > 0. Cely dokaz pre p > 0 a r =1 si
mozete spravit ako cvicenie.
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