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B-11-1 Sachovi krali

Ak by mal Sachistan len dva riadky, bolo by rozmiestiiovanie kralov Iahké. Stacilo by ist zlava doprava a vzdy,
ked stretneme stipec7 kam moézeme dat kréla, don jedného umiestnime. Je jedno, do ktorého riadku ho ddme,
lebo tak ¢i tak ndm zablokuje cely nasledujuci stipec.

Toto uz nie je pravda, ak mame tri riadky. Kral v hornom riadku zablokuje len horné dve policka v nasledujicom
stipei. A tiez zablokuje v svojom stipei len stredné policko, takze teoreticky je mozné dat dalsieho krala uz do
toho istého stipca, alebo do nasledujtceho.

K optimalnemu rieseniu sa este stale da dopracovat pazravgmi ivahami, je to ale vyrazne komplikovanejsie. Nie
vzdy sa napriklad oplati davat krala ¢o najviac dolava. Uvazujme napriklad takiuto situaciu:

X0X. ..
00X. ..
X0X. ..

Ak dédme krala hned do prvého stipca, uz nemézeme dat ziadnych kralov do druhého. Lepsie je nechat prvy
stipec prazdny a dat dvoch kralov do druhého stipca.

Rozboru pripadov sa vSak vieme sikovne vyhnit tak, ze pomocou techniky dynamického programovania postupne
prezrieme vSetky moznosti a vyberieme si najlepsiu z nich.

Za¢nime najlavejsim stipcom. Existuje nanajvys 5 sposobov, ako dofi umiestnit kralov: neddme tam Ziadneho,
dédme tam prave jedného do niektorého riadku, alebo tam ddme dvoch: do prvého a tretieho riadku. Pre kazdy
z tychto piatich sposobov nas zaujima, kolko najviac kralov vieme umiestnit do zvysku krajiny. Ak by sme
vedeli zodpovedat tychto pat otazok, vedeli by sme si z tychto piatich moznosti vybrat najlepsiu a tak vyriesit
nasu ulohu.

Pozrime sa teda na konkrétnu otdzku tohto typu. Pre nejaky stipec krajiny mdme povedané, ako sme doii
umiestnili kralov, a pytame sa, kolko najviac dalsich kralov vieme umiestnit napravo od tohto stipca.

Ako takuto otdzku zodpovieme? Zopakujeme rovnakd uvahu. Ak uz vieme, kde st krali v stipci S, pozrieme sa
na stipec s + 1. Niektoré jeho policka su zakazané — bud priamo vstupom, alebo kralom v stipci s. Vyskusame
postupne vsetky moznosti, ako rozmiestnit kralov na tie policka v stipci s + 1, ktoré ostali nezakézané. Ktord
z tychto moznosti je najlepsia? Na to potrebujeme zakazdym vediet, ako najlepsie vieme kralmi vyplnit zvysné
stipce. Opit sa teda budeme pytat otézky toho istého typu, len tentokrat mé oblast, na ktord sa pytame, o
stfpec menej.

Dokopy existuje len nanajvys 5n otdzok tohto typu — kazdd otdzka je jednoznacne uréend poctom stipcov, ktoré
eSte ostdvaji nespracované, a rozmiestnenim kralov v poslednom spracovanom stipei.

No a hlavna pointa celej tejto techniky je uvedomit si, ze tieto otdzky vieme postupne vsSetky zodpovedat ak
to budeme Tobit v sprdvnom poradi. Na zadiatku vieme zodpovedat otdzky o poslednom stipei Sachovnice —
napravo od neho ni¢ nie je, takze mame vzdy len tych kralov, ktorych dame don. Ked uz vieme odpovede
na tieto otazky, vieme zodpovedat otdzky o predposlednom stipci. A tak dalej. Postupne prejdeme vstupom
sprava dolava, az sa Uplne na koniec dostaneme k tym piatim otazkam, ktoré nés zaujimali na zaciatku. Ich
zodpovedanim vyriesime nasu tlohu.

Méme linedrny pocet otdzok. Kazda z nich vieme (pomocou uz zistenych odpovedi na otdzky o nasledujicom
stipci) zodpovedat v konstantnom c¢ase. Vyssie popisané rieSenie méa preto ¢asovi zlozitost linedrnu od n.

Listing programu (Python)

N = int ( input() )
MAPA = [ input () for _ in range(3) ]
TYPY = [ [], (0], [1], [2], [0,2] ] # do ktorych riadkov dat kralov v konkretnom stlpci?

def pasuju(n, t, tleft):
pasuju do stlpca n krali typu t, ak je vo stlpci vlavo
rozmiestnenie kralov typu tleft?

3= 3=

#

# vsimnite si, ze ak zavolame tuto funkciu ako pasuju(n, t, 0),
# tak iba otestuje, ci do stlpca n pasuju krali typu t
#
i

nesmieme pouzit zakazane policka v tomto stlpci
f any( MAPA[r][n] == 'X’ for r in TYPY[t] ): return False
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# nasi krali nesmu susedit s tymi vedla
if any( abs(rl-r2) <= 1 for rl in TYPY[t] for r2 in TYPY[tleft] ): return False

return True

# odpovede[n] [t] = maximalny pocet kralov, ktorych vieme umiestnit
# do stlpcov n .. N-1, ak je v stlpci n rozmiestnenie kralov typu t
odpovede = [ [ -987654321 for t in range(5) ] for n in range (N)

# pre posledny stlpec len prezrieme platne umiestnenia kralov
for t in range(5):
if pasuju(N-1, t, 0):
odpovede [N-1] [t] = len( TYPY[t] )

# a teraz ideme dolava a postupne zodpovedame coraz zlozitejsie otazky
for n in reversed(range (N-1)):
for t in range(5):
if pasuju(n, t, 0):
for tright in range(5):
if pasuju(n+l, tright, t):
odpovede [n] [t] = max( odpovede[n][t], len(TYPY[t]) + odpovede[n+1l] [tright] )

print ( max( odpovede[0] ) )

B-11-2 Noéna mora

Ako zistit, ¢i je bod napravo od usecky?

Najprv sa pozrieme, ako zistit, ¢i je jedna konkrétna Jozkova pozicia napravo od jedného konkrétneho lasera.
Ak toto uz viete, kludne preskocte mozete preskocit na dalSiu ¢ast vzorového riesenia.

Jeden priamodiary spdsob je predstavit si kazdy laser ako linedrnu funkciu f(y) = ay+b. f(y) ndm hovori, aki
z-ovl suradnicu mé bod lasera, ktory ma y-ovi stradnicu rovnt y. Ak sa Jozko nachddza na pozicii (z;,y;)
sta¢i ndm porovnat z; a f(y;).

o x; > f(y:) Jozko je napravo od lasera (lebo jeho xz-ova pozicia je vidsia ako x-ovd pozicia lasera vo vyske
o x; < f(y;) Jozko je nalavo od lasera.
o x; = f(y;) laser prechddza cez Jozka, ale so zadanie vieme, Ze na vstupe nebudi takéto pozicie.

Ostéva nam, este pre kazdy laser spocitat parametre a,b jeho zodpovedajicej linearnej funkcie. To vieme
spoéitat zo sustavy dvoch rovnic pre koncové body. Majme laser vedici z bodu (x1,0) do (z2, k). (Jeden koniec
je na spodnom konci miestnosti a jeden na hornom).
Plati, ze

z1=f(0)=0a+b=10

b= T

Dalej plati, Ze
29 = f(h)=ah+b

ah =129 —b=x9 — 21
a=(xa—x1)/h
Bod (z,y) je vpravo od usecky (x1,0) — (z2,h) pokial

x>y (xoa—x1)/h+ 21
he > (xo—x1) -y+x1-h

Druhy riadok vznikne prendsobenim prvého premenou h. Takato podmienka sa lepsie overuje, lebo sa nemusime
trapit nepresnostami vznikajticimi v programoch pri operécii delenia.
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Existuje aj lepsi sposob, ako zistovat, ¢i je nieCo napravo alebo nalavo od niecoho iného. V predoslom priklade
sme mali stastie, ze laser ide z vysky 0 az do vysky h, ale ak by sme mali zistit, ¢i je dany bod napravo od
vSeobecnej tsecky (z1,y1) — (22,¥2), bol by vzorec o dost komplikovanejsi a nefungoval by pre situdcie ked
Y1 = Y.

V geometrii existuje velmi uzitoény nastroj, ktory dokaze tento problém vyriesit jednoducho a pre akékolvek
usecky. Tento nastroj sa vola vektorovy sucin.

Nebudeme zachadzat do detailov, lebo tento nastroj je podrobnejsie rozpisany napriklad v nasej kucharke
https://ksp.sk/kucharka/skalarny_a_vektorovy_sucin/, povieme len, ze vektorovy sucin v 2D je operécia
na dvoch vektoroch vy = (z1,y1) & va = (z2,y2), ktord vréti jedno ¢islo

V1 X U2 = T1Y2 — Y221

Zaroven vieme (opat odporicame preéitat kuchdrku, alebo za skusit zamysliet s papierom a ceruzkou), ze v X va
je kladny prave vtedy, ked vy je napravo od ve. Toto je jeden z najuzitoc¢nejsich zakladnych stavebnych kamenov
geometrie a odportucame si toto vstepit do mysle a rovnako zapamatat aj vzorec x1ys — y2x1, alebo vediet tento
vzorec odvodit.

Ak uZ pozndme vektorovy stuéin, tak overit, ¢i sa Jozko (na pozicii (z,y)) nachddza napravo od lasera (z1,0) —
(22, h), je trividlne, je to vtedy, ak vektorovy siucin vektoru z (x1,0) do (x,y) a vektoru z (x1,0) do (x2,h) je
kladny.

(x —2z1)h — (22 —21)y >0

Vsimnime si, Ze ndm koniec koncov vyjde ekvivalentny vzorec. Avsak, ak uz dobre pozname vektorovy sucin,
tak vieme tento vzorec odvodit rychlejsie, s menej chybami a bez strachu z delenia nulou.

y -

Ako vyriesit tlohu v kvadratickom case?

Porovname kazda Jozkovu poziciu s kazdym laserom a spocitame, pre kolko laserov nam vyslo, ze Jozko sa
nachadza napravo od lasera.
Casové zlozitost je O(nk) a pamétovd O(n)

Listing programu (Python)

def precitaj_riadok_cisel() —-> list:
return [int (x) for x in input () .split ()]
def vektorovy_sucin(xl: int, yl: int, x2: int, y2: int) -> int:

return x1 x y2 - x2 * yl

# Je (x,y) vpravo od usecky (x1,yl - x2,y2)?
def vpravo(x: int, y: int, x1: int, yl: int, x2: int, y2: int) -> bool:
return vektorovy_sucin(x - x1, yv - yl, x2 - x1, y2 - yl) > 0

h, w, n, k = precitaj_riadok_cisel()
X1 = precitaj_riadok_cisel(
X2 = precitaj_riadok_cisel()
pocty = []
for 1 in range (k) :
x, y = precitaj_riadok_cisel()
pocet = 0
for j in range(n):
if vpravo(x, y, X1[jl, 0, X2[3j], h):
pocet += 1
pocty.append (pocet)

print ("_".join(str(p) for p in pocty))

Vzorové rieSenie

Aby sme zrychlili algoritmus, pouzijeme techniku bindrneho vyhladdvania. Nebudeme kazdu Jozkovu poziciu
porovnavat s kazdym laserom, ale vyuzijeme, ze lasery st usporiadané zlava doprava.
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Ak méame 100000 laserov, mdzeme porovnat, ¢i sa Jozko nachddza napravo od lasera ¢islo 50000. Ak ano,
uz vieme, ze je napravo od vsetkych laserov 1 az 50000. Ak nie, tak je nalavo od vsetkych laserov 50000 az
100 000. Kazdopadne sme si usetrili polovicu porovnani.

Tento postup moézeme iterovat, az kym ndm neostane jeden laser, v kazdom kroku ,,zahodime“ Tavii alebo pravia
polovicu zostévajicich laserov. Dokopy spravime len [log, n] porovnani, ak n je 100000, je to 17 porovnani —
obrovské usetrenie ¢asu.

Pri implementéacii bindrneho vyhladavania si treba davat pozor na +1 chyby, najlepsi sposob je udrzovat si
polouzavrety interval — zostévajice lasery budi vratane zac ale bez kon. (Napr. podet laserov je kon - zac,
bez +1 kdekolvek.)

Casova zlozitost je O(n + klogn) pretoZe pre kazdi Jozkovu poziciu musime spravit iba O(logn) porovnani a
pamétova O(n).

Listing programu (Python)

def precitaj_riadok_cisel() -> list:
return [int(x) for x in input () .split ()]
def vektorovy_sucin(xl: int, yl: int, x2: int, y2: int) -> int:

return x1 x y2 - x2 * yl

# Je (x,y) vpravo od usecky (x1,yl - x2,y2)?
def vpravo(x: int, y: int, x1: int, yl: int, x2: int, y2: int) -> bool:
return vektorovy_sucin(x - x1, y - yl, x2 - x1, y2 - yl) > 0

h, w, n, k = precitaj_riadok_cisel()
# pridame na zaciatok nulty laser, ktory je urcite nalavo od jozka

X1l = [-1] + precitaj_riadok_cisel()
X2 = [-1] + precitaj_riadok_cisel()
pocty = []

for i in range (k) :
X, y = precitaj_riadok_cisel()
zac, kon = 0, len(X1)
while kon - zac > 1:
mid = (zac+kon)//2
if vpravo(x, y, X1l[mid], 0, X2[mid], h):
zac = mid
else:
kon = mid
pocty.append(zac)

print ("_".join(str(p) for p in pocty))

B-11-3 Hady a rebriky

Ak nevieme kde zacat, je vyhodné si tlohu najprv nejakym spoésobom zjednodu$it. Povedzme, Ze by nas
zaujimala iba ano-nie odpoved na otazku, ¢i sa zo Startovného policka da dostat do ciela. Ak nevieme na
otazku jednoducho odpovedat, mozeme zistit, kam sa vieme dostat napr. prvym hodom zo startovného policka.
Néjst dosiahnutelné policka je pre konkrétne policko uz celkom priamociare. Postupne skiisame vsetky mozné
vysledky hodu kockou a podla vysledku hodu vZzdy odsimulujeme jeden posun (teda posun o pocet krokov, ktoré
padli na kocke a potom este mozny nasledny pohyb po rebriku alebo hadovi). Podstatné vsak je, ze policka
dosiahnutelné na jeden krok z konkrétneho policka vieme najst v konstantnom case.

Teraz uz vieme celkom jednoducho zistit, na ktoré policka sa vieme dostat na najviac 2 hody. Pozrieme sa na
vsetky policka, ktoré boli dosiahnutelné jednym hodom a z nich aplikujeme postup, ktory sme uz pouzili pri
oznacovani policok dosiahnutelnych prvym hodom. Niektoré policka uz ako dosiahnutelné oznacené boli, urcite
vSak mame teraz oznacené vsetky dosiahnutelné na jeden a dva hody. Tento postup mézeme opakovat k krat,
¢im oznacéime vsetky policka, ktoré si dosiahnutelné do k hodov kockou. Nastava uz iba otazka, dokedy tento
proces opakovat aby sme si boli isty, ze ak je cielové policko dosiahnutelné, tak ho aj raz oznacime. Nemame
totiz zarucené, ze sa do ciela da dostat. Dolezité pozorovanie je, Ze nemusime ¢akat donekonecna. Staci, ak
sa pri nejakom takomto kole simulovania hodov nendjde ziadne novo oznacené policko. Potom uz vieme, ze sa
nendjde nikdy. Aku zlozitost bude mat toto riesenie? Kolko mdze byt takychto kol? Tvrdime, Ze nanajvys
n — 1, nakolko pri kazdom takomto kole sa pridd aspon jedno novo oznacené policko (az na posledné kolo) a
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pridat sa ich mo6ze nanajvys n — 1. Implementovat jednu takito fazu vieme celkom priamociaro v casovej a
pamétovej zlozitosti O(n) napriklad tak, Ze si v poli velkosti n pamétdme na indexe i, & je i-te policko uz
oznacené. Vyslednd ¢asova zloZitost je tak O(n?) a pamitova O(n).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

int main ()
{
int n;
cin >> n;
vector<int> plan(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; ++1i)
{
cin >> plan[il];
}
vector<bool> kde_viem byt (n, false);
kde_viem_byt[0] = true; // prve policko je oznacene

for (int krokov = 0;; ++krokov)

if (kde_viem_ _byt([n - 1])

{ // ak je oznacene policko n-1, koncime, vieme na kolko hodov je
// dosiahnutelne
std::cout << krokov << "\n";
return 0;

// skopirujeme obsah pola staro oznacenych policok
vector<bool> nove_kde_viem_byt = kde_viem_byt;

for (int 1 = 0; 1 < n; ++1i)
if (kde_viem_byt[il)
{
for (int kocka = 1; kocka < 7; ++kocka)
if (i + kocka < n)
{
// ciel ratame ako:
// aktualne_policko + co padlo na kocke + mozny presun
// hadom/rebrikom
int ciel = i + kocka + plan[i + kockal;
nove_kde_viem_byt[ciel] = true;

}

// ak sme neoznacili ziadne nove policka, koncime
if (kde_viem_byt == nove_kde_viem_byt)
{

std::cout << "-1\n";

return 0;

}

kde_viem_byt = nove_kde_viem byt;
}

return 0;

}

Ide tento postup nejak vylepsit? Uvedomme si, ze v kazdej faze sa pokisame nové policka dosiahnut z kazdého
mozného doteraz dosiahnutelného policka. To je ale zbyto¢na praca navyse. V kazdej jednej fazi totiz napriklad
opakujeme vypocet, v ktorom sa pozrieme na Startovné policko a zistime, kam vSade sa d4 z neho dostaf.
To je zjavne nepotrebné. Pozorovanie je, ze v k-tej faze objavime nové policko len cez policka, ktoré boli
novo objavené v predchidzajicej (k — 1)-vej faze. Preco to tak je? Vsetky policka dosiahnutelné z novo
objaveného policka si vzdy pridané v nasledujicej faze. Aktualizované riesenie znovu pozostava z postupného
objavovania dosiahnutelnych policok. Tento krat ale kandidatov na novo objavené policka budeme hladat iba
z novo objavenych policok z posledného kola. Pocet kdl tento krat moze byt zas radovo n. Doélezité vsak je,
ze v predchddzajicom rieseni sme v kazdej faze robili az O(n) prace. Teraz vsak v kazdom kole prejdeme iba
policka novo objavené v predchddzajicom kole, ktorych méze byt dokopy za vSetky kola najviac n. Dokopy
teda za vSetkych najviac n kol mozeme urobit iba O(n) prace a tak bude vyslednd ¢asové aj pamitova zloZitost
linedrna.

Listing programu (Python)
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N = int (input())
plan = [ int(_) for _ in input().split() ]

spracovane = set ()

kde_viem_byt = set ([0])
for krokov in range(1,N):
kde_budem_po_tahu = set ()

for kde_som in kde_viem byt:
for kocka in [1,2,3,4,5,6]:
ciel = kde_som + kocka
if ciel > N-1: continue
ciel += plan[ciel]
if ciel in spracovane: continue
kde_budem_po_tahu.add(ciel)

spracovane |= kde_viem_byt
kde_viem_byt = kde_budem_po_tahu

if N-1 in kde_viem_byt:
print (krokov)

break

if len(kde_viem byt) == 0:
print (-1)
break

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

int main()
{
int n;
cin >> n;
vector<int> plan(n);
for (int 1 = 0; 1 < n; ++1i)
{
cin >> plan[i];
}
vector<bool> kde_viem byt (n, false);
// naposledy_objavil sluzi na ulozenie
// policok objavenych v poslednej "faze"
vector<int> naposledy_objavil;

// prve policko je dosiahnutelne
kde_viem_byt[0] = true;
naposledy_objavil.push_back (0);

for (int krokov = 0;; ++krokov)
{
if (kde_viem_byt[n - 11])
{
std::cout << krokov << "\n";
return 0;

}

vector<int> teraz_objavene;
for (int x : naposledy_objavil)
{
for (int kocka = 1; kocka < 7; ++kocka)
if (x + kocka < n)
{
int ciel = x + kocka + plan[x + kockal;
kde_viem_byt[ciel] = true;
teraz_objavene.push_back (ciel);
}
}

if (teraz_objavene.empty())
{
std::cout << "-1\n";
return 0;

}

naposledy_objavil = teraz_objavene;

}

return 0;

}
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B-11-4 Skolsky vylet Il

V rieseni budeme pouzivat terminolégiu z tedrie grafov. V zadani sme dostali graf, ktorého vrcholmi st jednotlivé
slovenské okresné mesta a hranami priame cesty medzi nimi. V tomto grafe hladame najlacnejsiu kruznicu,
ktord navstivi kazdy vrchol préve raz. Takdto kruznicu voldme Hamiltonovskd kruznica. (Formdlne, kruZnica
je cyklickd postupnost vrcholov, v ktorej st kazdé dva po sebe idtce vrcholy prepojené hranou.)

Ak staci navstivit prave raz kazdy vrchol grafu a uz sa netreba z posledného vrcholu vratit spat na start, hovorime
o Hamiltonovskej ceste. (Hamiltonovské cesty mozu zac¢inat aj koncit hocikde v grafe, nemaji predpisany
zaciato¢ny ani koncovy vrchol.)

Podiloha A: vylet po strome

Sada n — 1 hran, ktoré vybrala Majka, dokopy tvori strom — presnejsie, jednu moznu kostru nasho grafu. Po
hranédch tohto stromu chceme prejst tak, aby sme navstivili vSetky jeho vrcholy a pri tom prave dvakrat (raz
tam, raz spét) presli po kazdej hrane.

Priamodiarym spdsobom, ako toto dosiahnut, je prehladdvanie do hibky. Detailny popis tohto algoritmu néjdete
tu: https://www.ksp.sk/kucharka/dfs/.

Priklad okruznej cesty po strome pomocou prehladdvania do hibky.

def dfs(graf, vystup, vrchol, rodic = None):
for sused in graf[vrchol]:
if sused != rodic:
print (' cestujeme_z’, vrchol, ’"do’, sused)
vystup.append (sused)

dfs (graf, vystup, sused, vrchol)

print (' cestujeme_z’, sused, ’'do’, vrchol)
vystup.append (vrchol)

graf = [ [] for n in range(N) ]
for x, y in hrany:
graf [x].append (y)
grafly].append(x)

vystup = [0]
dfs (graf, vystup, O0)

Podiloha B: vylepsi vylet po strome

Hlavna myslienka riesenia tejto podulohy je nasledovna: Predstavme si, Ze sme postupne navstivili vrcholy
Z1,T2,...,%k. Za tento usek cesty sme zaplatili dokopy C[z1, 23] + - - - + Clag—1, 2] petiazi. Ako by sa zmenila
cena, ak by sme isli z x1 priamo do x?

Pripometime si, ze naSe ceny spliiaji trojuholnikovi nerovnost. Ak teda z cesty vynechdme nejaky vrchol, jej
cena zostane rovnaké alebo sa zmensi. Ttato tivahu moézeme opakovat, az kym nedostaneme cestu tvoreni len
prvym a poslednym vrcholom. (Formélne, matematickou indukciou od k sa dé dokézat, ze Clxy,xa] + -+ +
Clzr—1,z] > Clxy,zi].)

Vyzbrojeni tymto pozorovanim vieme teraz podilohu B vyrieSit nasledovne: spustime rieSenie podilohy A, len
navyse vzdy, ked by chcelo navstivit vrchol, kde uz sme predtym boli, tento vrchol jednoducho preskoc¢ime.
Malo by byt zjavné, Ze takto dostaneme plan cesty, ktory kazdy vrchol navstivi prave raz. A vysSie sme si
zdovodnili, Ze tym, Ze nejaké vrcholy preskocime, sa celkova dizka cesty nemoze prediiit’. Splnili sme teda obe
poziadavky.
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Priklad prerobenia okruznej cesty po strome na platny vylet.
(Vylet tvoria modré a ¢ervené hrany. Modré st pdvodné tseky, ¢ervené st ,skratky“.)

Samotnd implementécia je velmi jednoduchd. Staci robit presne to isté, ¢o v podilohe A, len tentokrat vypisat
kazdy vrchol len raz — vtedy, ked don prvykrat prideme.

Podiloha C

Nech £ je celkova cena najlacnejSej kostry.

Algoritmus z podilohy A néjde plan okruznej cesty s cenou presne 2k. Algoritmus z podilohy B z neho nésledne
vyrobi platny plan vyletu, pricom vieme, ze cena urcite nestiipne. Vylet, na ktory pojde Kleofasova trieda, teda
bude stat nanajvys 2k.

Tvrdenie 1 (o vztahu medzi Hamiltonovskou kruznicou a Hamiltonovskou cestou): Najlacnejsia
Hamiltonovska cesta je lacnejsia ako najlacnejsia Hamiltonovskd kruznica.

Dokaz: Zoberme konkrétnu najlacnejsiu Hamiltonovskt kruznicu. Vynechajme lubovolni jej hranu. Dostaneme
nejaki Hamiltonovski cestu. KedZe ceny hran si kladné, nasa Hamiltonovska cesta je lacnejSia od najlacnejsej
Hamiltonovskej kruznice. No a najlacnejsia Hamiltonovska cesta je nanajvys taka drahd ako ta nasa.

Tvrdenie 2 (o vztahu medzi kostrou a Hamiltonovskou cestou): Najlacnejsia kostra je nanajvys takd
drahé ako najlacnejsia Hamiltonovska cesta.

Dokaz: Kazda Hamiltonovska cesta je aj kostrou. Su teda len dve moznosti: bud je najlacnejsia Hamiltonovska
cesta zaroven aj najlacnejSou kostrou, alebo existuje ind kostra, ktora je od nej este lacnejsia.

7 vyssie dokazanych tvrdeni vieme teraz vyvodit nasledovny zaver:

Nech h je cena najlacnejsej Hamiltonovskej kruznice, ¢ize cena najlacnejsieho mozného okruzného vyletu.

Z tvrdeni 1 a 2 dokopy dostavame, ze nutne plati £ < h. No a kedze Kleofdasov vylet stoji nanajvys 2k, tak stoji
menej ako 2h, ¢ize menej ako dvojndsobok optimalnej ceny. Kleofas teda hovoril pravdu.
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