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A-111-4  Stolny tenis

Ulohu budeme modelovat pomocou teérie grafov.

Skutocne odohrané zapasy si mozeme predstavit ako orientovany graf Z, ktorého hrany hovoria, kto nad kym
vyhral. Chvéalenie sa potom zodpoveda cestim v tomto grafe: x sa moze chvalit, Ze je lepsi ako y, ak existuje
cesta po hrandch (iduc len v spravnom smere) z vrcholu  do vrcholu y.

Vyssie popisany graf nepozndme. Na vstupe mame zadany iny graf G. Toho orientované hrana r — y nam
hovori, ze sme poculi x chvalit sa, ze je lepsi ako y — teda Ze v neznamom grafe Z musi existovat nejaké cesta z
x do y.

Nasou tulohou je zistif, kolko najmenej hran mdze mat graf Z zodpovedajuci vstupu.

Terminologicka odbocka

Ak pozndme graf Z, vieme si k nemu zostrojit graf T(Z) popisujici, odkial kam v Z vedie cesta. Grafu T(Z)
hovorime tranzitivny uzdver grafu Z. Priamociary spdsob, ako tranzitivny uzaver zostrojit, spoc¢iva v tom, ze
do Z postupne pridavame nové hrany: vzdy, ked mame hrany x — y a y — z, musime mat aj hranu z — z. Ked
sa uz ziadna nova hrana neda tymto pravidlom pridat, sme hotovi.

(Efektivnejsi algoritmus na zostrojenie tranzitivneho uzaveru sa da zalozit napr. na postupnom prehladdvani
poévodného grafu z kazdého vrcholu. Inou moznostou je Floydov algoritmus, ktory je jednoduchsou verziou
Floydovho-Warshallovho algoritmu pre vypocet najkratsich ciest.)

Nasa tloha sa teda da sformulovat nasledovne: Dany je orientovany graf G. Pripustny graf Z je taky, ktorého
tranzitivny uzaver obsahuje vsetky hrany G. Spomedzi vsetkych pripustnych Z chceme najst ten s najmensim
poctom hran.

Zakladna myslienka

Aj keby bolo m ovela vicsie ako n, zjavne vzdy existuje pripustny graf Z s n hranami: Ak 1 vyhral nad 2, 2
nad 3, ..., n— 1 vyhral nad n a n vyhral nad 1, mo6ze sa chvilit kazdy o kazdom inom. Takyto graf Z je teda
iplne vzdy pripustnym riesenim. Nasim cielom bude zistit, kedy nam staci eSte mensi pocet zapasov.

Slabo suvislé komponenty

Rozdelme si vstupny graf G na casti, ktoré ,drzia pokope“ — ako keby sme zabudli na smery hran a iba nasli
komponenty suvislosti. Takymto Castiam orientovaného grafu niekedy hovorime slabo stuvislé komponenty.
Tvrdime teraz, ze kazdy slabo suvisly komponent G grafu G sa musi cely nachadzat v tom istom slabo stvislom
komponente grafu Z.

Sporom. Ak by to tak nebolo, predstavme si, Ze sa postupne prechddzame po celom Gq a pozerame sa, v ktorom
slabo stuvislom komponente Z sme. Kedze nie vSetky vrcholy G st v tom istom komponente Z, skor ¢i neskor
opustime ten, v ktorom sme zac¢inali. V tomto okamihu sme nasli dvojicu vrcholov x, y, ktoré si v Gy spojené
hranou x — vy, zatial ¢o v Z st v réznych slabo stuvislych komponentoch. Tu ale dostavame hladany spor — ak
st v roznych komponentoch Z, tak urcite medzi nimi v Z nevedie cesta, a teda sa x nevie chvalit, ze je lepsi
ako y.

RieSenie pre jeden slabo suvisly komponent

Predpokladajme zatial pre jednoduchost, Ze cely vstupny graf G ,,drzi pokope“. Vtedy vieme, ze musime vyrobit
nejaky Z, ktory tiez cely ,drzi pokope*.

Ak mame n vrcholov, musime mat aspon n — 1 hran. Totiz pridanie hrany zmensi po¢et komponentov nanajvys
o 1, takze ak sa chceme dostat od n izolovanych vrcholov ku grafu s jedinym komponentom, potrebujeme mat
aspon n — 1 hran.

St teda len dve moznosti: bud je jednym optimédlnym Z vyssie spominany cyklus iduci cez vsetky vrcholy, alebo
méa optimalny Z presne n — 1 hran.

Ak G obsahuje akykolvek cyklus, nastédva prvy pripad. Totiz potrebujeme, aby aj Z obsahoval nejaky cyklus a
taky graf musi mat aspon n hran.
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Naopak, ak je G acyklicky, vzdy nam staci len n—1 hran v Z. Totiz pre acyklicky graf vieme najst tzv. topologické
usporiadanie jeho vrcholov — teda také ich poradie, Ze kazda hrana vedie zo skorSieho do neskorsieho. (Dékaz
a konstrukciu popiSeme nizsie.) A ked uz mdme topologické usporiadanie vrcholov ay, ..., a,, tak staci zobrat
graf Z s hranami a; — ag, ag — az, ..., Gp_1 —> Q.

VSeobecné riesenie

Optiméalnym riesenim pre vSeobecné grafy je jednoducho kazdy ich slabo suvisly komponent vyriesit zvlast.
Totiz lahko overime, Ze ak by sme chceli viaceré komponenty G nahradif jednym v Z, nikdy tym neusetrime.
(Ak spdjané komponenty vsetky obsahovali cykly, ani ni¢ nestratime, ak boli niektoré acyklické, tak nové riesenie
bude horsie.)

To nam teda dava navod, ako zistit optimélny pocet hran: rozdelime zadany graf G na slabo stuvislé komponenty,
do premennej a spocitame, kolko z nich je acyklickych, a nasledne odpovieme, ze optimalny graf Z mé presne
n — a hran.

Overovanie acyklickosti grafu

Overit, & je graf acyklicky, vieme efektivne napriklad pouzitim prehladévania do hibky.

Poma&ha napriklad metafora, ked si predstavime, ze vrcholy grafu si rozne softvérové balicky a hrany predstavuju
zévislosti medzi nimi: * — y hovori, Ze ak chces nainstalovat y, potrebujes mat najskér nainstalovany x.
Topologické usporiadanie grafu potom zodpovedd jednému moznému poradiu, v ktorom sa da vsetok softvér
korektne nainstalovat.

Ako overit, ¢i nejaké takéto poradie existuje, a pripadne rovno aj jedno néjst? Staci zobrat jednoduchu rekurzivnu
funkciu nainstaluj(y), ktord chce nainstalovat softvér y. Tato funkcia bude fungovat nasledovne:

1. Pozri sa, ¢i uz ndhodou y nie je oznaceny ako cakajuci na instalovanie. Ak ano, nasli sme cyklus v
zavislostiach — skon¢ime a podame spravu, ze topologické usporiadanie neexistuje.

2. Oznac y ako cakajuci na instalovanie.
3. Pre kazdé x také, Ze mame zavislost (hranu) x — y: rekurzivne zavolaj nainstaiuj (x).
4. Ak sa uspesne podarilo nainstalovat vSetky zavislosti, nainstaluj y.

Ked uz mame tuto funkciu naprogramovant, staci raz prejst zoznam softvéru a vzdy, ked narazime na nejaky
nenainstalovany, zavolat ju pren. Ak je graf zdvislosti acyklicky, tymto postupom postupne vsetok softvér nain-
stalujeme a poradie, v ktorom sa tak stalo, je jednym z moznych topologickych usporiadani. Ak je v zavislostiach
cyklus, algoritmus nan pocas behu natrafi a podd o tom spréavu.

Pri dobrej implementécii ma toto rieSenie ¢asovu zlozitost priamo tmernu velkosti spracivaného grafu, teda
O(n+ m).

Listing programu uvedeny nizsie ukazuje trochu iné mozné algoritmické techniky: slabo sivislé komponenty
hlada prehladdvanim do sirky a nasledne orientované cykly v nich hlada tak, ze vyraba topologické usporiadanie,
kym to ide (postupom ,kym mas vrchol do ktorého nevchddza hrana, pridaj ho na koniec topologického poradia
a odstran ho z grafu®) a paméta si, z ktorého komponentu kolko vrcholov uz spracoval.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main() {
int N, M, c=-1;
cin >> N >> M;

vector<int> indegree (N)

, component (N,-1), compsize(N,0), processed(N,O0);
vector< vector<int> > G(N)

, UG(N);

// nacitaj vstup a vyrob grafy
while (M--) {
int x, y; cin >> x >> y; —--x; —--y;
G[x] .push_back(y); UGI[x].push_back(y); UG[y].push_back (x); ++indegreely];
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}

// prehladavanim do sirky ofarbi slabo suvisle komponenty a zisti ich velkosti
for (int n=0; n<N; ++n) if (component[n] == -1) {
queue<int> Q; Q.push(n); component[n] = ++c;
while (!Q.empty()) {
int x=Q.front(); Q.pop(); ++compsize[c];
for (int y:UG[x]) if (component[y]==-1) { component[yl=c; Q.push(y); }

}

// vyrob z topologickeho usporiadania kolko sa da

queue<int> Q; for (int n=0; n<N; ++n) if (indegree[n]==0) Q.push(n);
while (!Q.empty()) {

int x=Q.front(); Q.pop(); ++processed[component [x]];

for (int y:G[x]) { --indegree[y]; if (indegree([y]==0) Q.push(y); }

}

// odpoved je N minus pocet komponentov ktore cele maju topologicke usporiadanie
int answer = N;

for (int i=0; i<=c; ++i) if (compsize[i] == processed[i]) --answer;

cout << answer << endl;

A-111-5 Elektrarne

Ukéazeme si najskor Specifické riesenia pre jednotlivé podilohy a potom riesenie druhej podilohy zovSeobecnime.

Prva podiloha: na ceste

Pre cestu vieme tlohu riesit dynamickym programovanim. Postupne p6jdeme po ceste zlava doprava a pre kazdy
vrchol ¢ si budeme pocitat dve hodnoty:

o Ak& je najmensia cena, za ktoru vieme vo vrcholoch 1 aZ i postavit elektrarne a medzi nimi vedenia tak,
aby bolo vsetko elektrifikované.

e Aké4 je najmensia cena pre také postavenie elektrarni a vedeni, pre ktoré je elektrifikované vsetko az na
komponent obsahujtci i, ktory byt elektrifikovany eSte nemusi.

Ak méame len jeden vrchol, prva hodnota je cena elektrarne v nom a druhd je nula. Nésledne pre kazdy dalsi
vrchol vypocitame nové hodnoty na zaklade nasledujiicej ivahy:

e Pre prvii hodnotu méame tri moznosti:
— bud vyriesim prvych ¢ — 1 a potom vo vrchole ¢ spravim elektraren,
— alebo vyriesim prvych ¢ — 1 a vrchol ¢ pripojim k vrcholu ¢ — 1,
— alebo vyriesim prvych ¢ — 1 s tym, Ze posledny komponent eSte nema elektrinu,
a k tomu pridam aj elektraren v i aj vedenie medzi i a i — 1.
e Pre druhti hodnotu mam dve moznosti:
— bud vyriesim prvych i — 1 a pre vrchol ¢ nespravim ni¢ (vznikne novy komponent),
— alebo vyriesim prvych i — 1 s tym, Ze posledny komponent nema elektrinu, a potom pripojim ¢ ku ¢ — 1

Takto celi tlohu vyriesime v linedrnom case.

Druha podiloha: drahé elektrarne

Uz vo vseobecnej verzii tilohy platia nasledujiice pozorovania:

Prvé: Predstavme si, ze sme sa uz rozhodli, ktoré vedenia nakipit. Potom v kazdom z komponentov chceme
postavit prave jednu elektraren, a to v tom jeho vrchole, v ktorom je to najlacnejsie.

Druhé: Predstavme si, ze sme sa uz rozhodli, ako budu vrcholy zadaného grafu rozdelené do komponentov.
Potom v kazdom komponente chceme nakupit vedenia tak, aby sme ju poprepajali a v stcte nas to stdlo ¢o
najmenej — ¢ize v kazdom komponente chceme nakipit hrany predstavujice ITubovolni jednu jeho najlacnejsiu
kostru.

V tejto podilohe si potom navyse mozeme uvedomit, Ze v kazdom komponente grafu zadaného na vstupe staci
néjst jeho najlacnejsiu kostru a nasledne postavit jednu najlacnejsiu elektraren.
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Ak by sme totiz mali Tubovolné rieSenie, ktoré bude mat viac komponentov postaveného vedenia, budu v nom
urdite existovat dva komponenty vedeni, ktoré sa daji prepojit pridanim dalSieho vedenia. A ked tak spravime,
mozeme usetrif za jednu elektraren, ¢o dokopy riesenie urcite zlepsi — kedze kazdé vedenie je lacnejsie ako kazda
elektraren.

VSeobecné riesenie

Predstavme si, ze namiesto stavania elektrarni vo vrcholoch existuje novy vrchol ¢islo n + 1, v ktorom uz je
postavend jedna centralna elektraren. Pre kazdy existujici vrchol mozeme postavit vedenie, ktoré ho prepoji s
vrcholom n + 1, a cena tohto vedenia zodpoveda cene, za ktorti sme poévodne vedeli postavit elektraren.

Na jednej strane vidime, Ze optimalne riesenie pre tiito novi situaciu bude mat rovnaki cenu ako optimalne
rieSenie pévodnej ilohy. No a na druhej strane vidime, zZe v novej tilohe len potrebujeme vsetkych n+ 1 vrcholov
¢o najlacnejsie prepojit vedeniami. Takze uz len staci najst najlacnejSiu kostru nového grafu. Ten méa n + 1
vrcholov a m + n hrdn, efektivnym algoritmom to preti vieme spravit v éase O((m + n)logn).

Algoritmy pre najlacnejSiu kostru

Dva najznéamejsie algoritmy pre najlacnejsiu kostru su Kruskalov a Jarnikov-Primov. Oba sa daju implementovat
s vyssie uvedenou casovou zlozitostou.

Oba algoritmy st zaloZené na nasledujtcej myslienke: Ak vrcholy stuvislého grafu rozdelime na dve kopky a
v§imneme si celkovo najlacnejsiu hranu e, ktora mé kazdy koniec na inej kopke, tak existuje najlacnejsia kostra
obsahujica tito hranu. Ddékaz tohto tvrdenia vyplyva z toho, ze ak zoberieme TubovoInu kostru, ktord nasu
hranu neobsahuje, a priddme do nej nasu hranu, vznikne v nej cyklus. Na tomto cykle musi byt este aspon
jedna ina hrana, ktord ma kazdy koniec na inej kopke. Ak tuto teraz z kostry vyhodime, tak sme dostali novia
kostru, ktord obsahuje e a je aspori rovnako dobré (kedZe vyhodend hrana nemohla byt lacnejsia ako e).

Kruskalov algoritmus funguje tak, ze vsetky hrany grafu usporiadame od najlacnejsej po najdrahsiu. Teraz
zaCneme v stave, Ze ni¢ s ni¢im nie je prepojené, a postupne sa pozrieme na kazdu hranu. Ak by jej pridanie
spojilo dva komponenty, spravime to (z vyssie uvedeného tvrdenia vieme, Ze mozeme), a naopak, ak uz oba konce
prave spractivanej hrany lezia v tom istom komponente, tak jej pridanie ni¢ nezmeni a mdézeme ju zahodit.

Na dobru c¢asovu zlozitost potrebujeme efektivne udrziavat, ktory vrchol je v ktorom komponente. To vieme
robit bud tak, ze vzdy ked spdjame komponenty, tak ,prefarbime“ mensi na farbu vacsieho, alebo pouzitim
algoritmu Union-Find.

Jarnikov-Primov algoritmus funguje tak, ze na zac¢iatku jeden vrchol prehldsime za kostru a ostatné za nepripo-
jené. Pre kazdy nepripojeny vrchol si pamétdme najlacnejsiu hranu z neho do kostry. Teraz dokola opakujeme
nasledovni tivahu: zoberieme najlacnej$iu hranu medzi kostrou a zvyskom grafu (¢ize najlacnejsiu zo zapamé-
tanych hran), priddme ju do kostry a ndsledne prepocitame ceny zapamétanych hran pre nepripojené vrcholy
(kedZe hrany z nich do vrcholu préve pridaného do kostry mézu byt lacnejsie ako tie zapamétané).

Na dobrua casovu zlozitost potrebujeme vediet efektivne najst najblizsi vrchol, ktory pripojit ku kostre. Na to
vieme pouzif prioritnt frontu. Vysledna implementacia je velmi podobna efektivnej implementécii Dijkstrovho
algoritmu.

V prvom listingu uvedenom nizsie je implementovany druhy z tychto algoritmov.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

typedef pair<int,int> zaznam;

int main() {
priority_queue< zaznam, vector<zaznam>, greater<zaznam> > Q;

int N, M;
cin >> N >> M;
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vector<int> cena_pripojenia (N);
for (int n=0; n<N; ++n) {
cin >> cena_pripojenialn];
Q.push( { cena_pripojenialn], n } );

}

vector< vector<int> > sused(N), cena_vedenia (N);
for (int m=0; m<M; ++m) {
int x, v, c;
cin >> x >> y >> ¢;
—=X; ~UY;
sused[x] .push_back (y)
sused[y] .push_back (x)

; cena_vedenial[x] .push_back(c);
; cena_vedenialy] .push_back(c);

}

long long odpoved = 0;
vector<bool> pripojene (N, false);

while (!Q.empty()) {
int osada = Q.top().second;
if (pripojenefosadal]) { Q.pop(); continue; }
pripojenelosada] = true;
odpoved += Q.top() .first;
Q.pop();
for (unsigned i=0; i<sused[osada].size(); ++1i) {
int s = sused[osadal][i], ¢ = cena_vedenialosadall[i];
if (cena_pripojenials] > c) {
cena_pripojenials] = c;

Q.push( {c,s} );

}

cout << odpoved << endl;

}

A este strucny listing programu s Kruskalovym algoritmom a algoritmom union-find:

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

vector<int> boss;
int get (int x) { if (x==boss[x]) return x; return boss[x]=get (boss[x]); }

int main() {
int N, M; cin >> N >> M;
boss.resize (N+1); iota(boss.begin(),boss.end(),0);
vector< tuple<int, int,int> > E;

for (int n=1; n<=N; ++n) { int e; cin >> e; E.push_back({e,0,n}); }
while (M--) { int x, y, c; cin >> x >> y >> c; E.push_back({c,x,y}); }
sort ( E.begin(), E.end() );
long long answer = 0;
for (auto e:E) {

int c,x,y; tie(c,x,y) = e; x=get(x); y=get(y);

if (x !=y) { answer += c; if (rand()&l) swap(x,y); boss[x]=y; }

}

cout << answer << endl;

A-111-6  Stanky

V prvej sade funguje uplne Iubovolné pouzitie hrubej sily. Na druhi sadu stacilo napriklad pre kazdi minttu
vstupu prejst zoznam otvaracich hodin (ten je kratky) a tak zistit, kolko stdnkov stretneme otvorenych.

Skor, nez sa pustime do lepsich algoritmov, si vstup upravme: kedze vieme, ze ku stanku ¢ sa dostaneme az po
1 — 1 minutach od vstupu, mézeme si vSetky jeho intervaly posuntt v ¢ase o 7 — 1 minit spat. Tym dostaneme
novu ulohu, v ktorej akoby sme pri vSetkych stankoch naraz. V tejto novej tlohe uz teda jednoducho hladame
tl minitu, pocas ktorej je naraz otvorenych najviac stdnkov. (Presnejsie, pre kazdy stdnok este musime zobrat
prienik jeho posunutého intervalu s intervalom od 1 po ¢, kedZe len v tieto minity smieme vojst na trhy.)
Tato upravenu ulohu vieme riesit napriklad zametanim. Vyrobime si 2m udalosti: vsetky zaciatky a konce
intervalov, teda okamihy, kedy nejaky stdnok otvori alebo zavrie. Tento zoznam si usporiadame podla ¢asu. Ak
sa v tom istom okamihu stanky zatvaraja aj otvaraji, zatvorenia ddme skor — totiz my vieme prist len pocas
celej minity, takze ak jeden stanok zavrie a druhy v tom istom okamihu otvori, nevieme ich vidiet otvorené
oba.
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Nasledne udalosti v takto usporiadanom poradi prejdeme a tym efektivne odsimulujeme otvaranie a zatvaranie

stankov v ¢ase O(mlogm).

Listing programu (C++)

#include <algorithm>
#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

int main() {
int n, t, m;
cin >> n >> t >> m;

vector<pair<int, int>> p;

for (int 1 = 0; 1 < m; i++) {
int s, z, k;
cin >> s >> z >> k;

// Posunieme &asy
int t1l =z - s + 1;
int t2 =k - s + 1;

// OreZeme interval na platny rozsah
tl = max(tl, 1);
t2 = min(t2, t);
// Ak nam nieéo ostalo, vytvorime prislusné udalosti
if (£l <= t2) |
p.push_back ({tl, +11})
p.push_back ({t2+1, -1})

7
7

}

// NaSe udalosti st (&as, -1) pre zatvaranie a (&as, +1) pre otvaranie stéanku.
// std::pair sa porovnavajui lexikograficky, takZe sort nadm udalosti s rovnakym &asom

// usporiada tak, ako chceme: najskdr konce a aZ potom zadiatky.

sort (p.begin(), p.end());

int vysledok
int otvorene

7

0
0;

for (auto& udalost : p) {
otvorene += udalost.second;
vysledok = max(vysledok, otvorene);

}

cout << vysledok << endl;

}

Ina, trikovejsia a struc¢nejsia implementacia:

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main() {
int N, T, M; cin >> N >> T >> M;
map<int,int> E; E[0] = O;
while (M--) { int s, z, k; cin >> s >> z >> k; ++E[z-s]; —-E[k-s+1];
int answer = 0, in = 0;
for (auto e : E) { in += e.second; if (0 <= e.first && e.first < T)

cout << answer << endl;

}

answer = max (answer,in); }
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