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A-111-1 Dobijacie stanice

V celom vzorovom rieseni budeme konzistentne pouzivat nasledujicu terminolégiu: V stlade s tedriou grafov
budeme namiesto osidd a ciest medzi nimi hovorit o vrcholoch a hranich zadaného stromu. Dobijacim staniciam
budeme strucne hovorit nabijacky. Mnozstvo energie, ktoré auto ma na cestu dalej, budeme volat nabitie. Nabitie
auta nadobtuda celociselné hodnoty od 0 po k, pricom 0 je vybité auto, ktoré uz nikam ist nevie.

Prehladavanie stavového priestoru

Riesenie za 4 body sa dalo zaloZit na prehladdvani stavového priestoru. Stav auta je dvojica (aktuédlny vrchol,
aktudlne nabitie). Postavime si novy graf, ktorého vrcholy su tieto stavy a hrany predstavuji mozné akcie. Pre
kazda povodnd hranu ,viem ist z  do y“ teda dostaneme k novych hran ,ked som v x s nabitim z > 0, viem
ist do y a tam mat nabitie z — 1%, a navyse nam pribudni hrany ,ked som v x a je tu nabijacka, viem si zvysit
nabitie na k.

Takyto graf mé zjavne O(nk) vrcholov a O(nk) hréan. Postupne pre kazdy stav tvaru ,som v x s plne nabi-
tym autom“ spustime prehladdvanie, ktoré zisti, ktoré iné stavy (a tym paddom ktoré iné vrcholy) st z tohto
dosiahnutelné. Takéto riesenie mé celkovii ¢asovii zlozitost O(n?k).

Ako daleko mam najblizSiu nabijacku?

Pomerne lahko si vieme spocitat, ako daleko mame z kazdého vrcholu k najblizsej nabijacke. Toto vieme dokonca
zistit naraz pre vsetky vrcholy v ¢ase O(n): staci spustit prehladdvanie do Sirky, ktoré zacne tym, Ze vSetkym
vrcholom s nabijackou nastavi vzdialenost na 0 a zaradi ich do fronty na spracovanie. Vypocitané vzdialenosti
budeme oznacovat b;.

Teraz si rozmyslime, aky vyznam ma hodnota k — b;. Ide o najvicsie nabitie, ktoré v tomto vrchole vieme mat.
Teda, s vynimkou tplného zaciatku cesty. Presnejsia formulacia je, ze ak sa kedykolvek vo vrchole i ocitneme s
nabitim mensim ako k — b;, nikdy v budicnosti uz v nom nebudeme vediet mat nabitie vacsie ako k — b;.

No a kedze ndm pri cestovani po krajine vobec nezalezi na dizke cesty, ni¢ nepokazime, ked si ,,odsko¢ime*
dobit auto vzdy, ked mozeme. Predstavme si, ze sme prave prisli do vrcholu ¢ a mame aktualne nabitie j také,
7ze j < k —b; ale j > b;. Vzdy, ked takato situdcia nastane, ni¢ nepokazime, ak sa prevezieme na najblizsiu
nabfjacku (kam sa vieme dostat, kedZe j > b;), tam dobijeme auto a zase sa vratime naspét do i.

Zvolme si teraz zaiatoény vrchol a spustime z neho prehladdvanie povodného grafu. (Kedze ide o strom, je
jedno, ¢ prehladdvame do sirky, hibky, alebo este in4¢.) Ked navstivime vrchol, pozrieme sa, ¢i si vieme odsko¢it
dobit batériu (pokojne aj do este nespracovaného vrcholu) a ak dno, tak to spravime. Nésledne si pre préve
spracovany vrchol zapaméatdme, aké nabitie prave mame, a s takym nabitim z neho potom pokracujeme dalej.
Tvrdime, Ze tento algoritmus navstivi prave tie vrcholy, ktoré st autom dosiahnutelné, a ku kazdému bude mat
poznacené najvicsie nabitie, ktoré v niom vieme mat, nech by sme zo zvoleného startu chodili akokolvek. Toto
lahko dokazeme napr. matematickou indukciou podla vzdialenosti od Startu. Pre kazdy vrchol je jednoznacne
urcené, odkial don prvykrat prideme (sme na strome) a ak uz vieme, ze pre predosly vrchol sme mali najlepsie
mozné nabitie, ked sme z neho odchéadzali, vieme si zdévodnit, Ze v oboch pripadoch (aj ak si v novom vrchole
vieme odskocit dobit sa, aj ak uz na to mame primalé nabitie) aj pre novy vrchol dostaneme najlepsiu mozni
hodnotu.

Takto teda dostavame algoritmus za 6 bodov. Jeho najpomalsia cast je ta, ktord sme prave popisali: z kazdého
zaciatoéného vrcholu raz prehladdme povodny strom. Toto ndm bude trvat O(n?) krokov.

Pocitame vsSetko naraz

Doterajsie riesenia vsetky potrebovali spractivat kazdy mozny zaciatok samostatne. Teraz si ukdzeme riesenie,
pri ktorom to uz nebude potrebné: vsetko potrebné spocitame pri jednom prechode danym stromom.

Strom budeme z jedného pevne zvoleného vrcholu (je jedno ktorého) prehladdvat do hibky. Pri tom je uzitoéna
predstava, ze sme si strom v doty¢nom vrchole zakorenili (akoby zavesili zail). Tym je pre kazdy iny vrchol
jednoznacne urceny jeho otec: otcom v je prvy vrchol na ceste z v do korena stromu. Vrcholy, ktorych otcom je
v, volame jeho synmi. Podstrom s korenom v tvoria okrem v aj jeho synovia, synovia jeho synov, atd. — teda
prave tie vrcholy, z ktorych cesta do korena vedie cez v.
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Znadenie m[u,v] budeme pouzivat pre hodnoty, ktoré by vypodéitalo vyssie uvedené kvadratické rieSenie: maxi-
mélne mnozstvo nabitia, ktoré moézeme mat vo vrchole v, ak sme zac¢inali z u.

Pomocné tvrdenie: Ak existuje nejaky sposob, ako zacat vo vrchole a s nabitim i, a skoncit vo vrchole b s
nabitim aspon i, tak existuje aj sposob, ako zacat vo vrchole b s nabitim k — 4, a skoncif vo vrchole a s nabitim
aspon k — i,.

Dékaz: Obréatime postupnost krokov a rozmyslime si, ¢o sa deje s nabitim na zaciatku (pred prvym dobijanim)
a na konci (od posledného dobijania neskor).

Dosledok: Ak sa dé zacat v a s plne nabitym autom a nejak prist do b, tak sa d4 aj zacat v b s plne nabitym
autom a nejak prist do a.

Ako sme uz spomenuli, zdkladom nasho algoritmu bude prehladanie stromu do hibky. Pocas neho si budeme po-
mocou dynamického programovania pocitat vhodné udaje, z ktorych budeme vediet vypocitat riesenie sttaznej
ulohy.

Pre Iubovolné dva vrcholy a, b plati, Ze jednoducha cesta z a do b (takd, ktoréd ziadnou hranou nejde dvakrat) ide v
zakorenenom strome najskor len dohora po nejaky vrchol ¢ a potom zase len dodola. Vrchol ¢ zvykneme nazyvat
najmensim spoloénym predkom vrcholov a a b a znacit lca(a,b). V nasom algoritme budeme pri spracivani
vrcholu ¢ cheiet spocitat vSetky dvojice (a,b) také, Ze lca(a,b) = c a vieme prejst elektromobilom medzi a a b.
Takto zabezpecime, ze kazdi dvojicu zaratame prave raz.

Informécie o vrcholoch budeme postupne vypliiat do dvojrozmerného pola C[1..n][0..k]. Hodnoty v C|[v] popisuji
podstrom s korefiom v. Ich vyznam je nasledovny: Clv][x] je podet takych vrcholov u v podstrome s korefiom
v, pre ktoré plati, ze m[u,v] = .

Spracovanie konkrétneho vrcholu v bude vyzerat nasledovne: Ozna¢me synov vrcholu v ako s1, ..., sy. Zatneme
tym, ze sa rekurzivne zavolame na kazdého z nich. Tym spocitame dvojice v podstrome daného syna a ziskame
pocty vrcholov v poli C[s;].

V poli C[v] inicializujeme vSetko na nulu a nésledne nastavime C[v][k] na 1 za samotny vrchol v. Teraz budeme
postupne po jednom prechddzat synov a podla ich poli C[s;] upravovat pole C[v], detaily uvedieme nizsie. Ked
spractvam syna s;, mam uz v poli C[v] tdaje o prvych ¢ — 1 synoch. Pomocou nich budeme vediet spocitat
pocet hladanych dvojic takych, Zze prave jeden prvok z dvojice je v podstrome s korefiom s;. (Ten druhy moze
byt bud vo skor spracovanom podstrome, alebo nim je samotny vrchol v.)

Detaily spracovania syna s;:

Prvy krok bude, Ze zoberieme pole C|s;] a vyrobime z neho pomocné pole D. Zatial ¢o pole C|[s;] malo vrcholy
rozdelené podla toho, s akym najvac¢sim nabitim vieme z nich skoncit v s;, v poli D chceme mat tie isté vrcholy
prerozdelené podla toho, s akym najvac¢sim nabitim z nich vieme skoncit vo v.

Vrcholy zodpovedajice C[s;][0] uz mdzeme odignorovat, z tych sa uz nedalo dalej pokracovat. Pre kazdé j > 0
sa nabitie j najskér krokom z s; do v o 1 zmensi, no a nasledne ho mozno vieme upravit tym, ze si z v (rovnako
ako v kvadratickom rieSen{) odskoéime dobit auto a vrétime sa. Takto dostaneme novi hodnotu nabitia j'. Tato
je rovnakéa pre vSetky vrcholy zodpovedajice C[s;][j], takze jednoducho k D[j'] pripoc¢itame C[s;][1].

Druhy krok bude, Ze spocitame vSetky dvojice a,b, pre ktoré plati, Ze sa medzi nimi d4 prejst, lca(a,b) = v a
prave jeden z vrcholov a, b lezi v podstrome s korenom s;.

Zoberme nejaké nabitie i. V aktudlnom podstrome existuje D[i] vrcholov, z ktorych sa vieme dostat do v s
nabitim ¢. Podla pomocného tvrdenia vieme, ze odtialto dalej sa vieme dostat do Tubovolného vrcholu, z ktorého
vieme prist do v s nabitim asoni k — i. Takychto vrcholov mame teraz presne C[v][k —i] + - - - + C[v][k], pre toto
konkrétne i teda dostdvame D[i] - (C[v][k — i] + - - - + C[v][k]) neusporiadanych dvojic. Toto chceme scitat cez
vietky i. Priamodéiary postup by vyzadoval rddovo k? krokov, ale ked si v§imneme, 7e staéi postupne zvysovat
¢ a hodnotu v zatvorke si drzat v pomocnej premennej a tak Tahko s¢itame vsetky dvojice v ¢ase O(k).

Tret{ krok je uz lahky: hodnoty pola D pripocitame k prislusnym hodnotdm pola C[v] a tym sme spracovanie
syna s; skoncili.

Ostava nam jediné: odhad casovej zlozitosti. Kedze strom ma n — 1 hran, majd vSetky vrcholy dokopy n — 1
synov. Dokopy za celé rieSenie n-krat inicializujeme vrchol, ktory prave zaciname spracivat, a (n — 1)-krét
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spractivame nejakého syna nejakého vrcholu. Kazdé z tychto opericii trvd O(k), celkova ¢asova zlozitost ndsho
rieSenia je teda O(nk).

ESte lepsie riesenie

Na ziklade podobnych myslienok vieme stitazni tlohu riesit v ¢asovej zlozitosti O(nlogn) a toto rieSenie by
fungovalo efektivne aj pre vstupy s velkym k. Novou technikou, ktord pri tom pouzijeme, je tzv. centroidova
dekompozicia. V kazdom strome vieme v linedrnom case najst centroid — taky vrchol, po ktorého odstraneni
bude mat kazdy komponent stvislosti nanajvys polovicu pévodného poctu vrcholov. Celé rieSenie potom vyzera
nasledovne:

1. najdi v strome jeden jeho centroid ¢
2. prehladdvanim z ¢ v ¢ase O(n) spocitaj vSetky dobré dvojice vrcholov, pre ktoré cesta vedie cez ¢
3. odstran c, rozdel strom na samostatné komponenty a na kazdy sa rekurzivne zavolaj

Kedze pri kazdom rekurzivnom volani zmensime velkost stromu aspoti dvakrat, bude hibka rekurzie nanajvys
log, n. Nésledne vieme podobnou tivahou ako pri triedeni MergeSort zdévodnit, ze celkova casova zlozitost tohto
algoritmu je tym padom O(nlogn). Detaily kroku 2 prenechdvame na ¢itatela, ktorému sa chce pokracovat za
ramec tohto riesenia.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <queue>

using namespace std;

int n, k;

vector<bool> stanice;

vector<vector<int>> e;

vector<int> d; // vzdialenost od najblizsej dobijacej stanice
vector<vector<int>> C;

long long res; // vysledok

void compute_d () { // BFS zo vsetkych dobijacich stanic naraz
queue<int> g;
d.resize(n, n + 1);
for (int 1 = 0; 1 < n; ++4i) if (stanice[i]) {
q.push (i) ;
d[i] = 0;
}
while (!q.empty()) {
int u = g.front();

q.pop();
for (auto v : ef[u]) {
if (d[v] == n + 1) {
dlv] = d[u] + 1;
q.push (v) ;

}

// spracujeme vrchol v s rodicom parent
void solve_vertex (int v, int parent = -1) {
// rekurzivne spracujeme potomkov
for (auto u : e[v]) if (u != parent)
solve_vertex (u, Vv);

for (auto u : e[v]) if (u != parent) {
// spracujeme syna u
vector<int> Cx(k + 1, 0);
;

for (int i = 1; 1 <= k; ++1i) {
int b =1 - 1;
if (b >= dlv]) b = max(b, k - d[v]);
Cx[b] += Clul[i];

// zapocitame dvojice s jednym koncom v podstrome u
long long pref_sum = 0;
for (int 1 = 0; 1 <= k; ++1i) {

pref_sum += C[v] [k - 1i];
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res += Cx[i] * pref_sum;

int i = 0; i <= k; ++1i) {
[

(
Clv][i] += Cx[1i];

int main () {
int s;

cin >> n >> k >> s;

stanice.resize(n, false);
e.resize(n);

int a, b;

for (int 1 = 0; 1 < s; ++1i) {
cin >> a;
stanicel[a - 1] = true;

}

for (int 1 = 0; 1 < n - 1; ++1i) {
cin >> a >> b;
-—a; ——b;

el[a].push_back (b);
e[b].push_back(a);
}

compute_d() ;

C.resize(n);

for (int i = 0; 1 < n; ++i) {
C[i].resize(k + 1, 0);
Clil[k] = 1;

}

res = 0;

solve_vertex (0);

cout << res % 2 << endl;

A-111-2 Z3kladne na Marse

Pred ¢itanim tohto vzorového riesenia odporicame citatelovi oboznamit sa s potrebnymi zakladmi vypoctovej
geometrie. V Kucharke KSP https://www.ksp.sk/kucharka/ nijdete ¢lanky , Uvod do vipoétovej geometrie®,
»okalarny sucin a vektorovy sucin® a nasledne ,,Konvexny obal*.

Dva hlavné nastroje, ktoré budeme pouzivat, budu test na vzadjomni polohu priamky a bodu a konvexny obal.
Pre dand orientovant priamku a bod vieme v konstantnom ¢ase (napr. pomocou vektorového stéinu) vypocitat,
na ktorej strane danej priamky dany bod lezi. Konvexny obal danej konecnej mnoziny bodov je najmensi
mnohouholnik, ktory ich vsetky obsahuje. Ide vzdy o konvexny mnohouholnik, ktorého vrcholy sii v niektorych
bodoch z dotyénej mnoziny.

RieSenie hrubou silou

Zacneme pozorovanim, ze pre trojuholnik ABC' a bod D vieme v konstantnom c¢ase overit, ¢i D lezi vo vnitri
ABC'" staci sa pozriet na orientované priamky 1@ , B? a CTzl a skontrolovat, ze vo vSetkych troch pripadoch
lezi D na tej istej strane od priamky. (Ak navySe napr. vieme, ze body A, B, C lezia na obvode trojuholnika
v poradi v smere rucic¢iek, mdzeme explicitne kontrolovat, ¢i D lezi vo vSetkych troch pripadoch napravo od
prislusnej orientovanej priamky.)

Priamou aplikdciou tohto testu dostadvame riesenie s ¢asovou zlozitostou O(v3z), za ktoré boli dva body.

Preco konvexny obal?

Ak nejaka zakladna lezi v nejakom trojuholniku z vysielacov, tak zjavne lezi aj v konvexnom obale vsetkych
vysielacov. Zaujimavé je, ze plati aj opacnd implikicia, a teda ekvivalencia: zdkladna lezi v nejakom trojuholniku
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prave vtedy, ked lezi v konvexnom obale vsetkych vysielacov.

Dokaz: Vyberme si ITubovolny vrchol konvexného obalu a spojme ho tseckami so vSetkymi ostatnymi vrcholmi.
Konvexny obal s k vrcholmi sa ndm tymto rozdeli na k —2 disjunktnych trojuholnikov. Kedze vieme, ze zdkladna
lezi vo vnutri konvexného obalu a ze st vSetky body vo vSeobecnej polohe, musi lezat vo vnutri prave jedného
z tychto trojuholnikov.

3 b4
/’/'. 7777777 ;.\‘\
—_ - - =~ -
b2 - // e \\‘\65
- /,?
, s - -
, - - \
/ 4 - -7
/ 7 -7 - \
s - —~ \
/ s - -7 \
/ ’ - -7
/ e // -7 \
- - -
/ v - -7 !
- P
/ 7 Ve - \
s - -~
// T - X !
s _ \
Y P
1,07 \
) Iz - W b
1 =T - T T T T T T T T T T s — m = — — - - b 6

Vsimnite si, ze z vyssie uvedeného dokazu vyplyva aj silnejsie tvrdenie: Nech Z je nejaka zakladna a V' Ilubovolny
vysiela¢, ktory lezi na konvexnom obale vysielacov. Ak existuje nejaky trojuholnik obsahujici Z, tak urcite
existuje nejaky trojuholnik, ktorého jeden z vrcholov je V. (V dékaze totiz staci zvolit V' ako ten vrchol, z
ktorého kreslime tsecky.)

Toto pozorovanie nam aj bez toho, aby sme museli zostrojit konverny obal dava pre nasu ulohu algoritmus s
¢asovou zlozitostou O(v2z). Ak totiz napriklad za V zvolime vysiela¢, ktory ma spomedzi vietkych najmensiu
x-ovu suradnicu, bude zjavné, ze V musi lezat na konvexnom obale. Takze si staci raz najst tento V' a potom
pre kazdu zakladnu otestovat vSetky mozné dvojice zvysnych vrcholov.

EfektivnejSie hladanie trojuholnika

Tentokrat uz naozaj zacneme tym, zZe si explicitne zostrojime konvexny obal mnoziny vsetkych vysielacov. V
kuchérke je popisany v-podstate-optimélny algoritmus, ktory toto zvladne v ¢ase O(vlogv).

Akondhle efektivne zostrojime konvexny obal, dostdavame uz zadarmo jedno mozné 7-bodové riesenie: pre kazdu
zdkladnu Z a pevne zvoleny vrchol V' konvexného obalu staci ako zvysné dva body trojuholnika vyskusat ostatné
strany konvexného obalu. Takto dostdvame rieSenie s ¢asovou zlozitostou O(vlogv + vz).

Ide to vSak aj este Sikovnejsie. Poslednym krokom ku vzorovému rieseniu bude pozorovanie, ze spravny troju-
holnik vieme néajst bindrnym vyhladavanim.

Odislujme si vrcholy konvexného obalu tak ako na vysSie uvedenom obrazku: najlavejsi (presnejsie vyssi z
najlavejsich, ak st také dva) bude by a dalSie budd b, ..., by postupne po obvode v smere ruciciek.

Kazdu zékladnu teraz mdézeme spracovat nasledovne:

> —
e Ak lezi nalavo od priamky b,bs alebo napravo od byby, zjavne je mimo celého konvexného obalu.

—
¢ Binarnym vyhladavanim néjdeme najvicsie i také, ze hladand zakladna este lezi napravo od priamky b1b;.
(Na nasom obrézku je i = 5.)

e Teraz uz vieme, ze nasa zdkladna lezi v uhle b;b1b;41. Este skontrolujeme, ¢i lezi napravo od priamky
b;b;+1 a bud sme prave nasli jeden vyhovujuici trojuholnik, alebo zistili, ze ziaden neexistuje.
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Toto rieSenie mé casovi zlozitost O((v + z) logv).

Listing programu (C++)

#include <algorithm>
#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;

typedef long long 11;

struct point {

int id;
11 %, y;
bool operator== (const point& Db) {
return id == b.id && x == b.x && y == b.y;

}

bool operator< (const point& b) {
if (x == b.x) return y < b.y;
return x < b.x;

i

int m, n;
vector<point> vysielace;
vector<point> obal;

// Vrati true, ak a, b, c¢ idu v smere hodinovych ruciciek
// (t.j. ked stojime v bode a otoceni smerom na bod b, mame bod c niekde napravo)
bool clockwise (point a, point b, point c) {

11 ux = c.x — a.x, uy = c.y — a.y;

11 vx = b.x - a.x, vy = b.y - a.y;

return uxxvy - uy*vx > 0;

}

// Najdeme vrcholy konvexneho obalu, usporiadane po obvode v smere ruciciek
vector<point> create_convex_hull (vector<point> input) {

sort (input.begin(), input.end());

vector<point> horna_polovica, dolna_polovica;

for (auto p : input) {
while (horna_polovica.size() >= 2 &&
!clockwise (horna_polovical[horna_polovica.size()-2],
horna_polovical[horna_polovica.size()-11, p)) {
horna_polovica.pop_back();
}
horna_polovica.push_back (p);
}
for (int i = input.size() - 1; i >= 0; --1) {
auto p = input([i];
while (dolna_polovica.size() >= 2 &&
!clockwise (dolna_polovica[dolna_polovica.size()-2],
dolna_polovica[dolna_polovica.size()-1]1, p)) {

dolna_polovica.pop_back();
}
dolna_polovica.push_back (p);
}
vector<point> output = horna_polovica;
for (int i = 1; 1 + 1 < dolna_polovica.size(); ++i)
output.push_back (dolna_polovical[i]);

return output;

}

void vyries_zakladnu (point zakladna) {

int 1 =1, r = obal.size() - 1;
while (r — 1 > 1) {
int m= (1 +1r) / 2;
if (clockwise (obal[0], obal[m], zakladna)) 1 = m;

else r = m;

}

// Kedze sme okrajove pripady neosetrili na zaciatku, spravime teraz namiesto
// toho kompletnu kontrolu, ci dana zakladna lezi v trojuholniku {obal[0], obal[l], obal[r]}.

if (clockwise (obal[0], obal[l], zakladna) &&

clockwise (obal[l], oballr], zakladna) &&

clockwise (obal[r], obal[0], zakladna)

cout << obal[0].id << "_" << obal[l].id << "_" << obal[r].id << endl;
else

cout << "neexistuje" << endl;
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int main () {
cin >> m >> n;

11 %, yi
for (int 1 = 1; 1 <= m; ++i) {
cin >> x >> y;
vysielace.push_back (point{i, x, vy});

}
obal = create_convex_hull (vysielace);

for (int 1 = 0; 1 < n; ++1i) {
point zakladna;
cin >> zakladna.x >> zakladna.y;
vyries_zakladnu(zakladna);

A-111-3 Hladanie v externej pamati

Binarne vyhladavanie

Bindrne vyhladévanie spravi na poli dlzky n priblizne log, n krokov. Interval, v ktorom hladdme, sa v kazdom
kroku zmensi na polovicu. Ked mame interval dfiky d a pozrieme sa do jeho stredu, pozreli sme sa prave na
prvok, ktory lezi vo vzdialenosti d/2 od oboch okrajov aktudlneho intervalu. A teda kym m4 tento interval
dizku vacsiu ako 2b, lezia kazdé dva prvky, na ktoré sa opytame, vo vzdialenosti vicsej ako b — a teda kazdy v
inom bloku. No a akondhle mé aktualny interval dizku nanajvys 2b, lezi cely v nanajvys troch blokoch. Ak nas
algoritmus v tejto chvili vSetky nacita do paméte, bude mat zvysok hladania komunikacnu zlozitost konstantni.
Nas algoritmus teda bude fungovat v dvoch fazach. V prvej spravi tolko nacitani z disku, kolko krokov potrebuje
bindrne vyhladdvanie na zmenSenie intervalu z dlzky n na dizku nanajvys 2b. Toto mozeme zhora odhadnut
poétom krokov, po ktorom bude dlzka b, ¢ize log,(n/b). V druhej fize potom uZ spravi nanajvys tri dalsie
nacitania z disku. Komunikaéné zlozitost je teda nanajvys log,(n/b) + 3.

Binarne vyhladavacie stromy

7 mnoziny, ktort dostaneme na vstupe, by sme si vedeli vyrobit napriklad bindrny vyhladdvaci strom a potom
v mnozine vyhladavat tak, ze budeme hladat v tomto strome. Kedze vopred pozname celii mnozinu, lahko
vyrobime takmer dokonale vyvazeny strom: medidn prvkov ddme do korena a nésledne tento postup rekurzivne
zopakujeme v kazdom podstrome.

Takyto strom by sa nasledne dal na disk ulozit napriklad tak, ako zvykneme ukladat tradi¢ni binarnu haldu:
postupne pre kazdu troven zapiSeme na disk vSetky jej prvky zlava doprava.

Pomohli sme si tym ale? Ani nie. Vyhladdvanie v takomto strome mé zjavne stale optimalnu ¢asovi zlozitost
O(logn), ale komunika¢ni zloZitost dostaneme priblizne rovnakd ako v minulom rieseni: zhruba log,(n/b).
(Tentokréat je lacnych prvych zhruba logs b krokov, kedZe prvych zhruba log, b tirovni stromu sa zmest{ do
prvého bloku disku. Potom uz ale pre kazdd dalSiu troveli musime robit ¢itanie z disku.)

Aby sme dostali rAdovo mensiu Casovu zlozitost, potrebujeme z kazdého ¢itania z disku dostat viac informécie
— idedlne tolko ako z toho prvého. Ako na to?

Vyhladavacie stromy vyssSieho stupna

Pouzijeme vyhladavacie stromy, v ktorych sa v kazdom vrchole rozhodujeme medzi viac ako dvoma moznostami.
(V literatire sa takéto stromy zvyknd oznacovat B-stromy.) Vo vSeobecnosti takyto strom vyzerd nasledovne:
V kazdom vrchole je ulozeny nejaky (nie nutne rovnaky) pocet klticov. Tieto st usporiadané v ostro rasticom
poradi. Ak vrchol obsahuje k klticov s hodnotami z; < --- < =z, tak ma presne k + 1 podstromov. V prvom
podstrome st prvky s hodnotou mensou ako x1, v druhom st prvky s hodnotou medzi z; a x2, a tak dalej, az po
posledny podstrom, v ktorom st prvky s hodnotou vicésou ako xy. (Niektoré podstromy mozu byt aj prazdne.
Ak st prézdne vSetky, vrchol je listom stromu.)
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Je zjavné, ze takyto strom je zovseobecnenim klasického bindrneho vyhladavacieho stromu, ktory mé vo vSetkych
vrcholoch préave jeden kIu¢. Vyhladavanie nadalej funguje rovnako: ked prideme do vrcholu, zistime si, ¢i je
hladany prvok medzi kliémi, ktoré tu mame. Ak &no, sme hotovi, ak nie, zistime, do ktorého podstromu
hladany prvok patri, a don pokracujeme.

KIice ulozené vo vrchole pritom nemusime pozerat vSetky — to by pre velké k nebolo efektivne. Je ale zjavné,
ako to robit lepsie: kedze kltice vo vrchole mame ulozené v usporiadanom poli, m6zeme na nom pouzit binarne
vyhladdvanie. Takto na log; krokov bud najdeme spravny prvok alebo spréavny podstrom.

Ako si zvolit, aké velké k chceme mat? Spravna bude t4 priamociara moznost: najvicsie, pre ktord sa nam
este cely vrchol zmesti do jedného bloku na disku. V nasom rieSeni budeme pre jednoduchost predpokladat, ze
okrem listov vSade plati k = b: v kazdom vrchole je b klticov.

(Toto naozaj vieme dosiahnut. KedZze nas strom len raz vytvarame a vieme ho mat ulozeny ,ako haldu“, nepot-
rebujeme si vo vrchole ukladat ukazovatele na jeho podstromy. Ked sa podobné stromy pouzivaji ako dynamické
datové struktury podporujice aj vkladanie a vyber prvkov, zmesti sa do bloku klticov menej. Asymptoticky to
v8ak ni¢ nezmeni, aj pre b/2 alebo b/3 kltcov v kazdom vrchole by sme dostali rddovo rovnaké zlozitosti.)
Takyto strom z nasej mnoziny vytvorime nasledovne: Vyberieme takych b prvkov, ktoré zvysok mnoziny rozdelia
¢o najviac rovnomerne na b + 1 éasti. (V usporiadanom poli by slo zhruba o prvky na indexoch, ktoré su
nasobkami n/(b + 1).) Tieto prvky budi uloZené v koreni. Pre kazdy podstrom nésledne jeho strom vyrobime
rekurzivne — teda zopakovanim tohto postupu pre jeho prvky.

Na kazdej tirovni nésho stromu spractivame nové mnoziny, ktorych velkost je priblizne (b + 1)-krdt mensia. To
znamena, ze po log,,; n = log, n krokoch sa dostaneme do listu. Nas strom bude mat teda hibku priblizne
log, n.

Akd mé hladanie v takomto strome casovi zlozitost? Postupne sa budeme pozerat na log,n vrcholov a v
kazdom z nich budeme v case log, b bindrne vyhladavat v jeho klicoch. To nam dokopy déva casovi zlozitost
log, 1 - logy b = log, n. Casova zlozitost je teda v poriadku.

No a komunikacna zlozitost hladania je zjavne log, n.

(Praktické porovnanie: ak mame v poli n = 10° zdznamov a velkost bloku b = 100, bindrne vyhladavanie
z podulohy A by potrebovalo ¢itat v najhorsom pripade az 27 blokov, zatial ¢o novému rieSeniu buda aj v
najhorSom pripade stacit Styri.)

Dokaz optimalnosti

Uvazujme Iubovolnt situaciu, kedy uz mame nejakti konkrétnu mnozinu nejak spracovani a nésledne nejak
ulozeni na disku.

Deterministicky algoritmus sa moéze rozhodovat len na zdklade prvkov mnoziny, ktoré mohol vidiet. Presnejsie,
ked sa budeme pozerat na to, ¢o robi deterministicky algoritmus pri hladani dvoch réznych prvkov v tej istej
mnozine, jediné miesto, kedy moze prestat robit pre oba prvky to isté, je, ked spravi nejaké porovnanie hladaného
prvku s prvkom z mnoziny a to mu pre jeden prvok da iny vysledok ako pre druhy.

Prvky mnoziny, ktoré mohol v nejakom okamihu pocas svojho behu algoritmus vidief, st jednoznac¢ne urcené
tym, ktoré bloky nacital do pamaéte.

Predstavme si teda, ze sme si vyskusali nas algoritmus spustif pre vsetky mozné prvky. Kazdy z nich sme
hladali (stéle v tej istej mnozine) a pocas toho sme sledovali, ktoré bloky z disku algoritmus ¢ita. Vsetky tieto
priebehy si m6zeme predstavit ako jeden velky strom: vSetky spustenia programu zacnu vzdy rovnako a potom
sa postupne rozvetvuju podla toho, aké porovnavania prvkov robi a ako dopadaju.

Vo vsetkych pripadoch teda n4s neznamy algoritmus musi zacat tym, ze si nie¢o pocita a potom casom prvykrat
nacita z disku nejaky blok — pre vSetky mozné vstupy ten isty.

Nasledne moéze hladany prvok ako chce porovnavat s prvkami v tomto bloku. To, ¢o sa stane dalej, je nutne
jednoznac¢ne urcené tym, ako dopadnu porovnavania hladaného prvku s tymi prvkami, ktoré precital z disku.
Kedze sme z jedného bloku mohli ziskat nanajvys b prvkov, je nanajvys 2b + 1 réznych moznosti ako mézu
porovnavania dopadnut: b moznosti v ktorych je hladany prvok rovny jednému z precitanych a b + 1 moznosti
ked velkostou padne do niektorej medzery medzi nimi.

Vsetky mozné prvky y, ktoré mézeme hladat, si teraz teda médzeme rozdelit na (nanajvys) 2b + 1 kopok podla
toho, ako pre ne dopadnti tieto porovnania. (Ak napriklad st nase prvky mend a z prvého precitaného bloku
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sme dostali mena Adam, Zuza a Miro, tak hladané mena Fero a Jana budu zatial na tej istej kopke ,viac ako
Adam a menej ako Miro“.)

Pre kazda kopku je jednoznacne urcené, ako sa na nej nas algoritmus sprava aj dalej, a to az do okamihu,
kym neprecita z disku dalsi blok. Podla informécie v nom sa nasa aktualna képka vstupov znovu rozpadne na
nanajvys 2b+ 1 mensich. No a takto mdézeme pokracovat aj dalej, az kym algoritmus nezastane a neda odpoved.

Vratme sa spit k predstave nasho stromu, v ktorom si znazornujeme vsetky mozné priebehy hladania pre nejaki
konkrétnu mnozinu. Kazdy vrchol tohto stromu bude predstavovat jedno konkrétne cCitanie nejakého bloku z
disku. Ako sme si vyssie zdovodnili, v kazdom vrchole sa tento strom rozvetvi nanajvys so stupniom b + 1: tie
vstupy, pre ktoré sa vypocet dostal do tohto vrcholu, v nom prerozdelime na 2b + 1 mensich kopok, ale pre b z
nich tu vypocet skonc¢i a len b + 1 ich pokracuje dalej.

(Je technicky mozné, ze nejaky hlipy algoritmus sice uz vedel zistit, ze hladany prvok v mnozine lezi, napriek
tomu ale pokracuje dalej a bude robit dalSie ¢itania z disku. Takéto spravanie vSsak moze jeho komunikacni
zlozitost len zhorsit, a teda sa nim nemusime pri robeni dolného odhadu zaoberat.)

Kazd4 cesta z koretia tohto stromu dodola zodpovedd jednému moznému priebehu hladania. Dizka tejto cesty
zodpovedd komunikacnej zlozitosti. Zaujimat nas teda bude maximalna hibka tohto stromu: ¢fm lepsiu komu-
nika¢ni zlozitost chceme mat (v najhorsom prlpade) tym plytsi strom musime mat.

No a teraz uz len vhodne odhadneme, akd tato hibka musi byt. Ak by sme mali strom, ktory ma hibku
h — 1 (¢ize algoritmus, ¢o vzdy precita nanajvys h blokov z disku), bude mat tento strom dokopy nanajvys
14+ (b+1)+---+ (b+1)"1 < (b+1)" vrcholov. Pozrime sa teraz ¢isto na n prvkov, ktoré tvoria nagu mnozinu
M. Kazdy z nich ked hladame tak musime niekedy néjst. No ale v kazdom vrchole najdeme nanajvys b prvkov.
Dokopy teda musi mat nas strom aspon n/b vrcholov.

Z toho dostdvame nutni podmienku (b+ 1)" > n/b, o mdzeme upravit na slabsiu nutni podmienku (b+1)" >
n/(b+ 1) a ti prepisat do podoby h + 1 > log,,;n = clog,n pre vhodni konstantu c. A z toho uz vidime,
ze Tubovolny korektny algoritmus vyhladavajici v mnozine velkosti n musi pre niektoré hladané prvky z disku
precitat aspon rddovo log, n blokov, o je presne to, co sme chceli dokazaf.
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