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Priebeh krajského kola

Krajské kolo 36. ro¢nika Olympiady v informatike, kategéria B, sa kona 19. januara 2021 v dopoludnajsich hodi-
nach. Na rieSenie tloh maju sttaziaci 4 hodiny &istého ¢asu. Rozne tlohy riesia stifaziaci na samostatné listy
papiera. Akékolvek pomocky okrem pisacich potrieb (napr. knihy, vypisy programov, kalkulacky) st zakézané.

Co ma obsahovat rieenie tlohy?
e Slovne popiste algoritmus.
Slovny popis rieSenia musi byt jasny a zrozumitelny i bez nahliadnutia do samotného algoritmu/programu.
e Zdovodnite spravnost vagho algoritmu.
e Uvedte a zdovodnite jeho ¢asovi a pamitova zlozitost.

e Podrobne uvedte dolezité Casti algoritmu, idedlne vo forme programu v nejakom beZnom programovacom
jazyku (napr. C++, Python, Java, Pascal).

e V pripade, Ze pouzivate vo svojom programovacom jazyku kniznice, ktoré obsahujt implementované datové
Struktiry a algoritmy (napr. STL pre C++), v popise algoritmu struéne vysvetlite, ako by ste napisali
program s rovnakou ¢asovou zlozitostou bez pouzitia kniZnice.

Hodnotenie rieseni
Za kazdu lohu moézZete ziskat od 0 do 10 bodov.

Pokial nie je v zadani povedané ini¢, najdoélezitejsie dve kritériad hodnotenia st v prvom rade spravnost a
v druhom rade efektivnost navrhnutého algoritmu. Na vyslednom poéte bodov sa mdze prejavit aj kvalita
popisu riesenia a zdovodnenie tvrdeni o jeho spravnosti a efektivnosti.

Efektivnost algoritmu posudzujeme vypodcitanim jeho ¢asovej zlozitosti — funkcie, ktora hovori, ako dlho vyko-
nanie algoritmu trvé v zavislosti od velkosti vstupnych parametrov. Nezavisi pri tom na konstantnych faktoroch,
len na radovej rychlosti rastu tejto funkcie.

V zadani tloh uvadzame c¢ast ,,Hodnotenie*, v ktorej néjdete priblizné limity na velkost vstupnych tdajov. Pod
pojmom ,efektivne vyriesit* chdpeme to, ze va$ program spusteny na modernom pocitaci by mal dat odpoved
nanajvys do niekolkych sektund.

Udaje z tejto Casti zadania by mali slazif hlavne na to, aby ste o rieeni, ktoré vymyslite, vedeli priblizne
povedat, kolko bodov zan dostanete.
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B-1l-1 Vystavba v Egypte pokracuje

Aj vdaka vasej pomoci s navigaciou lodi mesta pozdiz Nilu uteSene rasti. Kontrolné stanice pozdlz rieky boli
zruSené a Uradnici sa z nich presunuli na staveniska, kde zistuji, kolko kamena je v skuto¢nosti potrebného na
dokoncenie vystavby. Vysledok? Pozadované mnozstva kamena sa naprie¢ mestami diametrélne lisia.

Vsetky svoje poziadavky poslali spraveovi kametiolomu, ktorého tlohou je naplanovat rozvoz kametia. Spréavca
vymyslel velmi jednoduchy postup — lode s nédkladom bude posielat jednu po druhej a to zakazdym do toho
mesta, ktoré aktualne potrebuje najviac kamena.

Presnejsie, jeho sposob vysielania lodi funguje nasledovne. V Egypte je n miest, ktoré si ocislované od 1 po n.
Spravca dostal pre kazdé mesto hodnotu x;, ktord uréuje, ze mesto i potrebuje dostat x; zésielok kamena. Ked
spravea vysiela dalsiu lod, jednoducho vyberie mesto s najvic¢Sou hodnotou z; a do tohto mesta tuto lod vysle,
pri¢om si zaroven hodnotu x; zmensi o 1. V pripade, Ze viacero miest potrebuje rovnako vela dodévok kameria,
vyberie z nich to, ktorého poéiatoé¢na hodnota x; bola najviésia, a ak aj tomuto kritériu vyhovuje viacero
miest, vyberie z nich to s najnizSou hodnotou 1.

Kapitan Peter vie, Ze jeho lod bude vyslana k-ta v poradi. A kedZe spravcove rozhodovanie nie je zalozené na
néhode, mal by byt schopny zistif, do ktorého mesta sa poplavi. Nevie si s tym vSak rady, preto sa obratil na
vas. A povedal o tom aj svojim kamaratom, je preto mozné, Ze tych otdzok budete musiet zodpovedat viac ...

Odportéanie: skor ako za¢nete tto tlohu riesit, pozorne si precitajte cast Hodnotenie, kedze tiloha mé dva
varianty na zdklade po¢tu hodndt k, na ktoré je potrebné odpovedat.

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu je ¢islo n oznacujice pocet miest v Egypte.

V druhom riadku je n &isel z; az x,, — podet zasielok kameria, ktoré je potrebné dopravit do jednotlivych miest.
Hodnota x; prislicha mestu s ¢islom 1.

Nasleduje riadok s ¢islom ¢, ktoré uréuje pocet otdzok, na ktoré mate odpovedat.

Na dalsom riadku je potom ¢ Cisel k; az k; — jednotlivé otazky. Mdzete predpokladat, ze zadané lode budu
naozaj vypravené, teda vSetky hodnoty k; st nanajvys rovné siuctu hodnot x;.

Na vystup vypiste ¢ riadkov, na kazdom bude odpoved na jednu otédzku. Na riadok ¢ vypiste ¢islo mesta, do
ktorého bude posland k;-ta lod v poradi.

Obmedzenia a hodnotenie
e Nanajvys 10 bodov dostanete za rieSenie, ktoré efektivne vyriesi Tubovolny vstup, v ktorom plati n <
1000000, 0 < x;, k; < 1012 a ¢ < 1000 000.

e Nanajvys 7 bodov dostanete za rieSenie, ktoré efektivne vyriesi lubovolny vstup, v ktorom plati n <
1000000, 0 < x4, k; < 10'2 a ¢ = 1. To znamen4, Ze viete efektivne zistit odpoved na jednu otazku.

e Nanajvys 5 bodov dostanete za rieSenie, ktoré efektivne vyriesi Tubovolny vstup, v ktorom plati n < 1000,
0<uaz,k; <102 aqg=1.

e Nanajvys 3 body dostanete za lubovolné iné spravne rieSenie, napriklad aj také, v ktorom predpokladate,
ze 0 <n,x;, k; <1000 a g =1.

(Zadanie pokracuje prikladom na nasledujiicej strane.)
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Priklad
vstup vystup
5 4
34864 3
4 2
8 3 18 25 1

Prvd lod ide do mesta 3, ktoré potrebuje az 8 dodéavok kameria. Po nej sa stav zmeni na (3,4,7,6,4). Aj druhd
lod preto péjde do mesta 3, aktudlny stav je (3,4,6,6,4).

V tomto momente st az dve mestd, v ktorych je potrebnych 6 dodavok (¢o je aktudlne najviac), uprednostni
sa preto mesto s vicsou pociatocnou hodnotou, teda opit mesto 3 (lebo 8 > 6). Dalsie lode péjdu postupne do
miest: 4, 3, 4, 3, 4, 2.

Po vyslani sedemnéstej lode bude stav potrieb (2,2,1,1,2). Dalsia lod preto musi ist do niektorého z miest 1,
2 alebo 5. Z nich mali najvyssiu pévodna hodnotu mestd 2 a 5 (tdato hodnota bola 4). Musi sa preto pouzit
posledné kritérium a z tychto dvoch miest sa vyberie to s mensim ¢islom, teda mesto 2.

Dvadsiata piata lod v poradi je poslednd, ktora bude vysland, po nej budi potreby vSetkych miest naplnené.
Tato lod bude smerovat do mesta ¢islo 1.
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B-11-2 Generator zatvoriek

Ako to uz s defmi byva, hranie sa v parku s trojuholnikmi Tima rychlo prestalo bavif. Jeho novou zalubou je
pocitanie. Rodi¢ia st uz unaveni z jeho neustaleho sé¢itavania a odcitavania vSetkého ¢o mu pride pod ruku.
Rozhodli sa, ze mu buda dévat o nieco fazsie tlohy obsahujice aj zatvorky. Nakolko je Tim Sikovny, rodiéia
veria, Ze zvladdne rovno dva typy zatvoriek. Rozhodli sa, Zze ho otestuji — budi mu postupne davat rozne
uzatvorkované lohy a budu sledovat, ako sa s nimi popasuje. Radi by sa vSak vyhli tomu, ze Tim bude riesit
tak isto uzadtvorkovany vyraz viackrat. Chceli by mat nejaky domyselny systém na generovanie neopakujucich
sa uzatvorkovani. V tejto tlohe im s tym pomozete.

Satazna dloha

VaSou tilohou bude vymysliet program, ktory dostane na vstupe dobre uzatvorkovany retazec a vrati nasledujuci
v tzv. lexikografickom poradi. (Nizsie si vysvetlime, ¢o to presne znamena.)

V tejto tlohe budeme uvazovat iba dva typy zatvoriek a to gulaté - () a hranaté - []. Dobre uzdtvorkované
retazce zadefinujeme rekurzivne:

1. O a [] st najmensie dobre uzdtvorkované retazce.
2. Ak z a y predstavuju dobre uzatvorkované retazce tak aj (x), [y] a xy st dobre uzatvorkované retazce.

Uvedomte si, ze tato mozno zlozitad definicia vlastne len formélne popisuje dobré uzatvorkovania s akymi ste
sa zrejme uz stretli. Prikladom dobre uzatvorkovaného vyrazu je [() (O]. Ten vznikol tak, Ze sme vzali dva
najmensie dobre uzatvorkované refazce x = () a y = (), spojili sme ich druhym pravidlom do z = 2y = O O
a potom sme tento novy vyraz z (nakolko je tiez dobre uzitvorkovanym) este obalili zatvorkami (teda pouzili
zas druhé pravidlo [z]) aby vznikol findlny refazec [() ()]. Prikladom zle uzétvorkovaného vyrazu je napriklad
() O),) (alebo [(1].V prvom pripade je vo vyraze o jednu zatvaraciu zatvorku naviac, v druhom je zatvaracia
zatvorka ktord nemad pred sebou otvaraciu, no a v tretom pripade sedi pocet aj poradie otvaracich a zatvaracich
zatvoriek, nesedia vsak ich typy.

Lexikografické usporiadanie je usporiadanie na zdklade poradia, ktoré by dané retazce mali v slovniku. V pripade
slov je to poradie na zaklade pismen, ktoré dané slova obsahuja. Slovo aaaa je v slovniku skor ako slovo aaba.
To z dévodu, Ze prva pozicia kde sa liSia je predposledné miesto, pricom prvé slovo ma na nom a, ktoré je mensie
ako b v druhom slove.

Pre naSe uzatvorkované retazce to bude fungovat podobne, len sa musime dohodnit na poradi jednotlivych
symbolov v abecede. My pouzijeme poradie () [].

Ak teraz chceme porovnat dva rozne refazce rovnakej dizky, ideme zlava doprava, az kym nenajdeme prvi
poziciu, na ktorej sa lisia. Ten refazec, ktory tam ma skorsi symbol, je v lexikograficky usporiadanom poradi
skor.

Uréime napriklad, ¢ je lexikograficky mensi retazec () () [1 alebo () [1(). Najdeme prvé miesto, na ktorom sa
nezhoduju a to je na pozicii 3 (¢islované od 1). Na tomto mieste sa nachddza v prvom retazci zatvorka ( a v
druhom [. KedzZe je ( v naSom zozname skor ako [, hovorime, ze prvy retazec — () ) [1 — je lexikograficky mensi
ako druhy — O [10.

Format vstupu a vystupu

Na vstupe je jediny retazec zéatvoriek s. Jeho dlzku ozna¢ime n. Je zarucené, Ze tento refazec je korektne
uzatvorkovany.

Predstavme si, ze sme tplne vietky mozné korektne uzatvorkované refazce dlzky n lexikograficky usporiadali.
Na vystup vypiste ten, ktory by nasledoval bezprostredne po refazci s. Ak taky refazec neexistuje, podajte o
tom spravu.

(Zadanie pokracuje na nasledujicej strane popisom hodnotenia tlohy a prikladmi.
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Hodnotenie

Plnj pocet 10 bodov mézZete ziskaf za rieSenie, ktoré efektivne vyriesi lubovolny vstup, v ktorom pre dlzku
retazca s plati n < 1000 000.

Nanajvys 6 bodov mozete ziskat za rieSenie, ktoré efektivne vyriesi lubovolny vstup, v ktorom plati, ze n <
1000000 a navyse predpokladame, ze dobre uzatvorkované vyrazy obsahujt iba gulaté zatvorky. NeuvaZujeme
teda vyrazy, ktoré obsahuju hranaté zatvorky a teda plati, Ze ako na vstupe tak aj v lexikografickom poradi su
iba vyrazy zlozené z gulatych zatvoriek.

Ak budi vase riesenia efektivne iba po zhruba n < 5000, dostanete nanajvys 8 bodov ak zvladate oba typy
zatvoriek, resp. nanajvys 5 bodov ak pracujete len s gulatymi zétvorkami.

Nanajvys 4 body dostanete za lubovolné spravne riesenie, v ktorom predpokladate, ze n < 10.

Nanajvys 3 body dostanete za lubovolné spravne rieSenie, v ktorom predpokladéte, ze n < 10 a navySe tiez, ze
dobre uzitvorkované vyrazy obsahujii iba gulaté zatvorky.

Priklady
vstup vystup
[(CON | [Com

Retazec na vstupe je lexikograficky prvym dobre uzatvorkovanym retazcom dIzky 6.

vstup vystup

onamo | onamo |
vstup vystup

L0 | [0I101] |
vstup vystup

’ non ‘ ’neexistuje ‘

Ide o lexikograficky posledny retazec dlzky 6. Akykolvek iny je v lexikografickom usporiadani skor.
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B-11-3 Socialne distancné preteky

V hlavnom meste Absurdistanu sa kazdoro¢ne organizuju hromadné bezecké preteky. Tento roénik je vsak zo
zrejmych dévodov ohrozeny. Hlavny organizator Andrej by ho v8ak napriek tomu rad zorganizoval, samozrejme
drziac sa platnych epidemiologickych opatreni. Predsa len, treba posilnif imunitu Sportom na ¢erstvom vzduchu.
Bezne vedu preteky z Namestia nezmyselnosti niekolkymi ulickami mesta az na Namestie nonsensu. Andrejovi
napadlo, Ze tento rok by mohol mat kazdy ti¢astnik vlastna trasu ulickami mesta tak, aby sa tieto trasy navzajom
nekrizovali, ¢im by zabranil nebezpeénému kontaktu. Teraz vSak sedi nad mapou mesta a rozmysla, kolko najviac
ucastnikov sa moze pretekov ztcCastnit. Vedeli by ste mu pomdct?

Satazna uloha

Andrejovym najviacésim problémom je Specifickd topoldgia hlavného mesta Absurdistanu. Skladéd sa totiz z n
namesti, ktoré si navzdjom pospajané nekrizujucimi sa ulickami. Kazda ulicka teda spaja prave dve namestia
a nedd sa na nej nikam inam odbodit.

Takychto ulic¢iek je v meste presne n — 1 a plati, Ze medzi kazdymi dvoma namestiami existuje prave jedna
cesta (postupnost roznych uli¢iek), ktord ich spaja. V meste totiz neexistuju ziadne cykly — ak vyrazite na

prechédzku z nejakého namestia, nie je mozné sa naii vratit bez toho, aby ste nemuseli po nejakej ulicke prejst
viackrat. (Matematik by tomu povedal, Ze mesto mé stromovi topoldgiu.)

Bezeck4 trasa zacina na nejakom ndmesti, nésledne pozostava z niekolkych roznych na seba nadvizujucich uli¢iek
a koné¢i na inom namesti. Dve trasy sa nekrizuja, ak nemaju ziaden spolo¢ny bod. (Teda nie len Ze nesmu ist
tou istou uli¢kou, ale dokonca ani nesmit mat na trase to isté ndmestie.)

Poslednym logistickym problémom je, Ze nie vSetky nédmestia si vhodné na umiestnenie Startu alebo cielu
trasy. Tie vyhovujice st na mape zaznacené. Andrejove trasy musia vsetky zacinat aj konc¢if na vyhovujicich
namestiach.

Kolko najviac réznych nekrizujicich sa tras vie Andrej v meste vytvorit?

Format vstupu a vystupu

Na prvom riadku je ¢islo n (2 < n) uddvajice pocet ndmesti v hlavnom meste. Namestia st oznacené ¢islami
od 1 po n.

Nasleduje n — 1 riadkov, ktoré popisuja ulicky mesta. Na kazdom riadku st dve ¢isla x; a y; udavajice ulicku
medzi ndmestiami x; a y;. Tato ulicka je obojsmernd a d4 sa nou prechadzat v Tubovolnom smere. Plati, Ze
1 < 2; # y; <n a mapa vytvorend zo zadanych uli¢iek spliia podmienky uvedené v ¢asti ,Stfazna tloha“.
Dalsi riadok obsahuje ¢&islo k (0 < k < n) — pocet namesti, do ktorych moze byt umiestneny start alebo koniec
trasy. Za nim je riadok s k r6znymi, medzerami oddelenymi, ¢islami p; az py — ¢isla vyhovujticich namesti. Plati,
zel <p; <n.

Na vystup vypiste jediné ¢islo — maximalny pocet nekrizujtcich sa tras zacinajacich a konciacich na vyznacenych
namestiach, ktoré je mozné na mape vyznacit.

Hodnotenie

Plny pocet bodov mozete ziskat za rieSenie, ktoré efektivne vyriesi lubovolny vstup, v ktorom plati n < 1000 000.
A7 6 bodov mozete ziskat za rieSenie, ktoré efektivne vyriesi lubovolny vstup, v ktorom plati n < 1000000 a
zaroven predpokladate, Zze k = n (¢iZze na kaZdom namesti sa d& zaéinat aj koncit trasa).

Za TubovoIné spréavne rieSenie rieSenie ziskate asponi 3 body.

Upozornenie: pri opravovani tejto tlohy budeme obzvl4st prihliadat na odévodnenia spravnosti vasich rieSeni.
Pokuste sa preto ¢o najlepsie zdovodnit, Ze vami ndjdeny vysledok je naozaj maximélny mozny a Ziaden iny

.....
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Priklad

vstup vystup

NN OO0 Owow

= ON OO W we~ o

36857

Zadané mesto zodpoveda mape zobrazenej na obrazku vyssie. Kriuzky st namestia, pricom zelenou st oznacené
tie, kde mozu zacinat a koncit trasy.

Napriek tomu, Ze mame aZ 6 takychto ndmesti, nevieme navrhnit viac ako dve nekrizujiice sa trasy. Existuje
viacero moznosti na vytvorenie tychto dvoch tras. Jednou z nich st trasy 5—9—2—7 a1l — 3 — 6. (Vsimnite
si, Ze trasa moze prechddzat aj cez iné ,zelené“ ndmestia, a tieZ ze rozne trasy moézu byt rozne dlhé.)
Rovnako dobre by sme vSak mohli napriklad namiesto trasy 1 — 3 — 6 pouzit trasu 1 — 3 alebo1 —3 —4 — 8.
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B-11-4 Bitové operacie

K tejto tlohe patri aj Studijny text uvedeny na nasledujicich stranach. Je totozny so Studijnym textom z
domaceho kola.

Podiloha A (1 bod). V registri « je vstupné ¢islo. NapiSte program, ktory v konstantnom dase zrotuje bity
tohto ¢isla o tri pozicie doprava.
Napriklad ak mame registre s B = 8 bitmi, pre vstup = 10111111 je spravnym vystupom 11110111.

Podiloha B (5 bodov). V registri = je vstupné ¢islo. NapiSte program, ktory zisti, ¢i sa toto ¢islo d& zapisat
ako rozdiel dvoch roznych mocnin dvojky. (Plny pocet bodov je za rieSenie v konstantnom case.)

Podiloha C (4 body). V registri  je vstupné ¢islo. Je zarucené, ze x je rovné 2¥ — 2% pre nejaké y, z také,
ze 0 < z <y < B.

Napiste program, ktory z ¢isla 2 uréi hodnoty y a z. Na plny pocdet bodov je potrebné, aby casova zlozitost
véasho programu bola lepsia ako linedrna od poctu bitov registra.

Studijny text: Registre

Jednou zo zékladnych operacii, ktoré vedia moderné procesory robif, je aritmetika na prirodzenych éislach.
Presnejsie, nejde o vypocty so skutoénymi prirodzenymi ¢islami (ktoré mézu byt lubovolne velké), ale o vypocty
na celodiselnych registroch. Na register sa mozeme divat ako na celoéiselnii premennii s pevne zvolenym poc¢tom
bitov. Tento podet bitov budeme oznacovat B.

Velk4 vicsina sucasnych procesorov mé tzv. 64-bitovi architektiru, ¢o okrem iného znamené, Ze celo¢iselné
registre, s ktorymi pracuji, maji 64 bitov (teda B = 64).

Na ¢islo, ulozené v B-bitovom registri, sa mdzeme pozeraf viacerymi sposobmi. Niekedy sa nam oplati tieto
hodnoty interpretovat ako celé éisla so znamienkom (signed int), v nasom Studijnom texte aj v sufaznych
ulohach si vSak vyberieme iba najjednoduchsiu moznost (unsigned int). Na jednotlivé bity registra sa budeme
divat ako na cifry nezédporného celého ¢isla zapisaného v dvojkovej sustave. V. B-bitovom registri teda vieme
ulozit hodnoty od 0 az po 28 — 1.

V tomto studijnom texte si budeme ukazovat priklady hodnot v registroch a operécie s nimi. V tychto prikladoch
budeme kvoli lepsej ¢itatelnosti pouzivat len hodnotu B = 8 (teda osembitové registre). Najmenej vyznamny
bit piseme najviac vpravo. Teda napr. hodnota 00000000 ulozené v osembitovom registri predstavuje ¢islo 0,
hodnota 00000101 ¢islo 5 a hodnota 10000000 ¢islo 128.

V hardvéri procesore s ¢asti, pomocou ktorych vie procesor robit rézne jednoduché opericie s registrami. V
nasledujicom texte sa zoznamime s niektorymi z nich.

Aritmetické operacie

Zékladné aritmetické operécie s séitanie, od¢itanie, nésobenie, celodiselné delenie a zvySok po deleni. Znadit
ich budeme + - * div mod.

Sé¢itanie a nasobenie funguji presne ako v dvojkovej stustave, s jednym rozdielom: pri vypoctoch méze dojst k
preteceniu, teda k situécii, kedy by sme na ulozenie vysledku potrebovali viac bitov ako mame k dispozicii. V
takejto situacii najvyssie bity bity, ktoré sa do registra nezmestia, jednoducho odignorujeme. Napr. ak sc¢itame
10000000 + 10000000, dostaneme 00000000.

Rozmyslite si, ze takto ulozen4 hodnota zodpoveda zvysku, ktory dava skutoény vysledok po deleni 25. (Bity,
ktoré sa do registra nezmestili, totiz predstavuji tiuto a vyssie mocniny dvoch.) Preto niekedy hovorime, Ze pri
tychto vipoctoch pouzivame moduldrnu aritmetiku, respektive Ze vietky tieto vypocty robime ,modulo 25¢.

Odc¢itanie sa tieZ sprava rovnako, len tentokrat moze prist k podteceniu — ak od mensieho &isla od¢itame vidsie,
mali by sme dostat zdporny vysledok. Aj vtedy sa jednoducho budeme spravat tak, ako keby sme pocitali
modulo 28, Teda napr. —1 je to isté, ako 28 — 1.

Predstavte si vietkych 2 moznych hodno6t napisanych za radom po obvode kruhu, v smere ruciciek. Operacia

.....

znova od nuly. Presne rovnako robi operacia -7 posun o 7 pozicii proti smeru ruciciek.
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Delenie a zvysok nemaji problémy s preteéenim ani podtecenim, len si musime dat pozor na to, Ze delif nulou
je zakdzané (a sposobi chybu, ked sa o to pokusime).

Bitové operacie

Dalsiu triedu operacii predstavuju operacie, ktoré priamo manipuluj s bitmi v registri.

Prvou je unarna operacia not, ktora vSetky bity zmeni na opa¢né. Napr. z hodnoty 00010110 dostaneme
operaciou not hodnotu 11101001.

Dalej tu mame binarne operacie and (,,a sti¢asne“), or (,alebo®) a xor (exclusive or, teda ,,bud alebo“).
Vsetky tieto operécie vyrobia z dvoch hodnét jednu nov, ale kazda inac¢. Pri operéacii and maja vo vystupnej
hodnote hodnotu 1 tie bity, ktoré mali hodnotu 1 v jednom a sucasne v druhom vstupe. Pri operécii or su to tie
bity, ktoré mali hodnotu 1 v jednom alebo v druhom vstupe. No a pri operacii xor maji vo vystupnej hodnote
hodnotu 1 tie bity, ktoré mali hodnotu bud v jednom, alebo v druhom vstupe, ale nie v oboch naraz.

Pri pocitani tychto operécii je praktické napisat si vstupy aj vystup pod seba. Potom kazdy bit vystupu zavisi
len od bitov vstupu, ktoré st v jeho stipci. Priklad:

x = 00101101
y = 01100110
x and y = 00100100
x or y = 01101111
x xor y = 01001011

No a na zaver tu mame eSte dve operécie: bitové posuny shl a shr (shift left, shift right).

Operéacia x shl y zoberie bity hodnoty x a posunie ich o y pozicii dolava. Na lavom konci registra sa takto
najvyznamnejsich y bitov dostane na pozicie, ktoré sa uz do registra nezmestia. Tieto bity stratime. Na-
opak, na pravom konci registra vznikne y volnych pozicii. Tieto bity nastavime na nulu. Teda napriklad
01101001 shl 2 = 10100100.

Posun doprava funguje analogicky, napr. 10111111 shr 3 = 00010111.

Rozmyslite si, ze kazdy posun dolava hodnotu v registri vynasobi dvoma, zatial ¢o kazdy posun doprava ju
vydeli dvoma (a zahodi zvysok).

Programovanie pomocou registrov

Programy, ktoré budeme pisat, mozete pisat v lubovolnom beZnom programovacom jazyku, len budeme mat
nasledujiice tpravy:

e Neexistuju ziadne funkcie, podprogramy ani ni¢ podobné.

e Jediny datovy typ je ,register”, teda kazd& premennd pouzitd v programe predstavuje nejaky register.
Neexistuju polia ani ni¢ zlozitejsie.

e Premenné netreba deklarovat. Ak nie je povedané ina¢, kazd4 premennd obsahuje hodnotu 0, ked je
prvykrat pouzité.

e Pri pisani programov budeme pre jednoduchost explicitne predpokladat, ze B = 64. (Pri analyze ich
dasovej zlozitosti vSak budeme B braf ako parameter — teda bude nas zaujimat, ako zavisi pocet krokov
vypoctu od pocétu bitov v registri.)

Priklad

V registri x je vstupna hodnota. Zistite, ¢i je pocet bitov nastavenych na hodnotu 1 parny.
Riesenie 1.

V cykle prejdeme vSetky bity registra a spoéitame, kolko ich je nastavenych.

Kontrolu, ¢ je bit ¢éislo ¢ nastaveny, vieme spravit napriklad nasledovne. Hodnota 1 mé nastaveny na 1 len bit
¢islo 0. Hodnota 1 shl i mé nastaveny na 1 len bit ¢islo i. Ak teraz vypocitame x and (1 shl i), st len dve
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moznosti: ak mal aj v x bit ¢islo ¢ hodnotu 1, bude tento bit nastaveny na 1 aj vo vysledku. V opac¢nom pripade
bude vysledok zjavne nulovy.
Vysledny program v pseudokdde:

pocet_jednotiek = 0
for i = 0 to 63:
if (x and (1 shl i)) != O:
pocet_jednotiek += 1

if pocet_jednotiek mod 2 == O then print(’parny’) else print (’neparny’)

Ind moZnost ako spravit tu isti kontrolu je naopak posuntf hodnotu z o i pozicii doprava a potom sa
pozrief na jej najmenej vyznamny bit. Namiesto (x and (1 shl i)) != 0 sme teda mohli pisat aj napr.
(x shr i) mod 2 ==

Riesenie 2.

Pozrime sa presnejsie, ¢o robi operacia -1 v dvojkovej sustave. Ak od¢itame 1 od neparneho ¢isla, len zmenime
najmenej vyznamny bit z 1 na 0. Ak odé¢itame 1 od parneho ¢isla, zmeni sa najmenej vyznamny bit z 0 a 1 a
nastane prenos — ¢iZe sa posunieme o bit dolava a chceme odéitat 1 od neho. Takto pokracujeme dalej, az kym
nenarazime na prvy bit s hodnotou 1. Napr. ak od¢itame 1 od 01101000, dostaneme 01100111.

Vzdy sa teda stane to, Ze napravejsia 1 sa zmeni na 0 a vSetky 0 za nou sa zmenia na 1.

Vsimnime si teraz, ¢o dostaneme, ked zoberieme nejaké nenulové x a vypoditame hodnotu x and (x-1). Na
najvyznamnejSich bitoch sa x a  — 1 zhoduju, tieto teda ostant zachované. Az na konci je rozdiel: kym x konéi
100...0, x — 1 konéi 011...1. No a and tychto dvoch casti zjavne obsahuje samé nuly.

Hodnota x and (x-1) maé teda presne tie isté jednotkové bity ako x, s jedinym rozdielom: najmenej vyznamnéa
jednotka zmizla. A toto ndm pontka novi moznost, ako spocitat jednotkové bity v danom registri:

pocet_jednotiek = 0O
while x != O:
x = x and (x-1)
pocet_jednotiek += 1

Riesenie 3.

V tomto rieseni vyuzijeme silu paralelizmu. Predstavte si, ze sme nas 64-bitovy register rozdelili na dva 32-
bitové. Co sa stane, ak vypoc¢itame ich xor? Ak sa stretnti dva bity s hodnotami 0 a 1, bude vo vysledku 1. Ak
sa stretnt dve 0 alebo dve 1, bude vo vysledku 0. V oboch pripadoch teda plati, ze vysledna 32-bitova hodnota
ma rovnaku paritu poctu jednotiek ako pévodna 64-bitova.

No a teraz mozeme pokracovat rovnako dalej: rozdelime 32-bitovy register na dva 16-bitové, atd. Po niekolkych
kolach ndm uZ ostane len jeden jediny bit a toho paritu uz skontrolujeme lahko.

Ako ale rozdelit 64-bitovy register na polovice? Horni polovicu bitov vieme dostaf tak, Ze posunieme bity
registra doprava: x shr 32 ma na 32 najvyznamnejSich poziciach nuly a na 32 najmenej vyznamnych pozicidch
ma 32 najvyssich bitov hodnoty ulozenej v z. Hodnota x xor (x shr 32) ma preto na najnizsich 32 pozicidch
tych 32 bitov, ktoré sme chceli dostat. A rovnako méZzeme pokracovat aj dalej. Program teda moze vyzerat
nasledovne:

xor (x shr 32)
xor (y shr 16)
xor (y shr 8)
xor (y shr 4)
xor (y shr 2)
xor (y shr 1)
if y mod 2 == 0 then print(’parny’) else print(’neparny’)

YWY <d <
<Y<Y <9 M
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Toto riesenie funguje, ale vo vyslednom y ndm na poziciach inych ako poslednej vznikol neporiadok. Pre na-
zornost si ukdZeme, ako sa ho zbavit. Uz vieme, Ze x shr 32 mé v lavej polovici nuly. My by sme teraz chceli
spravit to isté aj s druhou polovicou registra — teda spodnych 32 bitov nechat na mieste a hornych 32 nastavit
na nuly. Toto vieme spravif viacerymi sposobmi. Jedna moznost je posuntt obsah tohto registra najskor o 32
pozicii dofava (¢im zahodime Tavych 32 bitov povodnej hodnoty) a potom naspét o 32 pozicii doprava (¢im ich
nahradime nulami). UniverzélnejSou technikou na realizéciu opericie ,tieto bity si chcem nechat a tamtie chcem
zahodit“ je pouzitie and. Vyrobime si hodnotu, ktord mé jednotky na pozicidch, ktoré chceme, a nuly na tych,
ktoré nechceme. Ked spravime and hodnoty x a takto pripravenej hodnoty (ktorej zvykneme hovorit ,bitova
maska“), dostaneme presne to, ¢o sme chceli.

Hodnotu by sme do programu mohli zadatf ako konstantu (pri¢om zviésa takéto konStanty piSeme priamo v
dvojkovej alebo Sestnastkovej stistave), vieme si ju ale aj fahko vypoéitat: je to hodnota 232 — 1, ktorti vieme
vyjadrit napriklad ako (1 shl 32) - 1.

Iné verzia vysSie uvedeného programu by teda mohla vyzerat nasledovne:

lava = x shr 32 ; prava = x and ((1 shl 32) - 1) ; y = lava xor prava
lava = y shr 16 ; prava = x and ((1 shl 16) - 1) ; y = lava xor prava
lava = y shr 8 ; prava = x and ((1 shl 8) - 1) ; y = lava xor prava
lava = y shr 4 ; prava = x and ((1 shl 4) - 1) ; y = lava xor prava
lava = y shr 2 ; prava = x and ((1 shl 2) - 1) ; y = lava xor prava
lava = y shr 1 ; prava = x and ((1 shl 1) - 1) ; y = lava xor prava

if y == 0 then print(’parny’) else print(’neparny’)

Riesenie 4.

Vys$sie uvedené rieSenie vlastne na zéver vypocitalo xor vSetkych bitov registra . Vedelo to spravif rychlo, lebo
kazdou operaciou xor sme naraz prexorovali vela dvojic bitov.

Inou moZnostou, ako dosiahnut to isté, je zac¢at od susednych dvojic bitov: bity si rozdelime na 32 po sebe
iduacich dvojic, kazdu dvojicu prexorujeme, vysledky si rozdelime na 16 po sebe iducich dvojic, kazda dvojicu
prexorujeme, a tak dalej, az kym prexorovanim poslednych dvoch vysledkov nedostaneme hladany vystup. V
programe by tento postup vyzeral nasledovne:

xor (x shr 1)
xor (y shr 2)
xor (y shr 4)
xor (y shr 8)
xor (y shr 16)
xor (y shr 32)
if y mod 2 == 0 then print(’parny’) else print(’neparny’)

YWY« <
<Y<Y <9 M

Zhrnutie.

Riesenie 1 potrebovalo na vypocet parity poc¢tu jednotiek pocet krokov priamo imerny hodnote B. Pocet krokov
riesenia 2 bol priamo timerny skuto¢nému poctu jednotiek — v najhorSom pripade bol teda stale priamo tmerny
B, ale ¢astokrat mohlo toto rieSenie byt rychlejsie.

RiesSenie 3 aj riesenie 4 mali pocet krokov priamo tmerny dvojkovému logaritmu ¢isla B. (Ak by sme napriklad
B zvicsili zo 64 na 128, prvému rieSeniu by pribudlo 64 iteracii, zatial ¢o tretiemu aj Stvrtému rieSeniu by
pribudol len jeden krok.)
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