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A-11-1 Kozmonauti

Tri body sa dali ziskaf za priamodiare riesenie hrubou silou: pre kazdu dvojicu dobrovolnikov vyhodnotime, ¢i
spliiaji podmienky zo zadania. (Podotykame ale, Ze na tri body bolo potrebné splnif vietky formalne nalezitosti
— uviest dolezitt cast implementécie, popis riesenia a odhad jeho ¢asovej zlozitosti.)

Prefixové sucty

Ak mame malé M, modzeme si cely vstup nakreslit ako bitmapu: vysku a vdhu kazdého dobrovolnika budeme
chépat ako stradnice policka v nej.

Ked mame takato bitmapu, vedeli by sme tlohu riesit v ¢ase O(nM) jednoducho tak, ze pre kazdého dobrovol-
nika prejdeme cez vSetky kombinacie vysky a véhy, ktoré moze mat jeho partner, a zakazdym sa pozrieme do
bitmapy, ¢i taky partner existuje.

Odhad c¢asovej zlozitosti vyplyva z toho, Ze ak poznadme parametre h; a w; prvého dobrovolnika, tak druhy
dobrovolnik musi spliiat bud (hj = hi £dp, a w; € [w; — dy,w; + dy]) alebo naopak (h; € [h; —dp, h; +dp] a
w; = w; £d,,). Kazdej moznosti zodpoveda nanajvys zhruba 4M pripustnych kombinécii vysky a vahy druhého
dobrovolnika.

Takéto rieSenie eSte nestaci na Sest bodov, vieme ho ale zefektivnit vhodnym predpocitanim. Potrebujeme
vlastne vediet pocet dobrovolnikov na obvode obdlznika v nasej bitmape.

(hi — dp,w; — dy)

B
- (hiyw;)
|

(hi + dp, w; + dy)

Na toto mozeme lahko pouzif tzv. prefixové sucty. Mozeme si predstavit, Ze na kazdom policku nasej bitmapy
méame napisané ¢islo: poc¢et dobrovolnikov s presne takymi parametrami. Potom odpoved, ktort hladame pre
konkrétneho dobrovolnika, je st¢tom ¢&isel vo vSetkych na obrazku vyznadenych polickach.

Existovali dva zhruba rovnocenné pristupy. Pri prvom si predpoc¢itame prefixové stucéty zvlast pre kazdy riadok
a pre kazdy stlpec. Potom Ifubovolny stéet, ktory hladame, ziskame ako st¢et vhodngch dvoch kusov riadkov a
dvoch kusov stlpcov. Druhou moznostou bolo rovno pouzit dvojrozmerné prefixové suéty a odpoved ziskaf ako
sticet celého obdlznika minus sicet jeho vnutra.

Detaily o tejto technike najdete v Kucharke KSP: https://www.ksp.sk/kucharka/prefixove_sumy/ a https:
//www.ksp.sk/kucharka/2d_prefixove_sumy/.

Vzorové riesenie

Predchadzajtce riesenie upravime tak, aby sme pracovali len s tymi polickami bitmapy, ktoré naozaj niekoho
obsahuju.

Predstavme si teda kazdého dobrovoInika ako jedno poli¢ko so stiradnicami (h;, w;). VSimnime si, ¢o sa stane, ked
vSetkych dobrovolnikov usporiadame podla vysky a pri rovnakej vyske podla vahy. Povedzme teraz, ze hladdame
dobrovolnikovi i partnera spliiajiceho h; = h; — dj,. Kla€ovym pozorovanim je, ze v naSom usporiadanom poli
tvoria takito dobrovolnici stdvisly isek. A kedZze maji vSetci rovnakt vysku, su usporiadani podla hmotnosti, a
teda dokonca plati, Ze ti z nich, ktori st naozaj kompatibilni s dobrovolnikom ¢, tvoria suvisly tsek v naSom
poli.

Takyto tsek vieme efektivne najst v ¢ase O(logn) pomocou bindrneho vyhladdvania. (V programe to robime
tak, ze knizni¢nymi funkciami 1ower_bound a upper_bound najdeme iteratory na zaciatok a koniec tohto useku. V

strana 1z 11 aloha A-II-1


https://www.ksp.sk/kucharka/prefixove_sumy/
https://www.ksp.sk/kucharka/2d_prefixove_sumy/
https://www.ksp.sk/kucharka/2d_prefixove_sumy/

36. ro¢nik (2020/2021)
rieSenia krajského kola
kategoria A

Olympidda v informatike
http://oi.sk/

konstantnom ¢ase potom vieme od seba tieto iteratory odéitat a zistit, aky dlhy tsek medzi nimi lezi.)
Nasledne vieme rovnako néjst tisek vyhovujucich partnerov s vyskou h; +dj,. No a navysSe si pripravime aj druhé
usporiadané pole, tiez obsahujtce vSetkych dobrovolnikov. Toto pole si usporiadame primérne podla véhy a az
sekunddrne podla vysky. V takomto poli zase plati, ze ked pozname presni vdhu ¢loveka, ktorého hladame,
dostavame jeden stvisly tsek kandidatov usporiadanych podla vysky.

A tym sme uz takmer hotovi, len si treba dat pozor na to, aby sme nezapocitali dvakrat Iudi, ktori sa od
aktuéalneho dobrovolnika lisia aj vo vyske o presne dj, aj vo vahe o presne d,,. V programe to robime tak, Ze pri
presnej vahe sa pozerame len na vysky v intervale od h; — dp + 1 po h; +dp — 1.

Takéto rieSenie ma Casovu zlozitost O(nlogn): aj kvoli triedeniu, aj kvoli tomu, Ze potom pre kazdého dob-
rovolnika robime konstantne vela binarnych vyhladavani, kazdé v ¢ase O(logn). Pamiifova zlozitost je zjavne
linearna.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

// struktura na ulozenie dobrovolnika
struct dobrovolnik { int h, w; };

// porovnavacie funkcie primarne podla vysky a primarne podla vahy
bool podla_vysky(const dobrovolnik &A, const dobrovolnik &B) {

if (A.h != B.h) return A.h < B.h; else return A.w < B.w;
}

bool podla_vahy (const dobrovolnik &A, const dobrovolnik &B) {
if (A.w != B.w) return A.w < B.w; else return A.h < B.h;

}

int main() {

// nacitame vstup

int N, dh, dw;

cin >> N >> dh >> dw;

vector<dobrovolnik> DHW, DWH;

for (int n=0; n<N; ++n) {
int h, w;
cin >> h >> w;
DHW.push_back ( {h,w} );
DWH.push_back ( {h,w} );

}

// usporiadame obe postupnosti
sort ( DHW.begin(), DHW.end(), podla_vysky );
sort ( DWH.begin(), DWH.end(), podla_vahy );

// pre kazdeho dobrovolnika zistime pocet kompatibilnych
long long odpoved = 0;
for (int i=0; i<N; ++i) {
int h = DHW[i].h, w = DHW[i].w;
// zaratame tych s extremnou vyskou
for (int hj : {h-dh, h+dh}) {
auto lo lower_bound( DHW.begin(), DHW.end(), dobrovolnik{hj,w-dw}, podla_vysky )
auto hi upper_bound ( DHW.begin(), DHW.end(), dobrovolnik{hj,w+dw}, podla_vysky
odpoved += (hi - lo);

}

// zaratame tych s extremnou vahou ale nie extremnou vyskou

for (int wj : {w-dw, w+dw}) {
auto lo lower_bound( DWH.begin(), DWH.end(), dobrovolnik{h-dh+1l,w]j}, podla_vahy
auto hi upper_bound ( DWH.begin(), DWH.end(), dobrovolnik{h+dh-1,wj}, podla_vahy
odpoved += (hi - lo);

}

// kazdu dvojicu sme zaratali dvakrat
cout << (odpoved / 2) << endl;

A-11-2 Laboratérne protokoly

Ak sa Misova a RiSova hodnota liSia, je zjavne jedno, ¢i jednu zvac¢sime alebo druhtl zmensime, ich rozdiel sa
tym zmeni rovnako. Stac¢i sa preto pozerat len na tieto rozdiely. Mdme teda postupnost a; = |m; —r;| a chceme
minimalizovat stcet vietkych a?.
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Vzorové rieSenie zostrojime postupne v dvoch krokoch. Najskor si dokdzeme, Ze pri rieseni tejto tlohy funguje
jednoduché pazravé stratégia, a potom si ukazeme, ako ju efektivne implementovat.

Pazravy algoritmus

Pazravéa stratégia je pomerne zjavna. V prvom rade je zjavné, ze chceme hodnoty a; postupne v nejakom poradi
znizovat, az kym bud nedostaneme vSetky na nulu alebo nespravime vsetkych k povolenych tprav.

V druhom rade si méZzeme vSimnut, Ze ak zmensime 1 na 0, zmenSime tym odchylku pre toto meranie len o 1,
ale ak namiesto toho napriklad zmensime iny prvok 10 na 9, zmensime jeho odchylku z 102 na 92, teda az o
19. Zjavne plati, ze ¢im v&cSi prvok postupnosti a zmensime, tym viac celkova odchylka klesne: zmena z a; na
a; — 1 zmen{ odchylku z a? na (a; — 1), &ize o 2a; — 1.

Toto pozorovanie nés teda privadza na myslienku, Ze v kazdom kroku budeme chcief zmensit aktudlne najvicésiu
z hodnot a;. Toto tvrdenie si teraz dokazeme.

Zjavne stac¢i dokéazat, ze v prvom kroku rieSenia moZeme zmensit najvicsiu z hodnét a;. Korektnost celého
algoritmu potom vyplynie jednoducho z opakovaného pouzitia tejto ivahy.

Nech teda bez ujmy na vSeobecnosti a; = max(a) > 0. Tvrdime, Ze existuje optiméalne riesenie, ktoré v prvom
kroku zmensi a;.

Majme lubovolne rieSenie. Ak toto riesenie v fTubovolnom kroku zmensi a;, moze ho zmensit hned v prvom kroku
— na poradi krokov nezalezi. A ak toto rieSenie nikdy hodnotu a; nezmensi, pozrime sa na to, ¢o spravilo v
poslednom kroku: zmensilo vtedy nejak int hodnotu. T4 hodnota vtedy nemohla byt viicésia ako a1 na zaciatku,
a teda ak namiesto toho, Ze na konci zmensime ju, zmensime hned na zaciatku a;, dostaneme aspon rovnako
dobré riesenie.

Ukézali sme teda, Ze ku kazdému rieseniu vieme najst aspon rovnako dobré rieSenie, ktoré zaéne tym, ze zmensi
najvicsiu hodnotu. Tym je naSe tvrdenie dokazané.

Sikovna priamodiara implementécia tohto pazravého riesenia vedela ziskat 7 bodov. Prvky a; si ulozime do
vhodnej datovej Struktiry, ktord ndm umozni efektivne hladaf aktudlne najvicsi z nich. Asi najjednoduchsou
takouto Struktdrou je binarna halda s maximom v koreni. No a potom uz len k-krat vyberieme maximum, o 1
ho zmensime a vlozime ho naspif. Celkova ¢asova zlozitost takéhoto riesSenia vie byt O(n + klogn).

Efektivna implementacia

Predstavme si, ze sme si vSetky hodnoty a; usporiadali od najvic¢Sej po najmensiu. Situdciu si mozeme znazornit
graficky, kazdé a; bude jeden riadok guli¢iek. Napr. a = (9,7,6,6,6,3, 1) si predstavime nasledovne:

000000000
0000000
000000
000000
000000
000

0

Ked teraz postupne zmensujeme tieto a;, na obrdzku sa to prejavi tak, Ze sprava dolava postupne odoberdme
gulicky. V ramci stipca je jedno, v akom poradi to robime, budeme to preto robif systematicky zhora dole.
Napr. vo vyssie znazornenej situécii by sme pre k = 12 postupne odobrali gulicky, ktoré st nizsie nahradené
hviezdickami.

0000*****
0000**x*
0000**
00000*
00000=*
(a]0]0]

0
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Tento proces chceme vediet robit efektivnejsie. Prvym pokusom by mohlo byt neodoberat gulicky po jednej ale
robif to stipec po stipci. Toto este nestaéi: najlepsie, o vieme dosiahnuf, je, Ze namiesto k krokov ich budeme
maf zhruba k/n, najhorsi pripad ostdva dokonca rovnaky — ak je jedno a; vyrazne viicsie ako ostatné, nadalej
odoberame gulicky po jednej.

Lepsie bude postupovaf po celjch blokoch stipcov. Blok stipcov bude stvisla sada stipcov rovnakej dlzky. V
nasom pripade teda bloky vyzeraji nasledovne:

0loolooololoo
oloolooolol

oloojooo] |

0loo|oo0|
0loo|ooo|
olool |
ol I |

Blokov stlpcov je vzdy najviac n, lebo ako ideme sprava dolava, kazdy blok mé viac riadkov ako ten predcha-
dzajuci.

No a v kazdom bloku tvoria guli¢ky obdlznik. Pren vieme v konstantnom ¢ase vypodcitat, aky je velky, a teda
¢ ho este odoberieme cely. A ked prideme k bloku, ktory uz cely odobraty nebude, v linedrnom ¢ase vieme
povedat, v akom stave skondi.

Najpomalsou ¢astou celého tohto riesenia je teda usporiadanie hodndt a;, na ktoré potrebujeme O(nlogn) casu.
Zvysok rieSenia je uz linearny od n.

Listing programu (Python)

N, K= [ int(_) for _ in input().split() ]
M = [ int(_) for _ in input().split () 1
R = [ int () for _ in input().split() ]
A = [ abs(m-r) for m,r in zip(M,R) ]
A = list (reversed(sorted(A))
A.append (0)
print (A)
if K >= sum(A) :
print (0)
exit ()

for n in range (1,N+1):
if A[n] < A[n-1]:

print (n)
# prvych n riadkov tvori dalsi blok
sirka = A[n-1] - A[n]

print (n, sirka, K)

if n % sirka < K:
# cely zoberieme a este pokradujeme
K -= n % sirka

else:
# v tomto bloku konéime

# zistime, kolko celych stipcov zoberieme a kolko zoberieme z nasledujiceho
cele_stlpce = K // n

ostalo = A[n-1] - cele_stlpce

kratsie = K % n

# odoberieme vSetky tieto gulicdky a s&itame odchylky za aktudlny blok
odpoved = kratsie * (ostalo-1)*%*2

odpoved += (n-kratsie) * ostalo*x2

# a pripoditame zatial nedotknuté riadky, ktoré esSte do aktudlneho bloku nepatria
odpoved += sum( a**x2 for a in A[n:] )

print (odpoved)

break

A-11-3 Babicky

Vyriesme najskor jednoduchsiu tlohu: bez deda Jozefa. Zaujima nas teda len to, ¢i existuje nejaka cesta, pocas
ktorej nas neprekimia.

Stavy
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Predstavme si, Ze sa pohybujeme po dedine. V Iubovolnom okamihu tesne po navsteve nejakého domu zavisia
nase moznosti od troch parametrov:

e Cislo domu, pri ktorom prave stojime (n moznosti).
e Ci sme uZ boli u nejakej babicky (2 moznosti).
e Akt dlhi sériu navstivenych rodinnych domov prave méme (k 4+ 1 moZznosti).

Ak pozname tieto tidaje, vieme o lubovolnom pldne dalSej cesty povedat, ¢i je alebo nie je pripustny. Tejto sade
udajov budeme preto hovorit nds stav.

Stavov je zjavne 2n(k + 1). Nie vSetky stavy st skutoc¢ne dosiahnutelné — ak sme uz boli u nejakej babicky,
nemohli sme potom byf v ziadnych rodinngch domoch, a teda naga séria ma dizku 0. Skuto¢ne dosiahnutengch
stavov je len n + n(k + 1). Pri pisani programu je ale pohodlnejsie, ak v3etky stavy ,vyzeraji rovnako“, preto
sme ich definovali vyssie uvedenym sposobom.

Stavovy priestor

Ak vieme, v akom sme stave, a pohneme sa k susednému domu, vieme jednoznacne urcit, do akého nového stavu
sa dostaneme. Takto dostdvame novy graf, ktorému zvykneme hovorif ,stavovy priestor. Vrcholy tohto grafu
st jednotlivé stavy, hrany zodpovedaji akciam, ktoré moZzeme robit.

Nasu tlohu vieme teraz riesit Standardnym prehladdvanim. Ked chceme vediet, ¢i existuje postupnost krokov,
ktora nas dostane do domu n, zaujima nés vlastne otdzka, ¢i sa vieme dostat zo stavu ,som pri dome 1, nebol
som u babi¢ky a mam 0 navstivenych rodinnych domov v rade* do TubovoIného stavu, v ktorom si pri dome n.
Prehladévanie stavového priestoru (& uz do $irky alebo hibky) ma ¢asovii zlozitost priamo timernt jeho velkosti,
teda celkovému poc¢tu jeho vrcholov a hrén. Uz vieme, Ze vrcholov je O(nk) — kazdy dom zodpoveda O(k) stavom.
V kazdom stave mame tolko moZnych akcii, kolko snehovych tunelov vedie od doty¢ného domu. A teda celkovy
pocet akcii (hran nasho nového grafu) je rddovo k-krat viacsi ako celkovy pocet tunelov. Hréan teda mame O(mk),
Cize celkovd Casova zlozitost je O((m + n)k).

Pomocou tohto rieSenia uz vieme ziskat 5 bodov za stufaznu ulohu. Ak je v dedine nanajvys 10 babiciek, je
nanajvys 10 moznosti, kde bude dedo Jozef. Pre kazd(i moZnost si spravime stavovy graf pre vSetky domy
okrem toho prave zakazaného a prehladdvanim overime, ¢i existuje sposob, ako sa dostat k domu n. Ak budu
vSetky tieto kontroly tispesné, dedina je priechodné, ak ¢o len jedna kontrola zlyhd, dedina priechodné nie je.

\/zorové rieSenie 1

Zoberme stavovy graf pre uplne celt dedinu a zistime, ¢i sa vieme dostat do domu n. Ak nie, dedina urcite nie
je priechodné. Ak ano, st dve moZnosti. Ak sme sa pri ndjdenom rieSeni nezastavili u Ziadnej babicky, dedina
priechodnd zjavne je — toto rieSenie modzeme pouzit bez ohladu na to, kde bude dedo Jozef.

Ostéva nam teda moznost, ze sme nasli rieSenie, pri ktorom sme sa zastavili u niektorej konkrétnej babicky.
Prvé, ¢o teraz spravime, je Ze zistime, u ktorej to bolo. Toto vieme spravit klasickou tpravou prehladévania
grafu, pri ktorej nie len zistime, ¢i je ciel dosiahnutelny, ale aj nidjdeme jednu cestu dom. Na to si pre kazdy
vrchol (stav) sta¢i pamétat, z ktorého vrcholu sme doni prvykrat prisli. Akondhle nase prehladdvanie ispesne
pride do ciela, mdézeme sa po zapamiitanych hranach postupne vratit na Start a takto zostrojif cestu zo Startu
do ciela.

Ked sme toto do riesenia pridali, vieme teda, Ze sme nagli rieSenie, pri ktorom nas vykfmi konkrétna babicka B.
Co to znamena? Ak bude dedo Jozef u tiplne hociktorej inej babicky, mozeme pouzif toto riesenie. (Zjavne Ziadny
platny prechod dedinou neméze navstivit viac ako jednu babicku.) Jediné, ¢o potencidlne kazi priechodnost
dediny, je teda prave babicka B. Ostava nam teda prave jedna nezodpovedana otazka: ak bude dedo Jozef prave
u babicky B, vieme ho obist?

No a toto vieme zistif druhym prehladdavanim, pri ktorom do stavového priestoru zahrnieme vSetky domy okrem
domu babicky B.

Takto sme teda celd sutazni ulohu vyriesili v éase O((m + n)k), bez ohladu na to, kolko existuje babiciek.
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Vzorové rieSenie 2

Existuje aj mnoho inych postupov, ako dosiahnut rovnakt ¢asovu zlozitost. Naértneme este jeden, ktory sa viac
podoba na riesenia doméceho kola.

Najskor zistime, ¢i existuje platna cesta do ciela, ktord obide vSetky babicky. Ak 4no, mozeme ju vzdy pouzif
a teda je dedina priechodnd. Ak nie, kazd4 cesta musi navstivit prave jednu babicku.

V prvom rade si vS§imneme, Ze od babicky do ciela musime ist uZ len cez prazdne domy. Vieme teda v pé6vodnom
grafe (vrcholy st domy) spustit prehladdvanie od domu n a zistit, pre ktoré babicky toto vieme urobit. Ostatné
babicky od tejto chvile mozeme uplne zabudnuf, ako keby neexistovali — zjavne sa u nich nikdy nemdézeme
zastavit, bez ohladu na to, ¢ tam je alebo nie je dedo Jozef. A naopak, akonéhle dosiahneme hociktori z
,dobrych“ babiciek, ktoré ndm zostali, uz je jasné, ze sme vyhrali.

Teraz spustime prehladavanie celého stavového priestoru zo Standardného zaciatku (sme hladni pri dome 1) bez
nejakého Specifického ciela — nechdme ho prejst cely stavovy priestor a o plne vSetkych stavoch zistif, ¢i st
dosiahnutelné.

No a uz sme skoro hotovi. Ak st dosiahnutelné stavy kde sme u babicky pre aspoi dve rozne dobré babicky,
tak je dedina priechodnd, ak je dosiahnutelnd nanajvys jedna dobra babicka, tak dedina priechodné nie je.
Program uvedeny nizsie implementuje toto riesenie.

Listing programu (C++)

#include<vector>
#include<queue>
#include<iostream>
using namespace std;

int n, m, k;
vector<int> typ; // Vrcholy budeme &islovat 0...(n-1) misto 1...n
vector<vector<int>> e; // Hrany

// Prehladdvanie do S$irky od konca, S$iriace sa len cez vrcholy typu 0
vector<bool> najdi_dosiahnutelne_vrcholy_od_konca() {

vector<bool> dosiahnutelny(n, false);

queue<int> g;

dosiahnutelny[n-1] = true;
g.push(n - 1);

while (!g.empty()) {
int v = g.front();

q.pop () ;

for (int w : e[v]) { // Iterujeme cez vsSetkych susedov
if (dosiahnutelny[w]) continue;
dosiahnutelny[w] = true; // Ako dosiahnutelnych oznaéime vSetkych...
if (typlw] == 0) |

g.push(w); // ... ale dalej sa hybeme len cez prédzdne domy.
}
}
}
return dosiahnutelny;

}

// Prehladdvanie stavového grafu do S$irky, zadinajic hladni v dome O.
// 0d babidiek dalej nepokraduje.
// Vrati pre kazdy dom, &i bol v nejakom stave dosiahnutelny.
vector<bool> najdi_dosiahnutelne_vrcholy_zo_startu() {
vector<vector<bool>> navstiveny;
// Prva siradnica je &islo domu, druha diZka série rodinnych domov
navstiveny.resize (n);
for (int 1 = 0; 1 < n; ++1i)
navstiveny[i].resize(k + 1, false);

vector<bool> dosiahnutelny (n, false);
queue<pair<int, int>> qg;
// Zlozky zaznamu vo fronte zodpovedaji suradniciam stavu

navstiveny[0] [0] = true;
g.push ({0, 0});

while (!qg.empty()) {
pair<int, int> v = g.front();

q.pop () ;

dosiahnutelny[v.first] = true;

if (typlv.first] == 2) continue; // Od babidiek dalej nepokradujeme
for (int w : e[v.first]) {

// Po k rodinnych domoch musime ist ku prazdnemu
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}

if (v.second >= k && typ[w] != 0) continue;

// Upravime diZku série rodinnych domov
int nova_sytost = ((typ[w] == 1) ? v.second+l : 0);

// Bk sme uz v tomto stave boli, ignorujeme ho
if (navstiveny([w] [nova_sytost]) continue;

navstiveny[w] [nova_sytost]=true;
g.push ({w, nova_sytost});

}

return dosiahnutelny;

int main() {

cin >> n >> m >> k;

typ.resize(n);
e.resize(n);

for (int 1 = 0; i < n; ++i) cin >> typl[il;

int x, y;

for (int 1 = 0; 1 < m; ++i) {
cin >> x >> y;
——x; —--y; // éislujeme od nuly
e[x].push_back (y);
e[y].push_back (x);

}

vector<bool> dosiahnutelne_od_konca = najdi_dosiahnutelne_vrcholy_od_konca();
vector<bool> dosiahnutelne_zo_startu = najdi_dosiahnutelne_vrcholy_zo_startu();

// Ak existuje cesta bez navstevy babidky, vyhrali sme
if (dosiahnutelne_zo_startul[n-1]) {

cout << "ANO” << endl;

return 0;

}

// Inak potrebujeme na vyhru mat aspon dve ”dobré” babidky, ktoré sui dosiahnutelné
// aj od Startu Yubovolne, aj z ciela cez prazdne domy.
int pocet_dobrych_babiciek = 0;
for (int 1 = 0; 1 < n - 1; ++1i) {
if (typ[i] == 2 && dosiahnutelne_od_konca[i] && dosiahnutelne_zo_startuli])
++pocet_dobrych_babiciek;
}

if (pocet_dobrych_babiciek >= 2)
cout << ”ANO” << endl;

else
cout << ”NIE” << endl;

A-11-4 Externad pamat

Poduloha A: selection sort

V podtlohe A malo rieSenie dve hlavné sti¢asti: Najskor bolo treba zvladnuf implementéciu tak, aby sme nemuseli
kvoli kazdému pristupu do pola pristupovat na disk, a nésledne spravne odhadnuf casovi a komunikacnii
zlozitost ziskanej implementécie.

Selection sort m4 sice uz aj pri implementacii v paméti kvadraticki ¢asovu zlozitost, mé4 vSak mila vlastnost,
ktorej zvykneme hovorit cache-friendly: k prvkom v pamiti ¢asto pristupuje sekvenéne, vdaka ¢omu mé potom
nizsiu komunika¢nt zlozitost ako niektoré iné kvadratické algoritmy. Toto mé potom v praxi za dosledok, ze
skutoéna Casové zlozitost tohto algoritmu mé kvadraticky ¢len prendsobeny len malou konstantou. Moderné
implementacie kniZniénych algoritmov pre usporiadanie pola pouZivaju nejaky takyto algoritmus pre tseky
pola po nejaki konstantni dizku (napr. 64 prvkov), kedze vdaka malému konstantnému faktoru st pre tieto
vstupy rychlejsie ako vSeobecné algoritmy s lepSou asymptotickou ¢asovou zloZitostou.

Néjdenie minima v tseku dizky d bude zjavne mat ¢asovii zlozitost ©(d). Tento tisek pola je na disku ulozeny
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v nanajvy$ |d/b| + 2 roznych blokoch. Ked si ddme pozor, aby sme kazdy blok len raz nacitali do pamite a
potom sa pozreli na vSetky relevantné prvky, dostaneme komunika¢ni zlozitost ©(d/b).

Nésledntt vymenu dvoch prvkov uz implementujeme priamociaro: nacitame vsetky bloky, ktorych sa vymena
tyka (niekedy je to jeden, niekedy st dva), vymenu spravime a bloky znova ulozime na disk. Toto mé konstantna
dasovl aj komunikacnu zlozitost, je to teda zanedbatelné v porovnani s nadjdenim minima, ktoré vymene pred-
chadzalo.

Celkovt ¢asovi a komunikaéni zloZitost dostaneme ako studet cez vSetky mozné hodnoty d. U ¢asovej zloZitosti
zjavne dostaneme odhad ©(n?) — postupne prechddzame n, n—1, n—2, ... prvkov. U komunikaénej zlozitosti je
to o osi zlozitejsie, ale nie prilis. Nie tiplne exaktne mozeme uvazovat nasledovne: pocas ©(n?) krokov algoritmu
radovo po kazdych b pristupoch k prvku pride jedno é&itanie z disku. Citani z disku je preto ©(n?/b).
Exaktnejsi vypocet je asi najjednoduchsie robit od konca: Najskér budeme mat niekolko (nanajvys b) itercii,
kedy pri hladani minima nac¢itame do pamite len jeden blok. Potom pride b iteracii kedy budeme prechadzat
dva bloky, b iterdcii s tromi blokmi, a tak dalej az po iterdcie pocas ktorych budeme prechadzat rddovo n/b
blokov. Mame teda n séitancov s priemernou velkostou radovo n/2b, ¢ize celkovd komunikacéné zloZitost vychdadza

O(n?/b).

Listing programu (Python)

# v pamidti uZ mame:
# - kons$tantu B oznadujicu velkost bloku na disku
# - premenni N obsahujécu diZku pola

def vymen (i, Jj):
# vymeni prvky na indexoch i a j
blok_i, blok_j = i//B, j//B

if blok_i == blok_j:
kus_pola = Read( blok_1i )
kus_pola[i%B], kus_pola[j%$B] = kus_pola[]j%$B], kus_pola[i%B]
Write( blok_i, kus_pola )
else:
kus_pola_1i, kus_pola_j = Read( blok_i ), Read( blok_3j )
kus_pola_1i[i%B], kus_pola_j[J%B] = kus_pola_3j[j%B], kus_pola_i[i%B]

Write( blok_i, kus_pola_i )
Write( blok_j, kus_pola_j )

def najdi_index_minima (k) :
# nadjde index najmensSieho prvku v x[k:N]

# naditame do pamdte kus pola obsahujici prvok na indexe k
# zapamidtdme si jeho hodnotu
kus_pola = Read( k//B )
odpoved = k
minimum = kus_pola[k$B]
for 1 in range(k+l, N):
if i%B == 0: # treba naditat novy blok do pamite
kus_pola = Read( 1//B )
if kus_pola[i%B] < minimum:
odpoved, minimum = i, kus_pola[i%B]
return odpoved

# selection sort:

for k in range (N):
idx = najdi_index_minima (k)
vymen ( k, idx )

Pozor na rekurziu

Skor, nez sa pustime do riesenia podulohy B, este sa pristavime pri rekurzii. Na problém s nou sme uz upozor-
fovali aj v Studijnom texte. Kazdé volanie funkcie potrebuje svoj zdznam na zasobniku (napr. aby sme vedeli,
kde v programe pokracovat po ukondeni volania funkcie) a tieto zdznamy tieZ spotrebtivaji pamit, ktord méme
k dispozicii.

V beznej praxi na problém nedostatku miesta na zasobniku narazime len zriedkavo a aj to len u programov,
ktoré pouzivaji ozaj hlbokt rekurziu — napr. rekurzivne prehladavanie obrovského grafu do hibky. A aj v
tychto situdcidch pretecenie zasobnika nastane len preto, Ze operacné systémy (a tiez niektoré interpretery, napr.
Python) maji na velkost zasobnika vlastné umelé obmedzenie, ktoré je vyrazne mensie ako celkové mnozstvo
dostupnej pamiite.

U algoritmov, ktoré zasobnik vyuzivaju ,len tak trofku“ ndm ani nenapadne zamyslat sa nad tym, Ze by nam

strana 8 z 11 tloha A-II-4



36. ro¢nik (2020/2021)
rieSenia krajského kola
kategoria A

Olympidda v informatike
http://oi.sk/

nemusel stacit. Kanonickym prikladom algoritmu z tejto kategdrie je triedenie mergesort. Ten vzdy deli aktuédlny
kus pola na polovicu, a teda poéas celého behu triedenia na poli velkosti n hibka rekurzie nikdy neprekroéi log, n:
teda aj pre pole s miliardou prvkov budeme mat naraz na zdsobniku nanajvys 30 volani nasej rekurzivnej funkcie.
No lenze v naSom modeli sa hrdme dplne inG hru. Zrazu mame pamite len velmi malo a nemdme nijaké
obmedzenia na to, aké velké méze byt n v porovnani s velkostou bloku. A teda ani len algoritmus s hibkou
rekurzie log, n si nemdzeme dovolif — napr. pre vstupy, v ktorych je n > 2° by sme uz potrebovali hibku
zasobnika viac ako b.

Nastastie nds tento problém nijak vyrazne neobmedzi — algoritmy pre triedenie, ktoré pozname v rekurzivne;
podobe, sa bez prilisnej namahy daji upravit aj do podoby, ktora rekurziu nevyuziva.

Podiloha B: efektivhe externé triedenie

Najjednoduchsie moznosti pre efektivne externé triedenie su zalozené bud na tprave algoritmu quicksort alebo
algoritmu mergesort. My si popiSeme mergesort, kedZe u toho vieme lah$ie dosiahnut, aby sme aj v najhorsom
pripade mali ¢asovi zlozitost ©(nlogn).

Mergesort sa tradi¢ne zvykne implementovat ako rekurzivny algoritmus, rekurzia je ale len néstrojom pre nase
pohodlie. Ststredme sa len na samotny postup vyroby usporiadaného pola: na zac¢iatku méame n jednoprvkovych
tsekov a postupne spajame kratsie usporiadané tseky do dlhsich. Ak by sme zvladli rozumne implementovat
takéto spajanie tisekov, mali by sme uz z polovice vyhraté.

A skutocne, spajanie dvoch usporiadanych tsekov do jedného nevyzera nijak komplikovane. Pri jeho klasickej
implementacii vlastne len oba vstupné tseky postupne ¢itame zlava doprava a vzdy nds zaujima len prvy
nespracovany prvok z kazdého tseku. Prave spractivané prvky sa nam do pamite bez problémov zmestia a
sekvenc¢né ¢éitanie postupnosti vieme aj pri praci s diskom robit efektivne.

Ale skor, nez sa pustime do implementécie spajania tsekov, eSte spravime jeden pripravny krok. Aby sme si
zbyto¢ne nekomplikovali Zivot tisekmi, ktoré zac¢inaji a kondia kdesi uprostred nasich blokov, nebudeme zacinat
od tsekov dizky 1. Namiesto toho jednoducho zoberieme zvlast kazdy blok nasej postupnosti do pamiite, tam
ho cely usporiadame a ulozime naspif na disk. Zaéinat nas vlastny mergesort teda budeme az v situécii, kde
méme na disku n/b usporiadangch postupnosti, kazda dizky b. Kazdy zo spajanych tisekov bude odteraz presne
zaberat niekolko celych blokov disku.

Pri spdjani dvoch usporiadanych tisekov do jedného pouzijeme volné bloky za koncom postupnosti ako pomocnt
pamit. V pamiti si vidy budeme drzat tri bloky: dva vstupné (z kazdej postupnosti ten obsahujtci aktudlny
prvok) a jeden vystupny.

No a ked uz méame tito pomocnu funkciu, budeme len iterovat spajanie dvojic tisekov do jedného, az kym
nedostaneme len jeden tisek. Jednotlivé fazy spdjania budeme volat kold. V kazdom kole si aktudlne tseky
rozdelime do dvojic a kazda dvojicu spojime.

Ak napriklad mame 14 jednoblokovych tsekov, tak v prvom kole postupne spojime prvy s druhym, treti so
stvrtym, atd., ¢im dostaneme sedem dvojblokovych tsekov. Z nich v druhom kole vzniknd uz len Styri tseky
(prvé tri budu stvorblokové, posledny bude kratsi), v trefom kole spravime zo $tyroch tisekov dva a v poslednom
kole spojime tieto dva tseky a dostaneme usporiadané pole.

No a uz ndm ostava len odhad zlozitosti.

V prvom rade si rozmyslime, Ze nase vylepSenie (nezac¢inat od jednoprvkovych tsekov ale kazdy blok samostatne
usporiadat) na asymptoticka ¢asova zlozitost nemé vplyv. Pocas usporadavania blokov totiz spravime rddovo
rovnako vela prace ako by sme spravili pocas tjch uSetrenych kol. (Ak by b bolo mocninou dvoch a my by sme
pouzili na usporiadanie blokov mergesort, urobili by sme dokonca presne tie isté porovnania a spdjania.)

No a v druhom rade si uz len sta¢i uvedomit, Ze iterativne implementovany mergesort mé rovnaki asymptoticki
¢asov zlozitost ako ten klasicky rekurzivny: prebehne postupne O(logn) kol a v kazdom spravime O(n) operacii.
Nasa implementécia mé preto éasovi zlozitost O(nlogn).

Ako je to s komunika¢nou zloZitostou? Pri tvodnom triedeni blokov spravime n/b ¢itani a n/b zapisov. Ked
spajame dokopy dva tseky, ktoré maji dokopy k blokov, spravime 2k ¢itani a 2k zapisov blokov. Dokopy teda
v kazdom kole spravime nanajvy$ 4(n/b) operacii s diskom. No a kol mé4 nasa implementacia [log,(n/b)] kol,
takze dokopy spravime nanajvys 2(n/b) + 4(n/b)[log,(n/b)] operacii s diskom.
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Listing programu (Python)

from model import read_input_sequence
read_input_sequence (' 4a.in’
from model import Read, Write, B, N

# spoj usporiadané postupnosti tvorené blokmi s &islami [zl:z2] a [z2:2z3]
def spoj_useky(zl, z2, z3):
i, j = z1%B, z2x*B
vystup = []
zout = N // B
while 1 < z2x%B or J < z3xB:
# ak ideme spracovat prvy prvok bloku, musime si ho najskdr naditat z disku

if i < z2%B and i%B == 0: vstupl = Read(i//B)
if § < z3%B and j%B == 0: vstup2 = Read(j//B)
# ak je niektord postupnost prazdna, zoberieme z druhej, inak zoberieme mensi
if (j == z3%B) or (i < z2xB and vstupl[i%B] < vstup2[j%$B]):
vystup.append( vstupl[i%B] )
i+=1
else:
vystup.append( vstup2[j%$B] )
j +=1
# ak uz mame plny vystupny blok, uloZime ho na disk
if len(vystup) == B:
Write (zout, vystup)
vystup = []

zout += 1

# a uZ len presunieme spojent postupnost z pomocnej “pamdte” naspat
for 1 in range(z3-zl):
Write( zl+i, Read( N//B + i ) )

# mergesort

# usporiadame jednotlivé bloky
for i in range(N//B):
Write( i, sorted( Read(i) ) )

# kym mdme viac ako jeden usek, robime kolo spajania
pocet_usekov, dlzka_useku = N//B, 1

while pocet_usekov > 1:
for 1 in range (pocet_usekov//2):
spoj_useky ( (2%1i)=*dlzka_useku, (2%i+1)=*dlzka_useku, min(N//B, (2%i+2)x*dlzka_useku) )
pocet_usekov = (pocet_usekov + 1) // 2
dlzka_useku *x= 2

Poduiloha C

Hlavna vec, ktora sa zmeni, ked mame k dispozicii viac pamiite, je, Ze si mdZeme dovolit spajat viac postupnosti
naraz.

V prvom rade sa zamyslime, ako presne to robif — presnejsie, ze to nemozeme robif tplne hlipo. Ak by sme
pri spajani p postupnosti do jednej postupovali tak, ze v kazdom kole sa pozrieme na vSetkych p zaciatkov a
vyberieme najmensi z nich, dostali by sme pre n-prvkové postupnosti ¢asovi zlozitost O(np). Klasicky mergesort
v8ak vie tieto postupnosti pospdjat v ¢ase O(nlogp): bude mat O(logp) kol spajania a kazdé z nich bude mat
¢asovi zlozitost O(n).

Nastastie takito st ¢asovi zlozitost vieme dosiahnuf aj my jednoduchym vylepSenim. Na zaciatku zoberieme
z kazdej postupnosti jej prvy (najmensi) prvok a vsetky tieto prvky vlozime do prioritnej fronty. (T4 moZzeme
implementovat napr. ako bindrnu haldu s minimom v koreni.) No a potom spéjanie postupnosti prebieha tak, ze
vzdy z prioritnej fronty vyberieme minimum, to priddme do usporiadanej postupnosti, a nasledne do prioritnej
fronty priddme dalsi prvok z tej postupnosti, z ktorej bol prave spracovany. Takto v kazdom kole potrebujeme
len ¢as O(log p) na najdenie a spracovanie aktudlneho minima, a teda p postupnosti dlzky n spojime v rovnakej
asymptotickej Casovej zlozitosti ako klasicky mergesort.

No dobre, ale ak tym nezmenime asymptotickil éasovi zlozitost, preco to vobec robit? Prave preto, Ze tym
vieme zlepsit komunika¢ni zlozitost (a tak ¢asto v praxi aj redlny ¢as behu programu).

Spoditajme si, ¢o sa stane, ked budeme pri mergesorte vzdy spajat dokopy aZ p postupnosti naraz. Zmeni sa
nam pocet kol spajania: namiesto log, n ich bude log, n. No a nadalej bude platif, ze v kazdom kole kazdy blok
vstupu len kostantne velakrét nacitame a zapiseme, takze komunika¢nd zlozitost bude O((n/b) log, n).

Zjavne ¢im vicsie p vieme zvolif, tym vicsi je zdklad logaritmu a teda tym mensia je vyslednd komunika¢né
zlozitost. Aké najviiésie mozeme zvolit p? V pamiti naraz potrebujeme mat p+ 1 blokov (po jednom vstupnom
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pre kazdi postupnost a jeden vystupny) a prioritnd frontu (t4 méa len prvok na postupnost, ¢ize zabera zhruba
b-krat menej miesta). Ak napriklad zvolime p = m/(2b), zaberieme o ¢osi viac ako polovicu dostupnej pamiite,
a to je tak akurdt. Dostavame teda vysledni komunika¢ni zlozitost O((n/b) log,, /(2p) 1)-

Na zdver eSte uvedieme, Ze sa dd dokdzat, Ze tento algoritmus méa pre naSe zadanie asymptoticky optimélnu
dasovll aj komunikaénu zlozitost.
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