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B-1-1 Korytnacie preteky

T4to tiloha bude &oskoro pouZitid aj v prvom kole aktualneho roénika stitaze PRASK, vzorové rieSenie k
nej preto zverejnime aZz po uplynuti terminu na jej odovzdanie. Ak ste vSak tlohu riesili, budeme radi, ak zapo-
jite aj do stitaze PRASK (https://prask.ksp.sk/), ktora je od tohto roku uréend nielen zdkladoskolakom,
ale aj prvakom strednych s$kol.

B-1-2 Trojuholniky

Prvym krokom je si jasne sformulovat, ¢o musi platif pre mnozinu pali¢iek, ktoré mdzeme vybrat. Nato aby
sa z kazdej trojice paliiek dal vyrobif trojuholnik musi pre kazdu trojicu paliciek s dizkami a, b, ¢ platit
trojuholnikova nerovnost a+ b > c¢. Ulohu si tiez mozeme preformulovat tak, Ze hladame najvicsiu podmnozinu
palic¢iek, pre ktort tato rovnost nie je porusena.

PriamociarejSie pomalsie rieSenie

Prvym riesenim je vyskusat vSetky podmnoziny drievok a pre kazdu overit, ¢i neobsahuje trojicu, porusujicu
trojuholnikovii nerovnost. Podmnozin mnoziny s velkostou n je 2™. Overenie konkrétnej podmnoziny drievok
vieme robit jednoducho v kubicky ¢ase a to tak, Ze overime vSetky trojice, ktorych je radovo az O(n?). Vysledna
¢asové zlozitost tohto priamociareho riesenia je O(2" - n3). Pamétova zloZitost je iba linedrna - O(n). MoZe sa
to zdaf zlé avsak na nejaky bodovy zisk to stacilo.

Zrychlenie overovania

Nachvilu sa pozastavme pri druhom kroku ndsho prvého riesenia a to overovanie ¢i vSetky trojice z podmnoziny
spliiaji trojuholnikovii nerovnost. To ¢o vlastne robime je, Ze sa snazime najst trojicu, ktora nerovnost porusuje.
Ako by sme taktto trojicu vedeli najst rychlejsie? Ak sa pozrieme na samotnt nerovnost a + b > ¢, vieme ju
slovami naformulovat takto: Hladdme jedno ¢islo (c¢), ktoré je viicésie ako stucet nejakych dvoch inych(a, b). Ak
by sme chceli najst trojicu porusujicu toto pravidlo, je logické, ze za ¢ chceme zvolit maximum z dfZok drievok,
ktoré mame k dispozicii. Stdet a a b chceme zas minimalizovat. Je teda logické, Ze za tieto hodnoty zvolime
najkratsie drievka, ktoré mame k dispozicii. Rozmyslite si, Ze ak tieto tri ¢isla aj tak spliiajii trojuholnikovii
nerovnost, potom kazdé 3 ¢isla z podmnoziny ju spliaj tiez. Vidime, ze len pomocou dvoch najmensich a
najvicsieho drievka vieme rychlo rozhodnuf, ¢i vietky trojice spliiaju trojuholnikovii nerovnost. Ak si drievka
usporiadame, vieme predchddzajice rieSenie zlepsit a riesit kazdt podmnozinu v ¢ase O(n) ¢o ndm zlepsi asovi
zlozitost nasho riesenia na O(2" - n).

V/zorové riesenie

Ak by nédm niekto povedal, ktoré dve najkratsie palicky a a b budeme mat vo vybere, tak uz je tym optimalny
vyber pali¢iek jednoznac¢ne uréeny. Totiz palicky dlzky a + b a viac zobrat nemozeme (netvorili by trojuholnik
s najkratiimi dvoma), ani palicky dizky menej ako b zobrat nemozeme (neboli by nase dve palicky najkratsie),
no a vsetky ostatné palicky mozeme zobraf a dostaneme platné rieSenie — a zjavne najvicsie tohto typu.

Na zéklade tohto pozorovania sa teraz daji spravit riesenia stifaznej tlohy v ¢ase O(n?), pripadne O(n?logn).
My v8ak chceme lepSie, tak rozmyslajme dalej.

Ak by nam niekto povedal, ktord palicka b bude druhd najkrat$ia v Timovom vybere, ako zvolit najkratSiu?
Mozeme teda ,pazravo® za a zobrat palicku bezprostredne predchédzajicu b.

Teraz teda vieme, Ze nejaké optimalne riesenie vyzera tak, zZe dve najkratsie palicky si dve po sebe iduce palicky
v tomto usporiadanom poradi. No a ak s tieto dve palicky a a b, tak potom do optimélneho vyberu patria aj
vietky nasledujtce palicky az po dlzku a + b — 1 vréatane.

Mozeme teda postupne vyskasat vSetky moZnosti pre najkrat$iu pali¢ku vo vybere. Ked vieme najkratsiu (a
teda vieme najkratsie dve), vieme pouzit bindrne vyhladévanie na to, aby sme nasli hranicu medzi palickami,
ktoré su este dostatocne kratke na to, aby patrili do vyberu, a palickami, ktoré uz su pridlhé. Pre kazdy z n
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moznych zadiatkov takto v ¢ase O(logn) zistime, kolko este pali¢iek vieme vybrat. No a tym pddom m4 aj tato
¢ast nasho riesenia celkovu ¢asovi zlozitost O(nlogn).

Listing programu (Python)

N = int ( input() )
palicky = [ int(_) for _ in input().split() 1]
palicky.sort ()
best = min (2, N)
for i in range (N-2):
male = palicky[i] + palicky[i+1]
lo, hi = i+1, N
while hi - lo > 1:
med = (lo + hi) // 2
if palicky[med] < male: lo = med
else: hi = med
best = max( best, lo-i+l )

print (best)

ESte lepsie riesenie

Ak by sme palicky dostali na vstupe uz usporiadané, isla by tato tloha riesif aj v linedrnom ¢ase. Predstavme
si, ze pre nejaki najkrat$iu palicku vieme, ktord najdlhsia palicka tiez patri do vyberu. Ked sa teraz posunieme
na nasledujtcu palicku a budeme skusat, ¢o by sa stalo, keby najkratSou vybratou bola ona, doteraz najdlh-
Sia vybratd palicka bude nadalej patrit medzi dostato¢ne kratke. Novi hranicu treba teda hladatf len od nej
dalej doprava. A to teraz stac¢i spravit obyc¢ajnym cyklom — postupne sa pozerame na dalSie palicky az kym
nestretneme pridlhi (alebo koniec pola).

Dokaz linedrnej Gasovej zloZitosti tohto rieSenia vieme zalozif na nasledovnej tvahe: predstavme si, Ze lavou
rukou ukazujeme na najkratSiu a pravou na najdlh$iu vybrana palicku. Vzdy, ked pohnem Tavii ruku o policko
doprava, budem musief pozerat, ¢i a o kolko pohnem doprava aj pravi. Dolezité ale je, Ze obe ruky sa hybu len
smerom doprava, a teda dokopy pocas celého behu programu len kazdou rukou raz prejdem celé pole.

Listing programu (Python)

n = int (input())
pal = [int (i) for i in input().split()]
pal.sort ()
best, koniec = 0, 0
for i in range(0, n - 2):
koniec = max(koniec, 1 + 2)

prvedva = pal[i] + pall[i + 1]

while koniec < n and prvedva > pall[koniec]:
koniec += 1

best = max (best, koniec - 1i)

print (best)

B-1-3 Delta Nilu

Prirodzenym riesenim je postupne simulovat plavbu vSetkych k lodi a po jednom prepinat smery v staniciach,
ktorymi plavaju. Takéto rieSenie je vSak pomalé, lebo pre kazda lod budeme musief prejst pomerne velkou
¢astou delty, navySe po niektorych vodnych tokoch budeme prechadzat opakovane.

Chceli by sme preto vediet pre k-tu lod najst rychlejsi spdsob na uréovanie smeru, ktorym sa bude plavit. Potom
by nadm stacilo iba sledovat jej cestu az do pristavu. Najprv sa zamerajme na Uplne prvi stanicu, ktort pri
plavbe stretne kazd4 lod. Nech z tejto stanice vychadza p roznych tokov, ktoré si oéislujeme od 1 po p, ktoré sa
cyklicky striedaju v poradi uréenom ich ¢islami, pricom po toku p nasleduje opét tok 1.

KedZe cez tito stanicu prejdu vSetky lode, pred tym, ako sa tadialto plavi lod k nastalo postupne k—1 posunuti.
Vieme na zéklade toho uréit, ktorj tok bude nasledovat? Ano, staci si uvedomit, ze toky sa cyklicky opakujt.
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Tokom 1 postupne prejda lode s ¢islami 1,p+1,2-p+1... Tokom 2 zase lode 2,p+2,2-p+2... VSeobecne
tokom y prejda lode y,p+ 4,2 -p+y...

Ked teda ¢islo k zapiSeme do tvaru z - p + y, tak hodnota y (musime ju vSak zvolit tak, aby platilo 1 <y < p)
nam urdi ¢islo toku, ktorym sa vydd lod k. No a tento zapis predsa reprezentuje delenie so zvySkom, kde hodnota
x je podiel a y je zvySok, vieme ho preto rychlo vypodcitat.

Teda, je to takmer delenie so zvyskom. Pri klasickom deleni so zvyskom st za zvySok pokladané hodnoty od 0
po p — 1, ¢o je od naSich hodnét o 1 posunuté. Aj toto je jednym z dévodov, preco informatici uprednostnuju
Cislovanie, ktoré zacina od 0. Pri pocitani s takymto ¢islovanim sa totiz pracuje o nieco jednoduchsie ako s tym
klasickym od 1. Aby sme sa vyhli zbytoénym podmienkam a komplikacidm, radsSej si upravime ¢islovanie, nase
toky teda nebudu ocislované od 1 po p ale od 0 po p — 1 a aj lode ocislujeme radsej od 0 po k£ — 1. Ni¢ sme v
skutoc¢nosti nezmenili, ale zrazu uz naozaj sedi, ze ked hladame ¢islo toku, po ktorom sa bude plavif posledné
lod, teda lod s ¢islom k — 1, stadi zobrat jej zvysok po deleni ¢islom p.

Uspesne sme teda zistili, kam zaboé&i nasa lod pri prvej stanici, vdaka ¢omu vieme, ktort stanicu navstivi ako
dalgiu. Vieme v8ak aj pri nej pouZit rovnaky trik? Problémom je, Ze nevieme, kolko lodi k tejto stanici smeruje
a teda kolko ich posunulo smer plavby. Prave od tohto po¢tu posunov totiz zévisi vysledné nastavenie. Ako teda
tato hodnotu vypodcitat?

Vratme sa eSte na chvilu k prvej stanici. Vdaka zvysku po deleni sme zistili, ktorym tokom sa musime vybrat,
chceme vSak zistit aj to, kolko z tjch k lodi tadial islo. Odpovedou je, Ze zhruba kazd4 p-ta lod, kedZe sa po p
cyklili. Ked sa vratime k nasemu predchadzajicemu zapisu, hodnotu k& — 1 sme vyjadrili ako x - p + y. Hodnota
y urcovala ¢islo toku, no a hodnota x urcuje prave pocet celych cyklov, ktoré na tejto stanici nastali a teda aj
pocet lodi, ktoré danym tokom smerovali. A nezabudneme zapocitat aj posledni lod, teda dokopy sa plavi dalej
tokom y prave x + 1 lodi.

V tomto momente mozeme vyuzit to isté riesenie, teda sa tvarit, Ze dalSia stanica je v skutoc¢nosti prva, ktort
tieto lode stretnti. Akurat tych lodi nie je k, ale  + 1 a néas zaujima cesta tej poslednej z nich, ktord méa ¢islo
. Ak mé teda dalSia stanica r tokov, tak opif vypocitame podiel aj zvysSok po deleni hodnoty x ¢islom r a to
nam urci jednak ¢islo toku, ktory nasleduje a aj pocet lodi, ktoré sa tymto tokom vydali.

Tento postup samozrejme mozeme dalej opakovat aj pri dal§ich staniciach, pri¢om prislusne redukujeme pocet
plaviacich sa lodi, az kjm nenarazime na pristav. Casova zlozitost takéhoto rieSenia je v podstate nezavisla od
hodnoty k, sta¢i ked prejdeme jednou cestou zadanej struktury, ktorej velkost je O(n).

Listing programu (Python)

n, k = map(int, input().split())
vetvy = [ list (map(int, input().split())) for i in range(n) ]

posledna_lod = k - 1

stanica = 0
while True:
if vetvy([stanica] [0] == -1:
print (stanica + 1) # toto je pristav
break

pocet_tokov = vetvy[stanica] [0]

dalsi_tok = posledna_lod % pocet_tokov
posledna_lod = posledna_lod / pocet_tokov
stanica = vetvy[stanica] [dalsi_tok + 1]

B-1-4 Bitové operacie

Podiloha A (3 body): test ¢&i je kladné &islo mocninou dvoch

Kladné ¢islo je mocninou dvoch, ked mé na 1 nastaveny prave jeden bit.

V studijnom texte sme v casti ,rieSenie 2 videli, Ze ked zoberieme nejaké nenulové z a vypocitame hodnotu
x and (x-1), zmenime tym posledna 1 v ¢isle  na 0.

Vieme teda povedat, Ze x je mocninou dvoch prave vtedy, ak po tejto operacii uz neostani nastavené na 1
ziadne bity — inymi slovami, ak (x and (x-1)) ==
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Podiloha B (3 body): tri jednotky vedla seba

Tentokrat zafunguje napriklad nasledovny test: (x and (x shr 1) and (x shr 2)) != 0.

V tomto teste sa pozerame na logicky and poévodného ¢isla x a jeho dvoch képii, ktoré st oproti x posunuté o
jednu a o dve pozicie doprava.

Najlavejsie dva bity vysledku operédcie x and (x shr 1) and (x shr 2) st vzdy nuly, lebo najlavejsie dva bity
x shr 2 st nuly. Dalsi bit vysledku je logick§m and-om najlavejsich troch bitov x, nasledujici bit je logickym
and-om druhého aZ Stvrtého bitu z, a tak dalej. Ak boli kdekolvek v x tri jednotky vedla seba, dostaneme
jednotku aj vo vysledku, a ak nie, v kazdej trojici bitov, ktorej and pocitame, bude aspon jedna nula, a teda
vo vysledku buda samé nuly.

Podiloha C (4 body): najvysSia mocnina dvoch deliaca dané kladné ¢&islo

TLahko nahliadneme, Ze vlastne mame zistit, kolkymi nulami kondi zapis ¢isla z v dvojkovej stistave. Na urcenie
tejto hodnoty pouzijeme bindrne vyhladavanie.

Potrebujeme teda vediet otestovat, ¢i je na konci x aspon k nul. Ako to spravit?

Cislo (1 shl k) - 1 ma hodnotu 2F — 1, inymi slovami, ma k najmenej v§znamnych bitov nastavenych na 1
a vSetky ostatné na 0.

Co sa stane, ked vypocitame bitovy and nasho x a tejto hodnoty? Ak x konéi aspoii k nulami, dostaneme zjavne
vysledok rovny nule. A naopak, ak je na konci x ntil menej ako k, tak poslednii jednotku v & budeme andovat
s jednou z jednotiek v (1 shl k) - 1, a teda dostaneme nenulovy vysledok.

Nizsie uvddzame jednu moznd implementaciu tohto rieSenia v Pythone. Operator & v Pythone je bitovy and,
operator << je posun dolava.

Listing programu (Python)

def konci_aspon_k_nulami (x, k):
return (x & ((1 << k) - 1) == 0)

def zisti_pocet_nul (x):
# invariant: x kondéi asporni lo, ale ostro menej ako hi nulami
lo, hi = 0, 64
while hi - lo > 1:

med = (lo + hi) // 2

if konci_aspon_k_nulami (x, med):
lo = med

else:
hi = med

return lo

Casova zlozitost tohto riesenia je logaritmické od velkosti registra, teda O(log B). Ak napriklad mdme 64-bitové
celo¢iselné registre, tak na zistenie po¢tu nil na konci x staci spravit len Sest testov.

Existuje aj vela inych sposobov ako robit kontrolu pocas bindrneho vyhladévania. Napriklad by sme mohli
z delit so zvySkom prislusnou mocninou dvoch, alebo by sme mohli x posuntt o k pozicii doprava a zase dolava
a pozriet sa, ¢ sa tym zmenilo.

Pozndmka k hodnoteniu: Zadanie tlohy bohuzial nebolo formulované dostato¢ne jednoznacne, a tak niektori
rieSitelia riesili Tahsiu tlohu: namiesto nami zamyslaného zistenia exponentu len zistili samotnd hodnotu tejto
mocniny (teda napriklad pre = 24 nevypoc¢itali hodnotu 3 ale hodnotu 23 = 8).

Tato verziu tlohy vieme riesit v konStantnom case: uz vieme, ze v x and (x-1) préave ten hladany bit ¢isla x
chyba, takze v x xor (x and (x-1)) je len ten hladany bit nastaveny.

KedZe nejasna formulécia zadania je nasou chybou, aj rieSenia tejto verzie tlohy sme uznévali ako spravne.
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