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zadania celostatneho kola, den 1
kategoria A

Priebeh celostatneho kola

Celostatne kolo 35. roénika Olympiddy v informatike, kategdrie A, sa konad v diioch 25.-28. marca 2020. Na
rieSenie tloh prvého, teoretického diia maju stutaziaci 4,5 hodiny ¢istého ¢asu. Rozne tlohy riesia sutaziaci na
samostatné listy papiera. Akékolvek pomdcky okrem pisacich potrieb (napr. knihy, vypisy programov, kalku-
lacky) st zakazané.

Co ma obsahovat riesenie tlohy?

e Slovne popiste algoritmus.
Slovny popis rieSenia musi byt jasny a zrozumitelny i bez nahliadnutia do samotného algoritmu/programu.

e Zdovodnite spravnost vasho algoritmu.
e Uvedte a zddévodnite jeho ¢asovii a pamitovi zloZitost.

e Podrobne uvedte dolezité casti algoritmu, idedlne vo forme programu v nejakom beZnom programovacom
jazyku.

e V pripade, Ze pouzivate vo svojom programovacom jazyku kniznice, ktoré obsahuji implementované datové
Struktury a algoritmy (napr. STL pre C++), v popise algoritmu struc¢ne vysvetlite, ako by ste napisali
program s rovnakou ¢asovou zlozitostou bez pouZitia kniznice.

Hodnotenie rieSeni prvého (teoretického) diia

Za kazdu tlohu mozete ziskat od 0 do 10 bodov.

Pokial nie je v zadani povedané ina¢, najdoéleZitejsie dve kritérid hodnotenia sii v prvom rade spravnost a
v druhom rade efektivnost navrhnutého algoritmu. Na vyslednom poécte bodov sa moze prejavit aj kvalita
popisu riesenia a zdovodnenie tvrdeni o jeho spravnosti a efektivnosti.

Efektivnost algoritmu posudzujeme vypod&itanim jeho ¢asovej zlozitosti — funkcie, ktora hovori, ako dlho vyko-
nanie algoritmu trvé v zavislosti od velkosti vstupnych parametrov. Nezavisi pri tom na konstantnych faktoroch,
len na radovej rychlosti rastu tejto funkcie.

V zadani tlohy mézu byt uvedené limity na velkost premennych. Tieto mdzete pouzit na odhad toho, ako dobré
vasSe rieSenie je. Na pocitaci, ktory vykona miliardu inStrukeii za sekundu, vyriesi vzorové rieSenie lubovolny
povoleny vstup nanajvys za niekolko sekind.
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A-111-1  Oplotenie zahradiek

Obdlznikovii oblast pody sa dediéi pozemkového magnéta Pisisvora rozhodli rozdelif plotmi na $tvorcové zah-
radky so stranou dlzky jeden meter a rozpredat. Problém je viak v tom, Ze v tejto oblasti je stavanie plotov
prisne regulované, a to nasledovne:

Plot musi byt rovny.

Plot musi byt rovnobezny s jednou zo stran pozemku a mat od nej celoc¢iselnii vzdialenost v metroch.
Ploty musia byt stavané postupne jeden po druhom.

Plot nesmie krizovat iné, skor postavené ploty.

Za kazdy plot je potrebné zaplatit registracny poplatok. Tento poplatok je jednoznacne uréeny stiradnicou,
na ktorej cely plot lezi. Poplatok nezévisi od dlzky plotu.

e Kazdy plot musi byt ¢o najdlhsi — vo chvili, ked je postaveny, sa ho nesmie daf predlzif do Ziadnej strany.

Obvod pozemku je uz oploteny, v jeho vnitri sa zatial Ziadne ploty nenachadzaja.

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu st celé &sla d, s udavajice dizku a sirku obdiznikového pozemku.

V druhom riadku je d — 1 celjch ¢isel z1,...,2z4—1, kde z; je poplatok za postavenie kazdého ,zvislého“ plotu,
teda plotu, ktorého kazdy bod je vzdialeny ¢ metrov od lavého okraja pozemku.
V trefom riadku je s — 1 celych ¢isel vy, ..., vs_1, udavajicich ceny za ,vodorovné“ ploty podla ich vzdialenosti

od horného okraja pozemku.

Vypoditajte a na vystup vypisSte minimalnu celkovii cenu, za ktort vieme postavit ploty tak, aby kazdé policko
velkosti meter krat meter bolo zo vSetkych strdn oplotené.

Obmedzenia a hodnotenie

Vsetky poplatky st kladné. Cena lubovolného korektného oplotenia sa pohodlne zmesti do beznej celoéiselne;
premenne;.

Za Tubovolné korektné rieSenie mozete ziskat aspor 3 body.

Za riesenie dostatocéne efektivne pre d, s < 50 mozete ziskat 6 bodov.

Obmedzenia pre optimalne riesenie imyselne neuvadzame. Upozornujeme vsak, ze u rieSeni, ktoré maji ambiciu
ziskat viac ako 6 bodov, je velmi dolezitou sicastou dokaz spravnosti pouzitého algoritmu.

Priklad
vstup vystup

33 (177 \
10 47
30 20

Na obrézku vlavo je zndzornené zadanie. Ciarkované ¢iary predstavuji miesta, kde treba postavit ploty. Cisla
udavajii ceny za postavenie kazdého plota v dotyénom riadku/stlpci. Na obrazku vpravo je znézornené jedno
mozné optimélne riesenie. Cisla predstavuji poradie stavania plotov.

I I
| |
| | 7
30 =F--4---t--1 b2
| |
| | 8 1
| |
20—+>fF-----r—--1 4 2
| |
| | 6
| |
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A-111-2 Horolezci

Horolezecky klub chysta n-diiovi expediciu. V kazdy den expedicie sa jeden z jej ¢lenov pokisi dosiahnut jeden
z okolitych vrcholov. Vrchol planovany na i-ty den je vysoky v; metrov.

Kazdy horolezec, ktory pdjde dosiahnut aspon jeden vrchol, potrebuje $pecidlny vystroj. Cena takéhoto vystroja
je priamo tmernd maximélnej vyske, po ktord je certifikovany. (Pre jednoduchost budeme predpokladaft, ze
vystroj certifikovany po vysku x stoji x eur.)

Horolezec moZe pocas expedicie svoj vystroj pouzit lubovolne velakrat. Kvoli bezpecnosti ¢lenov expedicie ale
platia nasledovné obmedzenia:

e Horolezec nesmie ist do vysky, na ktorti nemé certifikovany vystroj.
e Kazdy horolezec musi pouzivat svoj vlastny vystroj, nesmu si ich poZiciavat.
e Po kazdom pokuse o vrchol musi horolezec aspori dei oddychovat.

Dané st vysky v;. Navrhnite algoritmus, ktory vypocita minimélnu celkovii cenu potrebného vybavenia pre
expediciu. (Hladdme teda, kolko ¢lenov ma mat expedicia, aky vystroj ktorému z nich kupit a v ktory den koho
z nich poslat dosiahnut vrchol, pri¢om toto celé chceme spravit tak, aby celkova cena potrebnych vystrojov bola
¢o najmensia.)

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu je kladné celé ¢islo n. V druhom riadku vstupu st kladné celé cisla vy, ..., v,.
Na vystup vypiste minimélnu celkovi cenu horolezeckych vystrojov s ktorymi sa expedicia d4 zvladnut.
Obmedzenia a hodnotenie

Sucet vSetkych vySok sa pohodlne zmesti do beznej celociselnej premennej.

Za Tubovolné korektné rieSenie sa daju ziskat aspori 3 body. Za riesenie efektivne pre n < 100 mozete ziskaft
6 bodov, za rieSenie efektivne pre n < 1000 moZete ziskat 8 bodov, a za riesenie efektivne pre n < 30000 plnych
10 bodov.

Priklady

vstup vystup

5 | 17459 \
8485 8516 8586 8611 8848

Najvyssich pit osemtisicoviek. Optimalne riesenie je mat horolezca A s vystrojom certifikovanym po 8848 metrov
a horolezca B s vystrojom po 8611 metrov. Pokusy o dosiahnutie vrcholu budi robit v poradi ABABA.

vstup vystup

7 [10000 \
1200 7500 1100 1500 1400 1100 7300

Jedno mozné optimalne rieSenie: Horolezci A (vystroj po 1100), B (vystroj po 7500) a C (vystroj po 1400)
pojdu liezt v poradi CBABCAB.
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A-111-3 Exaktné exponencialne algoritmy

Této stitazna tiloha nadvizuje na tlohy z doméceho a krajského kola. Za samotnym zadanim tilohy ndjdete
Studijny text. Ten je totozny so Studijnym textom zo zadani domaceho kola. Podulohy su nezavislé, mozete ich
riesit v lubovolnom poradi.

Podiloha A (5 bodov).

Pripomenme si, ze v zoologickej zahrade zo studijného textu maja n zvierat, pricom existuje m dvojic zvierat,
ktoré nemozu byt spolu vo vybehu. Pre dané n, m a zoznam dvojic zvierat by sme teraz chceli zistit, ¢i sa da
vSetky tieto zvieratd rozmiestnit do troch vybehov. Navrhnite ¢o najefektivnejsi algoritmus riesiaci tto tlohu.

Ak m4 vaSe rieSenie ¢asovi zloZitost é(b”), tak moze ziskat nanajvys 5 bodov ak b < 2, nanajvys 3 body ak
b =2 a nanajvys 1 bod ak b > 2.

Podiloha B (5 bodov).
Vstup je rovnaky ako v podilohe A. Navrhnite algoritmus, ktory vypocita, kolko najmenej vybehov potrebujeme,
ak chceme kazdé zviera umiestnit do nejakého vybehu.

Na zisk 5 bodov treba ¢asovi zloZitost ©(b™), kde b < 3. Lubovolné rieSenie s exponencidlnou ¢asovou zlozZitostou
moze dostat aspoti 3 body. Riesenia s ¢asovou zlozitostou horsou ako exponencidlnou od n moézu ziskat nanajvys

1 bod.

Studijny text: Exaktné exponencialne algoritmy

Pri analyze algoritmov sa Casto stretneme so zjednodusenym tvrdenim, ze algoritmy s polynomidinou ¢asovou
zlozitostou povazujeme za efektivne, zatial ¢o algoritmy s ezxponencidlnou (a horSou) ¢asovou zlozitostou pova-
zujeme za neefektivne. V tomto ro¢niku olympiady trochu nahliadneme do sveta exponencidlnych algoritmov a
uvidime, Ze toto zjednodusSenie nemusi byt vzdy pravdivé.

Porovnanie casovych zlozitosti

Pre sticasné pocitace mozeme odhadnift, Ze za minttu zvladnu vykonat priblizne 10'° jednoduchych logickych
krokov programu. Ak teda mame algoritmus s ¢asovou zlozitostou f(n) a zaujima nds, aké velké vstupy dokaze
za minttu vyriesit, hladdme jednoducho najvicsie n také, ze f(n) < 10'°. Vysledky pre niektoré zaujimavé
funkcie uvddzame v tabulke.

f(n) nlogn n?  pd 3pt 20 142" 11" nl
maxn | 500000000 100000 2154 240 33 66 241 13

Vidime teda, ze napriklad medzi polynomialnou éasovou zlozitostou 3n* a exponencidlnou &asovou zlozitostou
1.1" nie je v praxi zase az taky velky rozdiel: rozsahy efektivne riesiteInych vstupov maju oba skoro rovnako
velké.

Mozno vam v tabulke padlo do oka, ze 66 je dvakrat 33. Toto nie je ndhoda. Totiz V2" = (21/2)n =2"/2. No

a to znamend, ze ak asovii zlozitost algoritmu zlepsime z 2" na /2 " a0 1.42", tak novy algoritmus zvladne za
rovnaky ¢as vyriesit priblizne dvakrat viacsi vstup ako ten povodny.

Tato tvahu vieme aj zovseobecnif. Vyraz a” mozeme upravit nasledovne: plati a = 2829 a teda a" =
(21°g2 “)n = 2nlog2 e Napriklad takto dostaneme, Zze 1.17 je priblizne to isté ako 20-13757  regp. 2n/7-27254
Zlepsenie ¢asovej zlozitosti z 2™ na 1.1 teda znamena, Ze novym algoritmom v rovnakom cCase vyrieSime vySe

.....

niekolkokrdt zvicsi rozsah vstupov, ktoré este vieme efektivne riesit.
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O tazkych problémoch

V teoretickej informatike pozndme znacné mnozstvo algoritmickych problémov, ktoré st fazké: nepozname
pre ne ziadne algoritmy s polynomiélnou ¢asovou zlozitosfou a ¢asto médme dobré dovody domnievaf sa, Ze
takdto ¢asova zlozitost sa pre tieto problémy vobec nedd dosiahnut. (Exaktny dokaz tejto domnienky pre jednu
konkrétnu sadu tazkych problémov je jednym z najvyznamnejsich otvorenych problémov v informatike.)

Z pozorovani, ktoré sme spravili v predchadzajicej casti studijného textu, vSak vyplyva jeden mozny ,smer
utoku“: ak narazime na takyto problém a potrebujeme ho vediet exaktne riesif, jednou z moZnosti, ktoré mame,
je snazit sa najst taky exponencidlny algoritmus, ktorého zaklad exponencilnej funkcie bude ¢o najmensi. Cim
blizsie k jednotke ho dostaneme, tym vicdsie vstupy eSte zvladneme v rozumnom case vyrieSit.

Vo zvysku tohto §tudijného textu si ukdzeme dva takéto fazké problémy a predvedieme si na nich dve techniky
navrhu Sikovnych exponencidlnych algoritmov.

Zapis casovej zlozitosti exponencialnych algoritmov

Pri odhade casovej zlozitosti klasickych efektivnych algoritmov zvykneme zanedbavat konsStanty. Namiesto
exaktného vydéislenia, ze algoritmus na vstupe velkosti n spravi nanajvys 7n? — 3n + 147 krokov, sa uspokojime s
asymptotickym odhadom ,c¢asové zlozitost algoritmu je O(n?)“ — &ize ,¢asova zlozitost je nejaka funkcia, ktord
rastie nanajvys radovo tak rychlo ako funkcia n2.

Pri analjze exponencidlnych algoritmov niekedy budeme podobnym spdsobom chciet zanedbat aj polynomidlne
faktory. Takyto horny odhad budeme zapisovat 0. Napriklad funkcie 1.9", 100 - 2" aj (3n? + 6)2" + n* patria
do O(2"), ale funkcia 0.047 - 2.01" tam uZ nepatri.

Formalne, funkcia f patri do O(g) prave vtedy, ak patri do O(p - g) pre nejaky polyném p.

Casova zlozitost rekurzivnych programov

Niektoré exaktné exponencidlne algoritmy s zaloZené na backtrackingu (teda rekurzivnom prehladévani s né-
vratom). Pri analyze ich ¢asovej zlozitosti budeme pouzivat nasledujice tvrdenie:

Veta o ¢asovej zlozitosti rekurzie. Majme rekurzivny algoritmus A, ktory pri rieSeni problému postupuje
nasledovne: Ak mé vstup malej konStantnej velkosti, vyriesi ho v konStantnom céase. Vo vSeobecnom pripade
pre vstup velkosti n postupne spravi k rekurzivnych volani, pri¢om pri i-tom z nich sa zavola na vstup velkosti
nanajvys n — a;. (Hodnoty k aj a; st konstanty, ktoré ostavaji rovnaké pocas celého behu algoritmu.) Okrem
tychto rekurzivnych volani uz algoritmus spravi len polynomialne vela krokov v zavislosti od n. Potom plati, Ze
Casové zlozitost tohto algoritmu je O(a"), kde « je jediné kladné redlne rieSenie rovnice
g Tl L Ak — ()

Naért dékazu. Ked si oznadime casovi zlozitost nasho algoritmu 7', z popisu algoritmu A dostadvame, ze T
splita rekurentny vztah: T'(n) = T(n—ay) +---+T(n—ay) +p(n), kde p je nejaky polyném. Ak zanedbame p a
hladéme ¢isti exponencialnu funkciu 7 spliiajicu tento rekurentny vztah, teda polozime T'(n) = o™, dostaneme
pre « prave vyssie uvedentd rovnicu. Néasledne sa dé ukéazat, Ze ked za « zoberieme jej kladné realne rieSenie, tak
nas algoritmus skuto¢ne spravi O(a™) rekurzivnych volani, a teda celkovy ¢as jeho behu vieme zhora odhadnit

O(p(n) - ™).

Priklady pouZzitia. Ak algoritmus pri rieseni problému velkosti n spravi dve rekurzivne volania na problémy
velkosti n — 1, dostavame rovnicu 2" — 2"~ ! — 2" ! = 0. Ked%e hladdme kladny redlny korei, mdzeme obe
strany vydelit nenulovym vyrazom z"~! a dostdvame x — 1 — 1 = 0, &ze x = 2. Tento algoritmus mé teda
casovi zlozitost O(2").

Ak vsak algoritmus spravi jedno rekurzivne volanie na problém velkosti n — 1 a jedno na problém velkosti n — 3,
dostaneme rovnakou tvahou rovnicu z® — 22 — 1 = 0. Tej jediny kladny realny koren je z =~ 1.4656. Plati
teda, ze takyto algoritmus ma ¢asovi zlozitost 0(1.4656"). (Technicky detail: vetky priblizné ¢iselné konstanty
uvidzame zaokrthlené nahor.)
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Maximalna nezavisla mnozina

V zoologickej zéhrade prave postavili novy vybeh. Maja n zvierat, ktoré by doii chceli vypustif. Problém je ale
v tom, Ze niektoré dvojice zvierat nemozu byt spolu vo vybehu, lebo by sa hryzli. Na vstupe dostanete zoznam
vSetkych m takychto dvojic. Navrhnite algoritmus, ktory zisti, kolko najviac zvierat moze skonéit vo vybehu.

Skor, nez sa pustime do lepSich rieSeni, podotknime, Ze tato tlohu vieme lahko riesit s ¢asovou zloZitostou
O(m2™): Existuje presne 2" roznych podmnozin zvierat. Postupne kazdt z nich vygenerujeme a zakazdym
prejdeme cely zoznam dvojic a pozerame sa, ¢i sme ndhodou nevybrali obe zvieratd z niektorej dvojice.

Maximalna nezavisla mnozina: lepsi algoritmus 1

N4$ algoritmus bude mat podobu rekurzivnej funkcie, ktora dostane na vstupe nejakit mnozinu zvierat a na
vystupe vrati ¢islo hovoriace kolko najviac spomedzi tychto zvierat mézeme dat do prazdneho vybehu.
Vsimnime si nejaké zviera z. Optimélne riesenie, ktoré neobsahuje z, najdeme tak, ze sa rekurzivne zavolame
na vSetky zvieratd okrem z. Ako ndjst optimdlne rieSenie, ktoré obsahuje z? Ozna¢me N(z) mnozinu tych
zvierat, ktoré nemozu byt vo vybehu spolu so zvieratom z. Ak sa rozhodneme do vybehu pustitf zviera z, vieme,
ze zvieratd z N(z) do vybehu pustit nemodzeme. Optiméalne rieSenie obsahujice z teda vieme ziskat tak, ze
sa rekurzivne zavoldme na vSetky zvieratd okrem z a zvierat z N(z), a nasledne do takto ziskaného rieSenia
pridame zviera z. Na vystup nasa funkcia vrati vicsie z oboch vyssie popisanych rieseni.

Je zjavné, Ze za zviera z sa oplati volit také zviera, ktoré ma co najviac konfliktov s inymi — aby sme pri
druhom rekurzivnom volani dostali ¢o najmensiu mnozinu zvysnych zvierat. Toto pozorovanie nas privadza k
nasledujiicemu algoritmu:

1. Ak mé kazdé zvieratko najviac jeden konflikt: Zober vsetky bezkonfliktné zvieratka. Z kazdej dvojice, ¢o
je v konflikte, zober Iubovolné jedno. Hotovo.

. Inak si vyber zvieratko z ktoré ma najviac konfliktov s inymi.

. Rekurzivne najdi najlepsie rieSenie pre vSetky zvieratka okrem z.

. Rekurzivne nédjdi najlepsie rieSenie pre vSetky zvieratkd okrem z a N(z), a pridaj doii z.

. Na vystup vrat lepSie z tychto dvoch rieseni.

T W N

Pre velké vstupy tento algoritmus vzdy spravi dve rekurzivne volania. Prvé je na vstup velkosti n — 1. KedZze
vybrané zvieratko z ma aspon dva konflikty, druhé rekurzivne volanie je na problém velkosti nanajvys n — 3. Z
vety o ¢asovej zlozitosti rekurzie teda vyplyva, Ze toto rieSenie mé éasovi zlozitost O(1.4656™).

Maximalna nezavisla mnozina: lepsi algoritmus 2

Aj tento algoritmus bude mat podobu rekurzivnej funkcie, ktord dostane na vstupe nejakii mnozinu zvierat a
na vystupe vrati ¢islo hovoriace kolko najviac spomedzi tychto zvierat mozeme dat do prazdneho vybehu.
Pripometime si, Ze optiméalne rieSenie, ktoré obsahuje zviera z, vieme néjst tak, Ze ndjdeme optimélne riesenie
pre vSetky zvieratd okrem z a N(z), a potom doni priddme z. Tentokrat budeme pokracovat trochu inou mys-
lienkou. Tvrdime, Ze v optimalnom rieSeni, ktoré z neobsahuje, musi byt vo vybehu aspon jedno zo zvierat
v N(z). Toto je dost zjavné: rieSenie, v ktorom nie je vo vybehu ani z ani ziadne zviera z N(z), nemodze byt
optimalne, lebo ho vieme zlepsit pustenim z do vybehu.

Uvazujme teda nasledujtci algoritmus (slovo ,najmenej“ v kroku 1 vysvetlime nizsie):

1. Vyber si zvieratko z, ktoré ma najmenej konfliktov s inymi.
2. Pre kazdé zvieratko y z mnoziny {z} U N(z):
— Rekurzivnym volanim néjdi najlepsie rieSenie pre vSetky zvieratkd okrem y a N(y).
— Pridaj don y, ¢im dostanes najlepsie riesenie obsahujtce y.
3. Na vystup vraf najlepsie z rieSeni zostrojenych v predchadzajicom kroku.
Priklad. Nech z je zebra a nech naraz s nou nemoze byt vo vybehu koii, srnka ani antilopa. Potom v optiméalnom

rieSeni je aspon jedno z tychto Styroch zvierat. Postupne teda pre kazdé z nich najdeme rekurzivnym volanim
najlepsie rieSenie, ktoré ho obsahuje.
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Nech mé vybrané zvieratko k& konfliktov. Z toho, ako sme zvolili zvieratko z v kroku 1, vyplyva, Ze kazdé
zvieratko ma aspon k konfliktov. Potom tento algoritmus spravi k + 1 rekurzivnych volani, pricom kazdé z nich
bude na nejaky novy problém s nanajvys n — (k + 1) zvieratkami.

D4 sa ukazaf, Zze najhorsi pripad nastéva pre k = 2, teda ked mé kazdé zvieratko presne dva konflikty. Vtedy
bude maf tento algoritmus ¢asovi zloZitost 0(3"/ 3), ¢o vieme upravit do podoby 0(1.4423”).

Maximalna nezavisla mnozina: najdenie vSetkych optimalnych rieseni

,Lepsi algoritmus 2“, ktory sme si prave popisali, vieme Tahko upravit tak, aby nie len vypocital najvicsi pocet
zvierat vo vybehu, ale navySe aj postupne vygeneroval a vypisal vSetky optimalne rieSenia tejto tlohy. Z toho
vyplyva, Ze optimélnych rieSeni nemoze byt viac ako 0(3”/ 3). Je ich teda vzdy vyrazne menej ako 2".

Lahko nahliadneme, Ze tento odhad je pomerne tesny. Sta¢i zobrat n = 3k zvieratiek, rozdelit ich do trojic a
povedat, Ze v kazdej trojici su kazdé dve zvieratd v konflikte. Potom bude kazdé optimdlne rieSenie obsahovat
prave jedno zviera z kazdej trojice a teda bude presne 3% = 3"/3 optimalnych rieeni.

Problém obchodného cestujiceho

V krajine je n miest, o¢islovanych od 1 po n. Pre kazda dvojicu miest (4, j) pozndme cenu ¢; ; cestovného listku
z 1 do j. Obchodny cestujtci Emil potrebuje precestovat celt krajinu: chce zadat v meste 1, postupne navstivit
prave raz kazdé iné mesto a nakoniec sa vratit spiaf do mesta 1. Kolko penlazi mu na to staci?

Priamodiare rieSenie tejto tlohy mé casovil zlozitost eSte horSiu ako exponencidlnu. Emila zaujima, v akom
poradi mé navstivit mesta 2 az n, hlada teda ich optimélnu permutdciu. Toto vieme spravit tak, Ze postupne
vygenerujeme vSetkych (n — 1)! permutacii miest 2 az n a pre kazda spocitame, kolko by néas stalo cestovné.
Takéto rieSenie mé teda casovi zlozitost O(n!).

Problém obchodného cestujiceho: dynamické programovanie

UkéZeme si, ako tito tlohu vyriesit s casovou zlozitostou O(2"), presnejsie, v case O(n?2").

Vsimnime si Emila niekedy pocas jeho cesty po krajine. Uz navstivil nejaké mesta a zaplatil nejaké peniaze za
cestovné. Polozme mu teraz otdzku: ,,Za kolko najmenej penazi vie§ svoju cestu dokonc¢it?*

Od ¢&oho zavisi odpoved na ttato otéazku? Len od dvoch veci: od mesta a, kde sa Emil prave nachadza, a od
mnoziny miest B, ktoré eSte nenavstivil. Ozna¢me d, g odpoved na otazku s tymito dvoma parametrami.

Ak je mnozina B prazdna, je otazku [ahké zodpovedat: d, g = cq,1, lebo uz sa len potrebujeme vratit z aktualneho
mesta a na zaciatok. Vo vsetkych ostatnych pripadoch sa pozrime na to, ¢o Emil spravi v nasledujacom kroku:
vyberie si nejaké mesto b € B a odcestuje don. Najlepsie riesenie pre konkrétne mesto b bude Emila stat
Ca,p + dp, (v} Pefiazi: najskor zaplati ¢, za cestu z a do b a potom dj, p_ () za optimédlne dokoncenie riesenia
zo situdcie, kedy stoji v meste b a eSte potrebuje navstivit ostatné mestd z mnoziny B.

Hodnotu d, g pre B # ) teda spocitame tak, Ze postupne vyskasame vSetky b € B, pre kazdé z nich zistime, k
ako najlepsiemu rieseniu vedie, a z takto ziskanych hodno6t zoberieme minimum.

Otézok, ktoré si kladieme, teda roznych hodnot d,, g, ktoré nas zaujimaja, je O(n2"), lebo je n moznosti pre a a
pri konkrétnom a nanajvys 2"~ ! moznosti pre B (lebo pre kazdé mesto iné od a madme dve moznosti: bud v B
lezi alebo nie). Kazda otazku vieme zodpovedat v éase O(n), a teda celkové ¢asové zloZitost vypoctu vsetkych
hodnét d, 5 je O(n?2"). Vyslednym riesenim je potom hodnota di{2,3,..n}-
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Pseudokdd rekurzivnej implementacie:

funkcia d(a, B):
ak si uZz niekedy spracival vstup (a, B):
vrat zapamédtanid odpoved

ak je B prazdna:
odpoved = C[a, 1]
inak:
odpoved = minimum { C[a, b] + d(b, B okrem b) | b je prvok B }
zapamitaj si Zze pre vstup (a, B) je vystup odpoved
vrat odpoved

Vsimnite si, Ze pri kazdom rekurzivnom volani sa zmensi mnozina e$te nenavstivenych miest. Vdaka tomu kazdéa
vetva rekurzie eventudlne skonéi. Pre kazda z O(n2"™) dvojic (a, B) sa telo tejto funkcie (vypocet konkrétnej
hodnoty d, p) vykona nanajvys raz, vdaka ¢omu dosiahneme slibenti celkovi ¢asovi zlozitost O(n?2m).

Pseudokdd jednej moznej iterativnej implementacie:

pre kazdé a:
D[a, prazdna mnozina] = Cla, 1]

pre kazdi velkost vb mnoZiny B od 1 aZ po n-1:
pre kaZzdi mnoZinu B velkosti vb:
pre kazZdé a nepatriace do mnoziny B:
D[a, B] = nekoneéno
pre kazdé b z mnoZiny B:
D[a, B] = min( D[a, B], C[a, b]l] + D[b, B okrem b] )

Vsimnite si, Ze pri tejto implementéacii pri vypocte konkrétnej d, p uz pozndme vsetky hodnoty dy, p_ 13y, ktoré
potrebujeme, lebo sme ich vypoditali v skorsej iteracii vonkajsieho for-cyklu: mnozina B —{b} m& mensiu velkost
ako mnozina B.

Na zaver tohto studijného textu podotkneme, ze pri praktickej implementacii tohto algoritmu by sme na uloZenie
mnozin B pouZili tzv. bitové masky (bitmasky): mnozinu {1, ..., z;} by sme reprezentovali ¢islom 2%t +- - - 42%i,
teda Cislom, ktoré ma nastavené prave bity s ¢islami x4, ..., z;.

Rozmyslite si, ze ak méa konkrétna mnozina priradené nejaké ¢islo, tak vSetky jej podmnoziny maja priradené
mensie ¢isla (lebo ked zmaZzeme z mnoziny prvok, tak v dvojkovom zépise ¢isla, ktoré ju reprezentuje, zmenime
prislusnd jedni¢ku na nulu). Namiesto vonkajsich dvoch for-cyklov by sme teda mohli pouzit len jeden for-cyklus
cez vSetky ¢isla predstavujice platné kédy mnozin, od najmensieho po najvicsie. Takto dostaneme iné poradie,
v ktorom budeme mnoziny B spractvat, ale vyssie popisany algoritmus bude stéle korektne fungovat, lebo pre
kazdé B a b bude aj teraz platit, Ze mnozinu B — {b} spracujeme skor ako mnozinu B.
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