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A-111-4 Rekonstrukcia dvoch map

Z doméceho kola si uz pamitame podmienku, ktord musia ¢sla d; spliiaf, aby existovalo aspoii jedno rieenie:
kedZe platnd mapa m4 presne n— 1 mostov a kazdy most mé dva konce, musia mat ¢isla d; saéet presne 2(n—1).
Teraz potrebujeme zistit, kedy existuji mapy aspon dve a kedy je naopak mapa uréena jednoznacne.

Vo zvysku tohto riesenia budeme pouzivat terminolégiu z tedrie grafov: ostrovy a mosty st vrcholy stromu,
ktory sa snaZime zrekonStruovat, éisla d; st predpisané stupne vrcholov tohto stromu. Vrcholy budeme delit na
listy (d; = 1) a vnatorné (d; > 1).

Z doméceho kola tiez vieme, Ze vnatorné vrcholy musia vSetky ,drzat pokope* (odborne: tvorif podstrom),
kedZe cez list nevieme prepojit dve rozne Casti grafu. A vieme, Ze nech vnitorné vrcholy pospajame do stromu
[ubovolne, vzdy k nim vieme jednozna¢ne doplnif listy. Pri rieSeni tlohy sa teda staci pozeraf na vnutorné
vrcholy a klast si pre ne otdzku: existuje len jeden spdsob, ako ich pospéajat, alebo je takych spdsobov viac?

Cesta

Ak méme vSetky stupne rovné 2 az na dva ktoré st rovné 1, existuje presne jedna mapa: hladany strom musi
byt cesta, ktord zacina a konéi vo vrcholoch so stupfiom 1 a prechddza vsetkymi ostatnymi.

Nizsie teda moézeme predpokladat, Ze aspon jeden vrchol mé predpisany stuperi aspon 3.

Aspon Styri vnatorné vrcholy

Ak méme aspori $tyri vnitorné vrcholy (a uz vieme, Ze aspori jeden mé stupeii aspoii 3), vieme ich uréite spojit

aspon dvoma sposobmi:
(A) (A)
® © © ®O0

(Vrchol A m4 stupeni asponi 3, vrcholy B, C, D stupeii aspoii 2. Ak mame dalsie vrcholy stupiia aspoini 2, tvoria
v oboch pripadoch tu istt cestu pripojent k vrcholu D.)
Nanajvys dva vnatorné vrcholy

Tu je situécia eSte jednoduchsia: riesenie je zjavne vzdy jednoznacné.
(Netreba zabudnut na to, ze vnutorngch vrcholov moze byt aj nula. Toto nastava prave vtedy, ked n = 2. Teda,
aj pre n = 1, ale to vylu¢uji obmedzenia v zadani.)

Tri vnatorné vrcholy

Tri vrcholy budu vzdy lezat na ceste, jediné, o mdZeme menit, je ich poradie na nej. A tu uz lahko nahliadneme,
ze ak maju vsetky tri predpisany ten isty stupen, existuje len jedno riesenie, a vo vSetkych ostatnych pripadoch
existuju rieSenia aspon dve. (Ak nemaju vSetky tri vnitorné vrcholy predpisany ten isty stupeii, existuje vni-
torny vrchol, ktory mé iny stupen ako ostatné dva. Tento vrchol moézeme dat bud na kraj cesty alebo do jej
stredu, ¢im dostaneme dve principidlne rozne riesenia.)

(VIavo maja vrcholy na ceste postupne stupne 3, 4, 3, vpravo je to 4, 3, 3.)
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Konstrukcia rieSenia

Préve sme rozobrali posledny pripad, ktory moze nastat. Implementéciou testu na vyssie uvedené podmienky
vieme ziskat polovicu bodov za tto lohu. VSetky vysSie uvedené argumenty st navysSe aj konStruktivne, ak
teda podla nich implementujeme aj konStrukciu réznych map, dostaneme aj zvysné body.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

void vypis_strom(const vector< pair<int,int> > hrany) {
for (auto h : hrany) cout << h.first+l << ”.” << h.second+l << ”\n";

}

void vyrob_strom(vector<int> cisla_velkych, vector<int> stupne_velkych, vector<int> cisla_listov, bool hviezda=false) {
vector< pair<int,int> > hrany;
int lo = 0;
if (hviezda) {
// najdi vnutorny vrchol stupna >= 3 a spoj ho s troma inymi vnutornymi vrcholmi
int velky = 0;
while (stupne_velkych[velky] == 2) ++velky;
swap ( cisla_velkych[0], cisla_velkych([velky] );
swap ( stupne_velkych[0] stupne_velkych([velky] );
for (int i=1; 1i<=3; ++1i
hrany.push_back ( {
—-stupne_velkych[0
—--stupne_velkych[i

) A

cisla_velkych[0], cisla_velkych[i] } );
1i

17

// pospajaj zvysne vnutorne vrcholy do cesty

for (unsigned i=lo; i+l<cisla_velkych.size(); ++i) {
hrany.push_back ( { cisla_velkych[i], cisla_velkych[i+1] } );
—-stupne_velkych[i];
—-stupne_velkych[i+1];

}
// pridaj listy

for (unsigned i=0; i<cisla_velkych.size(); ++i) {
while (stupne_velkych[i]l--) {
int list = cisla_listov.back();
cisla_listov.pop_back();
hrany.push_back( { cisla_velkych[i], 1list } );

}
}
vypis_strom(hrany) ;

}

int main() {
int T; cin >> T;
int N; cin >> N;
vector<int> cisla_velkych, stupne_velkych, cisla_listov;
int sumd = 0;
for (int n=0; n<N; ++n) {
int d; cin >> d; sumd += d;
if (d > 1) { cisla_velkych.push_back (n); stupne_velkych.push_back(d); }
if (d == 1) cisla_listov.push_back (n);
}
// osetri pripady kedy existuje nanajvys jedno riesenie
if (sumd != 2% (N-1)) { cout << ”0\n”; return 0; }
if (N == 2) { cout << ”1\nl.2\n”; return 0; }
int V = cisla_velkych.size();
int mn *min_element (stupne_velkych.begin (), stupne_velkych.end());
int mx *max_element (stupne_velkych.begin (), stupne_velkych.end());
if (V<= 2 || mx == [| (v == 3 && mx == mn)) {
cout << ”1\n”;
vyrob_strom(cisla_velkych, stupne_velkych,cisla_listov);
return 0;

}
// osetri pripady kedy existuju dve riesenia
cout << ”2\n”;
if (V >= 4) {
vyrob_strom(cisla_velkych, stupne_velkych,cisla_listov);
vyrob_strom(cisla_velkych, stupne_velkych,cisla_listov,true);
} else {
// dame na kraj cesty vrchol s unikatnym stupnom
while (stupne_velkych[0] == stupne_velkych[1l] || stupne_velkych[0] == stupne_velkych[2]) {
rotate( cisla_velkych.begin(), cisla_velkych.begin()+1l, cisla_velkych.end() );
rotate ( stupne_velkych.begin(), stupne_velkych.begin()+1l, stupne_velkych.end() );
}
vyrob_strom(cisla_velkych, stupne_velkych,cisla_listov);
// a nasledne ho dame do stredu cesty
rotate( cisla_velkych.begin(), cisla_velkych.begin()+2, cisla_velkych.end() );
rotate ( stupne_velkych.begin(), stupne_velkych.begin()+2, stupne_velkych.end() );
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vyrob_strom(cisla_velkych, stupne_velkych,cisla_listov);

A-111-5 Veze

V tomto rieseni si najskor ukadzeme techniku ,kompresie stradnic“ a pomocou nej tlohu vyriesime v case
kvadratickom od po¢tu vezi. Potom si ukédZzeme, ako toto riesenie dalej zlepsit.

Nakreslime do bitmapy

Ak je ¢islo d, teda rozmer Sachovnice, malé, mdZzeme si v pamiti spravit pole d x d a don zaznacit polohu
jednotlivych vezi. Ak potom pre kazdé policko pojdeme dohora, dodola, dolava aj doprava, az kym nenarazime
bud na okraj $achovnice alebo na najbliz§iu vezu, dostaneme korektné riesenie s ¢asovou zlozitostou O(d?).

O Cosi lepSie rieSenie dostaneme, ak naopak pre kazdu vezu prejdeme policka, ktoré ohrozuje, a na tie si zaznac¢ime
jej farbu. Takéto riesenie ma ¢asovii zlozitost len O(d?), kedze kazdé policko z kazdej strany ohrozuje nanajvys
jedna veza, a teda pri znaceni informaécie o veziach kazdé policko navstivime nanajvys Styrikrat.

Kompresia saradnic

Ak méame velké d a malé n, bude v bitmape z predchadzajticeho rieSenia vicsina riadkov aj stIpcov prazdna. A
¢o je este dolezitejsie, susedné prazdne stipce aj riadky vzdy nutne vyzeraja presne rovnako. To znie tak, Ze by
sa tu dalo uSetrit vela zbytoc¢nej préce.

Predstavme si napriklad, %e vieme, %e v stipcoch 10 az 14 nemame Ziadnu vezu. Tychto pif stipcov moézeme
nahradif jednym, ku ktorému si budeme pamétat, ze mé ,,vahu“ 5.

Ako vieme povedaf, ktoré stipce obsahujii veze a ktoré nie? Staéi si zobraf vsetky ¢isla stipcov, v ktorych veze
stoja, a tieto usporiadat. Z takto ziskaného zoznamu vieme presne povedat aj to, ktoré stipce vezu obsahuju, aj
to, ktoré bloky po sebe iducich stipcov st prazdne. No a kedze mame n vezi, dostaneme najviac n obsadenych
stipcov a najviac n + 1 blokov prazdnych stipcov.

Ked to isté spravime aj s riadkami, dostaneme, Ze namiesto celej Sachovnice d X d si v paméti staci vyplnit tiato
novi, redukovani tabulku rozmerov nanajvys (2n+ 1) x (2n + 1).

RieSenie, ktoré spravi takito kompresiu siradnic, a potom do vyslednej tabulky tym Sikovnej$im spdsobom
zaznadi vietky veze, ma ¢asovi zlozitost O(n?) a mohlo ziskat 5 bodov.

Navzajom rézne riadky a stipce

Takmer zadarmo sa dalo ziskat dva body, resp. vylepsit vysSie popisané riesenie na 6-bodové. Na to si staci
uvedomit, ze pre vstupy, kde s vietky veze v navzajom roznych riadkoch aj stipcoch, existuje vzorec v uzavretom
tvare. Odpoved totiZ zjavne nezavisi od toho, v ktoryjch konkrétnych riadkoch a stIpcoch veze stoja, len od toho,
kolko ich je.

Ak méame b bielych a ¢ ¢ernych vezi, mame nutne v = n — b — ¢ volnjch riadkov a zaroven aj v volnych stipcov.
Kazd4 dvojica bielych vezi ndm uréuje dve policka typu (2,0), kazdd dvojica bielej a ¢iernej veze dve policka
typu (1,1), kazda dvojica (riadok s bielou vezou, volny stipec) je policko typu (1,0), a tak dalej. RieSenie teda
vieme z ¢isel n, b a ¢ vypocitat v konstantnom case.

Takmer vzorové rieSenie

Popiseme si teraz riefenie, ktoré vedelo ziskat do 8 bodov. Toto riesenie bude pouzitelné pre d,n < 108.
Sachovnicu si rozdelime na bloky. Kazdy prazdny riadok bude jeden blok. Ak mame riadok, ktorj obsahuje
nejaké veze, bloky budu stvislé useky prazdnych policok v nom. Takychto blokov teda existuje nanajvys d + n.
Nasim cielom bude néjst sposob, ako lubovoIny blok spracovat v ¢ase O(logd). Ak sa ndm toto podari vymysliet,
zjavne dostaneme dostatocne efektivne rieSenie.

Vsimnime si teda konkrétny blok. VSetky poli¢ka v tomto bloku maji spoloéné to, ktoré veze (ak nejaké) ich
ohrozuju zlava a sprava. Ostdva ndm teda len zistit, ako je to s ohrozovanim zhora a zdola.
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Povieme, Ze polotyp policka je to isté ako jeho typ, ale pocitaji sa len veze ohrozujtce policko zdola a zhora.
Ked spractiivame konkrétny blok, potrebujeme o iom vediet, kolko poli¢ok ktorého polotypu obsahuje. Z tejto
informécie vieme vypoditat, kolko obsahuje policok ktorého typu, jednoducho tak, Ze ku kazdému polotypu
pridame veze, ktoré blok ohrozuju zlava a sprava.

Roznych polotypov je len Sest. Pre kazdy polotyp p budeme mat jeden stétovy intervalovy strom (alebo jedno-
duchsi Fenwickov strom) s d listami. Kazdy list stromu zodpoveda jednému policku prave spractivaného riadku a
je v niom zapisana hodnota 1, ak toto policko ma polotyp p, alebo hodnota 0, ak toto policko tento polotyp nema.
Sucet Tubovolného tseku potom zjavne zodpoveda poctu policok v danom tseku, ktoré maju tento konkrétny

polotyp.
Celé riesenie teraz bude vyzeraf nasledovne:

1. Nacitame si sturadnice vezi. Inicializujeme si Sest stromov — jeden pre kazdy moZny polotyp.

2. Pre kazdy stipec, ktory neobsahuje vezu, zapiseme 1 do stromu pre polotyp (0,0). Pre kazdy stipec, ktory
nejaké veze obsahuje, zapiseme 1 pre polotyp (0, f), kde f je farba prvej veze v danom stipci.

3. Sachovnicu spractivame riadok po riadku. Spracovanie konkrétneho riadku vyzera nasledovne:

(a) Riadok rozdelime na jednotlivé bloky.
(b) Pre kazdy blok: zistime, kolko obsahuje poli¢ok ktorého polotypu, a z toho vypocitame, kolko obsahuje

policok ktorého typu.
(c¢) Pre kazda vezu v tomto riadku: upravime informdcie v stromoch. Nech ide o vezu v stlpci s. Doteraz

policka v stlpci s ohrozovala nejaka veza zhora a prave spracovana veza zdola. Odteraz to bude tato
veza zhora a nasledujtca (ak eSte v stipci s nejaki mame) zdola. V strome zodpovedajiicom dote-
rajsiemu polotypu zmenime 1 na 0 a naopak, v strome zodpovedajicom novému polotypu zmenime
0 na 1.

Pre kazdy z O(d 4+ n) blokov aj pre kazda z O(n) vezi spravime konstantne vela operécii na stromoch, kazdu z
nich v ¢ase O(log d). Dokopy ma teda toto rieSenie ¢asovi zlozitost O((d + n)logd).

Vzorové rieSenie

Plné, 10-bodové riesenie, uz nevyzaduje Ziadne nové myslienky, je len implementa¢ne narocnejsie. Aby sme
dosiahli ¢asova zlozitost O(nlogn), teda nezavisli od d, potrebujeme spojit dokopy obe hlavné myslienky,
ktoré sme popisali vyssie. Zacneme teda tym, Ze spravime kompresiu stradnic pre stipce, ¢im pocet stipcov
zredukujeme z d na O(n). Pre kazdy stipec si budeme pamiitat aj vdhu, a stromy upravime tak, aby namiesto
suctov jednotiek vracali stucet im zodpovedajucich vah. Tym budeme nadalej o kazdom bloku vediet povedat,
kolko poli¢ok ktorého polotypu obsahuje. Len nase stromy maju teraz O(n) zdznamov, preto sa ¢asova zlozitost
operécii s nimi zmeni z O(log d) na O(logn).)

Zvy$ok riesenia bude vyzerat rovnako, len opéf spravime aj kompresiu siradnic pre riadky, aby sme nespractvali
po sebe iduice prazdne riadky kazdy zvlast ale vSetky naraz.

Takéto riesenie teda postupne spracuje O(n) blokov, o kazdom v ¢ase O(logn) zisti, kolko ¢oho obsahuje, a
pomedzi to n-krat zmeni v ¢ase O(logn) informéaciu o polotypoch pre nejaky stipec. Dokopy teda dostavame
sfubovant ¢asovu zlozitost O(nlogn).

Implementacné detaily

Pre pohodlnejsiu implementéciu si méZzeme predstavit, Ze biela a ¢ierna st farby 1 a 2, a okrem nich esSte existuje
aj farba 0 (priesvitna?). Veze farby 0 umiestnime pred zadiatok a za koniec kazdého riadku aj stipca. Takto je
kazdé policko ohrozované presne Styrmi vezami a nemusime oSetrovat ziadne Specialne pripady.

V autorskom programe potom namiesto Siestich stromov pouzivame devit: jeden pre kazdu kombindciu (farba
zhora, farba zdola). Opét, je to o ¢osi pohodlnejsie a na ¢asovej zlozitosti sa to prejavi len malym konstantnym
faktorom.

V stromoch si nepamiitame vahy. Namiesto toho oSetrime zvlast polotyp (0, 0). Pre kazdy iny polotyp vieme, Ze
zaujimavé st len tie stipce, ktoré obsahuju veze, takze mozeme priamo pouzit predchadzajice rieSenie a s¢itovat
jednotky. No a pocet policok polotypu (0,0) uréime ako pocet vSetkych poli¢ok v bloku minus pocet policok
inych polotypov.
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No a na zéver, pri kompresii stradnic v stipcoch za zaujimavé povazujeme nielen stipce obsahujiice veZe, ale aj
Tavy stipec, pravy stipec a stipce susediace s vezou. Toto je opif len technicky detail dobry na to, aby sa nam
Tahsie indexovalo: kazdj blok potom za¢ina aj konéi v nejakom zaujimavom stipci.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

struct veza {
int r, c, farba;
veza (int r, int c, int t) farba(t) {}

r(r), c(c),

}i
bool operator<(const veza &A, const veza &B) { if (A.r !=
struct fenwick_tree {

int size;

vector<int> T;

fenwick_tree (int maxval) {
size=1; while (size < maxval) size <<= 1;

}

int delta)
{ Tlx]

void update (int x,

while (x <= size) += delta; x += x & -x; }

}

int x2)
return 0;

int sum(int x1,
if (x1 > x2)
int res=0;

—--x1;
while (x2 > 0) { res += T[x2]; x2 —-= x2 & -x2; }
while (x1 > 0) { res -= T[x1l]; x1 -= x1 & -x1; }

return res;
bi

void vypis (const vector< vector<long long> > &odpoved) {

{ // pre 1 <= x <= init_

B.r)

T.resize(size+l);

maxval

{ // sucet v uzavretom intervale [x1,x2]

for (int b=0; Db<5; ++b) for (int c=0; c<5; ++c) if (odpoved[b][c] > 0)
cout << b << ".” << ¢ << "."” << odpoved[b][c] << endl;
}
}
void sprav_blok (vector< vector<long long> > &odpoved,
vector< vector<fenwick_tree> > &FT,
long long nasob, int povodna_dlzka, int clo, int chi,

int c00 = povodna_dlzka;
for (int fhore=0; fhore<3; ++fhore) for (int fdole=0;
if (fhore == 0 && fdole == 0) continue;

vector<int> pocty_farieb(3,0);
++pocty_farieb[fvlavo];
++pocty_farieb[fvpravo];
++pocty_farieb[fhore];
++pocty_farieb[fdole];

int biele = pocty_farieb[l], cierne =

int kolko = FT[fhore] [fdole].sum(clo,chi);
odpoved[biele] [cierne] += nasob * kolko;
c00 —-= kolko;

vector<int> pocty_farieb(3,0);
++pocty_farieb[fvlavo];
++pocty_farieb[fvpravo]l;

int biele = pocty_farieb[l], cierne =
odpoved[biele] [cierne] += nasob * c00;

}

int main() {
// nacitame vstup
int D, N;

cin >> D >> N;
vector<veza> nacitane_veze;
for (int n=0; n<N; ++n) {
int r, c;
string t;
cin >> r >> c >> t;
nacitane_veze.emplace_back( r, c, t == "B” 2 1
}
sort (nacitane_veze.begin (), nacitane_veze.end());
vector<veza> > veze_podla_riadkov;

nacitane_veze)

map<int,
for (auto v

fdole<3;

pocty_farieb[2];

pocty_farieb[2];

2);

++fdole)

veze_podla_riadkov[v.r].push_back (v);

return A.r < B.r;

int fvlavo,

{

else return A.c < B.c; }

int fvpravo) {
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// spravime kompresiu suradnic pre stlpce

set<int> rozne_suradnice = {0, D-1};

for (auto v : nacitane_veze) for (int d=-1; d<=1; ++d) if (0 <= v.c+d && v.c+d < D) rozne_suradnice.insert (v.c+d);
vector<int> suradnice( rozne_suradnice.begin(), rozne_suradnice.end() );

unordered_map<int, int> redukuj_stlpec;

for (int i1=0; i<int (suradnice.size()); ++1i) redukuj_stlpec[suradnice[i]] = i+1;

int Y = redukuj_stlpec.size();

// vyrobime si pole pre odpovede = pocty policok jednotlivych typov
vector< vector<long long> > odpoved( 5, vector<long long>(5,0) );
if (N == 0) { odpoved[0][0] = 1LL*D%D; vypis (odpoved); return 0; }

// vyrobime si stromy pre vsetky kombinacie farieb
vector< vector<fenwick_tree> > FT (3, vector<fenwick_tree>(3, fenwick_tree(Y+1l)));

// roztriedime si veze podla stlpcov
// v kazdom stlpci si pridame na spodok priesvitnu zarazku a usporiadame zdola hore
vector< vector<veza> > veze_podla_stlpcov (Y+1);
for (auto v : nacitane_veze) veze_podla_stlpcov|[ redukuj_stlpec[v.c] ].push_back(v);
for (int y=1; y<=Y; ++y) {

veze_podla_stlpcov[y].emplace_back (D,-47,0);

reverse ( veze_podla_stlpcov([y].begin(), veze_podla_stlpcov[y].end() );

}

// zatial nastavime ze v kazdom stlpci je farba 0 zhora a farba jeho najvyssej veze zdola
vector<int> farba_hore(Y+1,0);

for (int y=1; y<=Y; ++y) FT[0][ veze_podla_stlpcov[y].back().farba ].update(y,+1);

// postupne prechadzame vsetky riadky

int pred_riadok = -1;

for (auto &rec : veze_podla_riadkov) {
int akt_riadok = rec.first;
vector<veza> &akt_veze = rec.second;

// pridame priesvitne zarazky na konce
akt_veze.insert ( akt_veze.begin(), {akt_riadok,-1,0} );
akt_veze.insert ( akt_veze.end(), {akt_riadok,D,0} );

// spracujeme prazdne riadky pred aktualnym
sprav_blok (odpoved, FT, akt_riadok-pred_riadok-1, D, redukuj_stlpec[0], redukuj_stlpec[D-1], 0, 0);
pred_riadok = akt_riadok;

// spracujeme bloky prazdnych policok v tomto riadku
for (unsigned i=0; i+l<akt_veze.size(); ++1i) {

int lo = akt_veze[i].c + 1, hi = akt_veze[i+l].c - 1;

if (lo > hi) continue;

sprav_blok (odpoved, FT, 1, hi-lo+l, redukuj_stlpec[lo], redukuj_stlpecl[hi], akt_veze[i].farba, akt_veze[i+l].farba);
}

// upravime data pre stlpce ktore dostali nove veze
for (unsigned i=1; i+l<akt_veze.size(); ++i) {

int ¢ = redukuj_stlpec[ akt_veze[i].c 1;

int f1 = farba_hore([c];

int f2 = akt_veze[i].farba;
veze_podla_stlpcov(c].pop_back();

int £3 = veze_podla_stlpcov[c].back() .farba;

FT[f1] [f2] .update(c,-1);

FT[£f2] [£3] .update(c, +1);

farba_hore[c] = £2;
} }
if (pred_riadok < D-1) sprav_blok (odpoved, FT, D-pred_riadok-1, D, redukuj_stlpec[0], redukuj_stlpec[D-1], 0, 0);
vypis (odpoved) ;

A-111-6 Cestou na trh

Ak st vo versiku spomenuté postupne ¢isla ay, ..., ax, iSlo toho dokopy na trh n = a1 + ayas + -+ aqas ... ag.
Hlavnym pozorovanim, ktoré budeme potrebovat, je vSimnit si, Ze vSetky s¢itance na pravej strane su delitelné
ai. A teda v kazdom platnom rieseni musi a; byt delitelom 7.

Delitele ¢isla n vieme najst v éase priamo timernom +/n vdaka pozorovaniu, Ze ak d je delitelom n, tak aj n/d
je delitelom n a spomedzi ¢isel d a n/d musi asponi jedno byt < y/n. Stadi teda vyskusat vSetky d po odmocninu
z n, a zakazdym, ked ndjdeme nejaké, ktoré deli n, nasli sme jednu dvojicu delitelov.

Takto teda vieme najst vSetky mozné hodnoty a;. Ked si nejakil z nich zvolime, ako postupovat dalej? Upravme
si vysSie uvedeny vztah nasledovne:
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n=a +aax+---+aas...ak

nfa; =14+as+asaz+---+az...ax

(n/a1) —1

Na to, aby sme nasli optiméalne hodnoty as, ..., a pre zadané n a nami zvolené a1, teda staci optimélne vyriesit
povodni dlohu pre ¢islo n/a; — 1.

Na zéklade vyssie popisanych myslienok vieme teraz napisat rekurzivnu funkciu, ktord bude vyssie popisanym
postupom skusat vSetky moznosti. Jedinym dal$im vylepSenim bude pridanie memoizacie: Akonéhle tlohu pre
nejaké n vyrieSime, toto rieSenie si zapaméitame. A ak budeme niekedy v budicnosti znova poznat rieSenie pre
toto n, namiesto opakovania vypoc¢tu jednoducho rovno vratime zapamétané riesenie.

Toto rieSenie je uz dostatoc¢ne rychle na zisk plného poc¢tu bodov. Presné analyza jeho ¢asovej zlozitosti je prilis
zloZit4, ale aspoil naértneme, preco bude pre obmedzenia zo zadania dostato¢ne ryjchle. Cisla nad 10 nazvime
velké, ostatné ¢isla budi malé. Pri kazdom rekurzivnom volani hodnotu n niekolkokrat zmensime, preto bude
velkych volani len rozumne mélo. No a aj keby sme malé volania spravili vSetky, eSte stdle nAm nepokazia ¢asovii
zlozitost. NavySe, ak nam nejaké n vyrobi vela roznych velkych podproblémov (kedZe m4 vela malych delitelov),
tieto sa dalej nebuda vetvit rovnako — totiz ak n bolo delitelné nejakym p ktoré nedeli a;, tak aj n/a; nim
deliteIné je, ale potom n/a; — 1 nim uz delitelné nebude.

Nizsie uvedend implementacia si ku kazdému tspesne vyrieSenému n ukladd rovno celé rieSenie, teda jednu
optimalnu postupnost a;. Kedze jej dizka je nanajvys logaritmicka od n, nespravi ani toto ziadne vyrazné spo-
malenie (hoci by bolo o chlp efektivnejsie ukladat si len jej optimalnu dlzku a na konci potom uz zrekonstruovat
len optimélne rieSenie pre povodné n).

a2 + agas +---+ag...ak

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
unordered_map<long long, vector<long long> > memo;

vector<long long> delitele(long long n) {
vector<long long> answer;
for (long long d=1; dxd<=n; ++d) if (n%d == 0) {
answer.push_back (d) ;
if (d*d < n) answer.push_back(n/d);
}
return answer;

}

vector<long long> zostroj_najlepsie(long long n) {
if (memo.count (n)) return memo[n];
vector<long long> &answer = memo[n];
answer.resize(1l,n);
for (long long d : delitele(n)) if (3 <= d && d < n) {

vector<long long> option = zostroj_najlepsie(d-1);
if (option.size() >= answer.size()) {
option.insert ( option.begin(), 1 );

for (auto &x : option) x %= n/d;
answer = option;
}
}
return answer;

}

int main() {
long long n; cin >> n;

vector<long long> answer = zostroj_najlepsie(n);
cout << answer.size() << endl;
for (unsigned i=0; i<answer.size(); ++i) cout << answer[i] << (i+l1l == answer.size() ? ’\n’ AR
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