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Priebeh krajského kola

Krajské kolo 35. ro¢nika Olympiady v informatike, kategéria A, sa kona 21. januara 2020 v dopoludniajsich hodi-
nach. Na rieSenie tloh maju sttaziaci 4 hodiny &istého ¢asu. Rozne tlohy riesia stifaziaci na samostatné listy
papiera. Akékolvek pomocky okrem pisacich potrieb (napr. knihy, vypisy programov, kalkulacky) st zakézané.

Co ma obsahovat rieenie tlohy?
e Slovne popiste algoritmus.
Slovny popis rieSenia musi byt jasny a zrozumitelny i bez nahliadnutia do samotného algoritmu/programu.
e Zdovodnite spravnost vagho algoritmu.
e Uvedte a zdovodnite jeho ¢asovi a pamitova zlozitost.

e Podrobne uvedte dolezité Casti algoritmu, idedlne vo forme programu v nejakom beZnom programovacom
jazyku (napr. C++, Python, Java, Pascal).

e V pripade, Ze pouzivate vo svojom programovacom jazyku kniznice, ktoré obsahujt implementované datové
Struktiry a algoritmy (napr. STL pre C++), v popise algoritmu struéne vysvetlite, ako by ste napisali
program s rovnakou ¢asovou zlozitostou bez pouzitia kniZnice.

Hodnotenie rieseni
Za kazdu lohu moézZete ziskat od 0 do 10 bodov.

Pokial nie je v zadani povedané ini¢, najdoélezitejsie dve kritériad hodnotenia st v prvom rade spravnost a
v druhom rade efektivnost navrhnutého algoritmu. Na vyslednom poéte bodov sa mdze prejavit aj kvalita
popisu riesenia a zdovodnenie tvrdeni o jeho spravnosti a efektivnosti.

Efektivnost algoritmu posudzujeme vypodcitanim jeho ¢asovej zlozitosti — funkcie, ktora hovori, ako dlho vyko-
nanie algoritmu trvé v zavislosti od velkosti vstupnych parametrov. Nezavisi pri tom na konstantnych faktoroch,
len na radovej rychlosti rastu tejto funkcie.

V zadani tloh uvadzame c¢ast ,,Hodnotenie*, v ktorej néjdete priblizné limity na velkost vstupnych tdajov. Pod
pojmom ,efektivne vyriesit* chdpeme to, ze va$ program spusteny na modernom pocitaci by mal dat odpoved
nanajvys do niekolkych sektund.

Udaje z tejto Casti zadania by mali slazif hlavne na to, aby ste o rieeni, ktoré vymyslite, vedeli priblizne
povedat, kolko bodov zan dostanete.
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A-11-1 Reverzy

Na polici je n pozicii a na kazdej z nich je polozené jedno jablc¢ko. Pozicie st o¢islované zlava doprava od 0 po
n — 1. Jabl¢ko na pozicii i ma velkost a;. Vietky jabltka maji navzajom rozne velkosti.

Chceli by sme vsetky jableka usporiadat podla velkosti, od najmensieho po najvicsie. Kvoli hygienickym pred-
pisom ich vSak nemozeme presivat sami, musime na to pouzit techniku.

V miestnosti s jablckami mame mechanické rameno. Pomocou neho vieme zobraf jabicka z lubovolného stivislého
tseku police a vratit ich naspéf na policu na tie isté miesta, avSak v presne opac¢nom poradi. Takejto operécii
budeme hovorit reverz. Kazdy reverz trva rovnako dlho, bez ohladu na to, aky dlhy tsek obraciame.

Satazna dloha

Dany je popis police s jabl¢kami. Napiste program, ktory ich pomocou mechanického ramena ¢o najefektivnejsie
usporiada.

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu je éslo n: pocet jabléok.

V druhom riadku vstupu st ich velkosti: navzajom roézne kladné celé ¢isla ag, ..., a,_1.

Na vystup vypiste niekolko riadkov: jeden pre kazdy reverz, ktory chcete spravit, v chronologickom poradi. Pre
kazdy reverz vypiste najmensie a najvicsie ¢islo pozicie v tiseku, ktory chcete reverznut.

Hodnotenie

Primarnym kritériom hodnotenia vaSich rieSeni je rddovy podet reverzov, ktoré potrebuji spravit.

(Na konstantach nezélezi, teda napr. n® reverzov je rovnako dobré ako 7n® + 40 reverzov.)

Sekundarnym kritériom je ¢asovéa zlozitost vasho programu.

Za rieSenie, ktorému staci linearny podet reverzov ale méa az kvadratick éasov zlozitost, mozete ziskat 6 bodov.

.....

Priklady
vstup vystup
7 46
10 50 40 30 70 60 20 14

Najskor reverzneme tsek 4-6, ¢im dostaneme poradie jabléok 10 50 40 30 20 60 70, a potom reverzneme tisek
1-4, ¢im dostaneme usporiadané poradie.

vstup vystup
7 56
20 30 40 50 60 70 10 4 5
34
2 3
12
01

Pre tento vstup existuji aj iné rieSenia s mensim poctom reverzov ako to ukazané v priklade vystupu.
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A-11-2 Potrubie

Potrebujeme potrubie dizky presne ¢ centimetrov, ktoré bude maf aspon f filtrov.

Mame niekolko kusov riary. Kazdy kus ma svoju dlzku d; a svoj maximalny prietok za sekundu v;. Niektoré
kusy rary maju v sebe filter, iné nie.

Hodnoty ¢ aj d; st rozumne malé kladné celé é&isla.

Satazna dloha

Zistite, ¢i vieme z kusov riry, ktoré mame, naskladat potrubie s pozadovanymi parametrami. Ak &no, zistite
tiez, aky najvicsi prietok moZe toto potrubie maf. (Prietok potrubia je minimom z prietokov rur, z ktorych sa
sklada.)

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu sua ¢isla ¢ a f. V druhom riadku vstupu je ¢islo n: pocet rar. Zvysok vstupu tvori n
riadkov. Kazdy z nich je tvaru ,d; v; f;* a popisuje jednu raru (f; je A ak rtra filter obsahuje, resp. N ak nie).

Na vystup vypiSte maximélny prietok hladaného potrubia, alebo —1 ak sa hladané potrubie nedd postavit.

Hodnotenie

Na plny pocet bodov potrebujete riesenie, ktoré efektivne vyriesi vstupy s n, ¢, f < 10000.
Najviac 7 bodov mozete ziskat za rieSenie, ktoré efektivne vyriesi vstupy s n, £, f < 500.
Najviac 5 bodov moZete ziskat za rieSenie, ktoré efektivne vyriesi vstupy s n,£ < 500 a f = 0.
Najviac 3 body mozZete ziskat za riesenie, ktoré efektivne vyriesi vstupy s n < 20.

Priklady
vstup vystup
100 0 ’850
20 1500 N Optimalne je pouzit prvi, tretiu a Stvrtd riaru. Prvé a
60 700 A druha rira tieZ tvoria potrubie spravnej dlzky, avsak
25 850 N s mensim prietokom.
35 2700 A
vstup vystup
200 2 1300
:iOO 1700 N Nevieme mat prietok vicsi ako 1300, lebo musime po-
uzit obe rury s filtrom.
100 1500 A
100 1300 A
vstup vystup
100 0 1
1 oz 2, v 7 . . ,
110 4747 A Jedina rura, ¢o mame, je pridlha.
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A-11-3  Virus

Tajny agent James Dlhopis v prestrojeni za inStalatéra tispesne infiltroval nepriatelski ambasiddu. Na USB kItéi
si so sebou priniesol sofistikovany virus, ktorym by chcel nakazif vSetky pocitace na ambasade.

Na ambaséde je n poditacov. Niektoré dvojice poéitacov momentalne vedia priamo komunikovat. Takéto dvojice
nazveme susedné.

Bezné virusy funguju tak, Zze nakazeny pocitac¢ postupne nakazi vSetkych svojich susedov. Jamesov virus je vSak
sofistikovanejsi. Aby sa fazsie odhalilo, odkial vlastne prisiel, §iri sa tak, Ze kazdy nakazeny pocita¢ postupne
nakazi vsetkych susedov svojich susedov.

Nakazit poéita¢ virusom z USB kltéa trva dost dlho a James pri tom riskuje, ze bude prichyteny a odhalany.
Aby James minimalizoval riziko, chce takto nahraf virus do poé¢itaca len raz.

Problém je v tom, Ze pri si¢asnom stave prepojeni medzi pocita¢mi sa moze stat, Ze sa virus nedokaze rozsirit na
vSetky ostatné pocitace. James sa preto rozhodol, Ze skor, ako nejaky pocita¢ nakazi, niektoré dvojice pocitacov
eSte prepoji novymi kablami. Aj toto by ale bolo dobré spravit ¢o najrychlejsie.

Satazna dloha
Dany je popis sucasného stavu pocitacovej siete na ambasade. Napiste program, ktory vypocita inStrukcie pre

Jamesa: najskor mu ndjde jednu najmensiu moZna sadu novych kéblov, ktoré ma natiahnut, a potom mu
povie ¢islo poéitaca, na ktory ma z USB klGca nahrat virus.

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu su ¢isla n > 3 a m: pocet pocitacov na ambaside a pocet dvojic susednych pocitacov.
Pocitace maju ¢isla od 0 po n — 1. ZvySok vstupu tvori m riadkov. V kazdom z tychto riadkov st ¢isla dvoch
pocditacov, ktoré susedia (t.j. uz vedia priamo komunikovat medzi sebou).

Na vystup postupne vypiste popis vSetkych kablov, ktoré méa James pridaf, a na zéver ¢éislo pocitaca, na ktory
mé nahraf virus.

Hodnotenie

Plny pocet bodov dostant riesenia, ktoré efektivne vyriesia vstupy s n < 100000 a m < 500 000.
RieSenia efektivne pre n < 5000 mozu ziskat maximélne 7 bodov.
Nezabudnite, ze dolezitou sticastou rieSenia je dokaz jeho spravnosti.

Priklady
vstup vystup
46 o
g ; Netreba priddvat Ziadne kable, staci nakazit poditac
03 ¢islo 0. Ten potom priamo nakazi vSetky ostatné po-
19 ¢itace. (Napriklad pocitac 1 je sused suseda pocitaca
13 0, kedze 0 susedi s 3 a 3 susedi s 1.)
23
vstup vystup
4 2 30
02 01
23 1

Po tom, ako James natiahne dva nové kable, bude pocitac 1 susedit s pocitacom 0 a ten bude susedit s po¢itaémi
2 a 3. Ked teda James nakazi pocita¢ 1, tento pocita¢ nakazi pocitace 2 a 3. Nasledne jeden z tychto poditacov
nakazi pocita¢ 0. (Poc¢itac 0 je susedom suseda pocitaca 2, lebo 0 susedi s 3 a 3 susedi s 2.)
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A-11-4 Exaktné exponencialne algoritmy

T4to sttazna tloha nadvizuje na tilohu z doméceho kola. Za samotnym zadanim tlohy nédjdete Studijny text. Ten
je totozny so Studijnym textom zo zadani doméceho kola. Podilohy st nezavislé, mézete ich riesit v lubovolnom
poradi.

Podiloha A (5 bodov).

Méame n povinnosti, ktoré uz mali byt vSetky hotové, a teda ich treba spravit ¢o najskor. Neda sa plnif viac
povinnosti naraz, treba ich plnit postupne jednu po druhej. Pracu na povinnostiach smieme Iubovolne prerusovat
a striedaf (napr. 10 minat robit na prvej, potom 5 mindt na druhej, potom 2 mindty nié, a potom opiat 10 minat
na prvej). Povinnosti st oéislované od 1 po n. Na splnenie povinnosti ¢ treba dokopy odpracovat ¢; sekind.

Niektoré povinnosti je odportc¢ané dokondéit v spravnom poradi. Presnejsie, pre kazdi dvojicu povinnosti , j je
zadany nezaporny postih s; ;, ktory dostaneme, ak dokon¢ime skor povinnost ¢ ako povinnost j.

NavySe plati, Ze povinnosti treba mat splnené ¢o najskor. Ak bude povinnost ¢ hotovd po z sekundach od
zadiatku, budeme maf za fiu postih p(i, ). Pre kazdd povinnost velkost postihu v zavislosti od ¢asu rastie, teda
ak 1 < xo, tak p(i,z1) < p(i,x2). Pre rozne povinnosti moézu tomu istému c¢asu skoncenia zodpovedat rozne
postihy. Konkrétny vzhlad funkcie p(i, x) nepoznite, modzete ju vSak vo svojom programe pouzivaf (ako keby
ste mali k dispozicii kniZnicu, ktord tato funkciu pocita).

Chceme splnit vSetky povinnosti tak, aby bol siucet postihov (za poradie dokoncenia aj ¢as dokoncenia dokopy)
¢o najmensi. Navrhnite algoritmus s ¢asovou zlozitostou O(2"), ktory zisti, ako to vieme dosiahnut. Nezabudnite
na doékaz spravnosti.

Podiloha B (5 bodov).

Mesto je tvorené n lokalitami a m ulicami. Kazda ulica je obojsmerna a spéja niektoré dve lokality. V nie-
ktorych lokalitdch by sme chceli postavit bidky s verejnymi zachodmi, a to tak, aby kazd4 ulica mala aspon
na jednom konci zachod. Navrhnite ¢o najefektivnejsi algoritmus, ktory vypocita najmensi pocet budok, ktoré
staél postavit, ak vhodne zvolime lokality pre ne.

Pri odhade ¢asovej zlozitosti nie je nutné vyéislit konstantu — ¢as. zlozitost staci uviest napr. v tvare ,,O(C”),
kde ¢ je hodnota spliiajica nasledujuci vztah: ... «.

Studijny text: Exaktné exponencialne algoritmy

Pri analyze algoritmov sa ¢asto stretneme so zjednodusenym tvrdenim, Ze algoritmy s polynomidlnou ¢asovou
zlozitostou povazujeme za efektivne, zatial ¢o algoritmy s exponencidlnou (a horSou) ¢asovou zloZitostou pova-
zujeme za neefektivne. V tomto roéniku olympiddy trochu nahliadneme do sveta exponencialnych algoritmov a
uvidime, Ze toto zjednodusSenie nemusi byt vzdy pravdivé.

Porovnanie casovych zlozZitosti

Pre sti¢asné pocitace mozeme odhadnif, Ze za minttu zvladnu vykonat priblizne 10'° jednoduchych logickych
krokov programu. Ak teda mame algoritmus s ¢asovou zlozitostou f(n) a zaujima nés, aké velké vstupy dokaze
za minitu vyriesit, hfaddme jednoducho najvicie n také, ze f(n) < 10'°. Vysledky pre niektoré zaujimavé
funkcie uvddzame v tabulke.

f(n) nlogn n? nd 3n* 2m 1427 11" !
maxn | 500000000 100000 2154 240 33 66 241 13

Vidime teda, Ze napriklad medzi polynomialnou ¢asovou zlozitostou 3n* a exponencidlnou ¢asovou zloZitostou
1.1™ nie je v praxi zase az taky velky rozdiel: rozsahy efektivne rieSitelnych vstupov maji oba skoro rovnako
velké.
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Mozno vém v tabulke padlo do oka, e 66 je dvakrat 33. Toto nie je nahoda. Totiz V2" = (21/2)n =2"/2. No
a to znamend, 7e ak ¢asovi zlozitost algoritmu zlepsime z 2" na /2 "x 1.42™ tak novy algoritmus zvladne za

Tato tvahu vieme aj zovSeobecnif. Vyraz a™ mozeme upravif nasledovne: plati a = 29822 a teda a” =
(21°g2 “)n = 2nlog2 o Napriklad takto dostaneme, ze 1.1" je priblizne to isté ako 2013757 regp, 27/7-27254
ZlepSenie Casovej zlozitosti z 2™ na 1.1 teda znamené, Ze novym algoritmom v rovnakom case vyrieSime vyse
sedemkrat vacsi vstup ako péovodnym. Vseobecne teda plati, ze kazdé zlepsenie zédkladu exponencidlnej funkcie

.....

O tazkych problémoch

V teoretickej informatike pozndme znacné mnozstvo algoritmickych problémov, ktoré st fazké: nepozndme
pre ne ziadne algoritmy s polynomidlnou ¢asovou zlozitostou a Casto mame dobré dovody domnievat sa, Ze
takdto ¢asova zlozitost sa pre tieto problémy vobec nedd dosiahnut. (Exaktny dokaz tejto domnienky pre jednu
konkrétnu sadu tazkych problémov je jednym z najvyznamnejsich otvorenych problémov v informatike.)

7 pozorovani, ktoré sme spravili v predchadzajicej casti studijného textu, vSak vyplyva jeden mozny ,smer
atoku“: ak narazime na takyto problém a potrebujeme ho vedief exaktne riesit, jednou z moznosti, ktoré mame,
je snazit sa najst taky exponencidlny algoritmus, ktorého zaklad exponencidlnej funkcie bude ¢o najmensi. Cim
blizsie k jednotke ho dostaneme, tym vicdsie vstupy eSte zvlddneme v rozumnom case vyrieSit.

Vo zvysku tohto §tudijného textu si ukdzeme dva takéto fazké problémy a predvedieme si na nich dve techniky
navrhu Sikovnych exponencidlnych algoritmov.

Zapis casovej zlozZitosti exponencialnych algoritmov

Pri odhade casovej zlozitosti klasickych efektivnych algoritmov zvykneme zanedbévaf konstanty. Namiesto
exaktného vydéislenia, Ze algoritmus na vstupe velkosti n spravi nanajvys 7n? — 3n + 147 krokov, sa uspokojime s
asymptotickym odhadom ,c¢asové zlozitost algoritmu je O(n?)“ — &ize ,¢asova zlozitost je nejaka funkcia, ktord
rastie nanajvys radovo tak rychlo ako funkcia n2“.

Pri analjze exponencidlnych algoritmov niekedy budeme podobnym spésobom chciet zanedbat aj polynomialne
faktory. Takyto horny odhad budeme zapisovat 0. Napriklad funkcie 1.9, 100 - 2" aj (3n2 + 6)2" + n? patria
do O(2"), ale funkcia 0.047 - 2.01" tam uZ nepatri.

Formélne, funkcia f patri do O(g) prave vtedy, ak patri do O(p - g) pre nejaky polyném p.

Casova zloZitost rekurzivnych programov

Niektoré exaktné exponencidlne algoritmy s zaloZené na backtrackingu (teda rekurzivnom prehladévani s né-
vratom). Pri analyze ich ¢asovej zloZzitosti budeme pouzivat nasledujice tvrdenie:

Veta o ¢asovej zlozitosti rekurzie. Majme rekurzivny algoritmus A, ktory pri rieSeni problému postupuje
nasledovne: Ak mé vstup malej konStantnej velkosti, vyriesi ho v konStantnom c¢ase. Vo vSeobecnom pripade
pre vstup velkosti n postupne spravi k rekurzivnych volani, pri¢om pri i-tom z nich sa zavola na vstup velkosti
nanajvys n — a;. (Hodnoty k aj a; s konstanty, ktoré ostavaji rovnaké pocas celého behu algoritmu.) Okrem
tychto rekurzivnych volani uz algoritmus spravi len polynomialne vela krokov v zavislosti od n. Potom plati, Ze
¢asova zlozitost tohto algoritmu je OA(oz")7 kde « je jediné kladné realne rieSenie rovnice

xnixnfali.nimnfak:o

Nacért dékazu. Ked si oznadime casovi zlozitost nasho algoritmu 7', z popisu algoritmu A dostdvame, ze T
splita rekurentny vztah: T'(n) = T(n—ay) +---+T(n—ay) +p(n), kde p je nejaky polyném. Ak zanedbame p a
hladéme ¢isti exponencialnu funkciu 7" spliiajicu tento rekurentny vztah, teda polozime T'(n) = o™, dostaneme
pre « prave vysSie uvedend rovnicu. Néasledne sa dé ukéazat, Ze ked za « zoberieme jej kladné realne rieSenie, tak
nas algoritmus skuto¢ne spravi O(a™) rekurzivnych volani, a teda celkovy ¢as jeho behu vieme zhora odhadnit

O(p(n) - a™).
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Priklady pouZzitia. Ak algoritmus pri rieseni problému velkosti n spravi dve rekurzivne volania na problémy
velkosti n — 1, dostavame rovnicu 2" — 2"~ ! — 2"~ ! = 0. Ked%e hladdme kladny redlny korefi, mdzeme obe
strany vydelif nenulovym vyrazom z"~! a dostdvame r — 1 — 1 = 0, &ze x* = 2. Tento algoritmus méa teda
casovi zlozitost O(2").

Ak vsak algoritmus spravi jedno rekurzivne volanie na problém velkosti n — 1 a jedno na problém velkosti n — 3,
dostaneme rovnakou tvahou rovnicu 2 — 22 — 1 = 0. Tej jediny kladny redlny koreii je x ~ 1.4656. Plati
teda, 7e takyto algoritmus mé asovi zlozitost O(1.4656™). (Technicky detail: vietky priblizné éselné konstanty
uvadzame zaokrihlené nahor.)

Maximalna nezavisla mnozina

V zoologickej zéhrade prave postavili novy vybeh. Maji n zvierat, ktoré by don chceli vypustif. Problém je ale
v tom, Ze niektoré dvojice zvierat nemdzu byt spolu vo vybehu, lebo by sa hryzli. Na vstupe dostanete zoznam
vSetkych m takychto dvojic. Navrhnite algoritmus, ktory zisti, kolko najviac zvierat méze skoncit vo vybehu.

Skor, nez sa pustime do lepsich rieSeni, podotknime, Ze tato tlohu vieme Tahko riesit s ¢asovou zlozitostou
O(m2™): Existuje presne 2" roznych podmnozin zvierat. Postupne kazdt z nich vygenerujeme a zakazdym
prejdeme cely zoznam dvojic a pozerame sa, ¢i sme ndhodou nevybrali obe zvierata z niektorej dvojice.

Maximalna nezavisla mnozina: lepsi algoritmus 1

N4s$ algoritmus bude mat podobu rekurzivnej funkcie, ktora dostane na vstupe nejakti mnozinu zvierat a na
vystupe vrati ¢islo hovoriace kolko najviac spomedzi tychto zvierat moézeme dat do prazdneho vybehu.
Vsimnime si nejaké zviera z. Optimélne rieSenie, ktoré neobsahuje z, ndjdeme tak, Ze sa rekurzivne zavolame
na vsetky zvieratd okrem z. Ako néjst optimélne rieSenie, ktoré obsahuje z? Ozna¢me N(z) mnozinu tjch
zvierat, ktoré nemozu byt vo vybehu spolu so zvieratom z. Ak sa rozhodneme do vybehu pustit zviera z, vieme,
Ze zvieratd z N(z) do vybehu pustif nemoZzeme. Optimélne rieSenie obsahujice z teda vieme ziskaf tak, Ze
sa rekurzivne zavoldme na vSetky zvieratd okrem z a zvierat z N(z), a nasledne do takto ziskaného riesenia
pridame zviera z. Na vystup naSa funkcia vrati viicsie z oboch vySSie popisanych rieseni.

Je zjavné, Ze za zviera z sa oplati volit také zviera, ktoré méa co mnajviac konfliktov s inymi — aby sme pri
druhom rekurzivnom volani dostali ¢o najmensiu mnozinu zvys$nych zvierat. Toto pozorovanie nas privadza k
nasledujicemu algoritmu:

1. Ak mé kazdé zvieratko najviac jeden konflikt: Zober vSetky bezkonfliktné zvieratka. Z kazdej dvojice, ¢o
je v konflikte, zober lubovolné jedno. Hotovo.

. Inak si vyber zvieratko z ktoré ma najviac konfliktov s inymi.

. Rekurzivne najdi najlepsie riesenie pre vSetky zvieratka okrem z.

. Rekurzivne ndjdi najlep$ie rieSenie pre vSetky zvieratkd okrem z a N(z), a pridaj doii z.

. Na vystup vraft lepsie z tjychto dvoch rieseni.

T W N

Pre velké vstupy tento algoritmus vzdy spravi dve rekurzivne volania. Prvé je na vstup velkosti n — 1. KedZze
vybrané zvieratko z ma aspon dva konflikty, druhé rekurzivne volanie je na problém velkosti nanajvys n — 3. Z
vety o ¢asovej zlozitosti rekurzie teda vyplyva, Ze toto rieSenie mé ¢asovi zlozitost O(1.4656™).

Maximalna nezavisla mnozina: lepsi algoritmus 2

Aj tento algoritmus bude mat podobu rekurzivnej funkcie, ktord dostane na vstupe nejakd mnoZzinu zvierat a
na vystupe vrati ¢islo hovoriace kolko najviac spomedzi tychto zvierat mozeme dat do prazdneho vybehu.
Pripomerime si, ze optimdlne riesenie, ktoré obsahuje zviera z, vieme néjst tak, Ze ndjdeme optiméalne riesenie
pre vSetky zvieratd okrem z a N(z), a potom doii priddme z. Tentokrat budeme pokracovat trochu inou mys-
lienkou. Tvrdime, Ze v optimdlnom rieSeni, ktoré 2z neobsahuje, musi byt vo vybehu aspon jedno zo zvierat
v N(z). Toto je dost zjavné: rieSenie, v ktorom nie je vo vybehu ani z ani Ziadne zviera z N(z), nemdZe byt
optimélne, lebo ho vieme zlepsit pustenim z do vybehu.

Uvazujme teda nasledujici algoritmus (slovo ,najmenej“ v kroku 1 vysvetlime niZSie):
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1. Vyber si zvieratko z, ktoré ma najmenej konfliktov s inymi.

2. Pre kazdé zvieratko y z mnoziny {z} U N(z):
— Rekurzivnym volanim n&jdi najlepsie rieSenie pre vSetky zvieratkd okrem y a N(y).
— Pridaj don y, ¢im dostanes najlepsie rieSenie obsahujtce y.

3. Na vystup vraf najlepsie z rieSeni zostrojenych v predchddzajicom kroku.

Priklad. Nech z je zebra a nech naraz s iou nemoze byt vo vybehu koii, srnka ani antilopa. Potom v optiméalnom
rieSeni je aspon jedno z tychto Styroch zvierat. Postupne teda pre kazdé z nich najdeme rekurzivnym volanim
najlepsie rieSenie, ktoré ho obsahuje.

Nech mé vybrané zvieratko k konfliktov. Z toho, ako sme zvolili zvieratko z v kroku 1, vyplyva, Ze kazdé
zvieratko ma aspon k konfliktov. Potom tento algoritmus spravi k + 1 rekurzivnych volani, pricom kazdé z nich
bude na nejaky novy problém s nanajvys n — (k + 1) zvieratkami.

Da sa ukdzat, Ze najhorsi pripad nastava pre k = 2, teda ked m4 kazdé zvieratko presne dva konflikty. Vtedy
bude mat tento algoritmus casovii zlozitost O(3"/3), &o vieme upravit do podoby O(1.4423™).

Maximalna nezavisla mnozina: najdenie vSetkych optimalnych rieseni

,Lepsi algoritmus 2“, ktory sme si prave popisali, vieme lahko upravif tak, aby nie len vypodital najvicsi pocet
zvierat vo vybehu, ale navySe aj postupne vygeneroval a vypisal vSetky optimalne rieSenia tejto tilohy. Z toho
vyplyva, Ze optiméalnych rieseni nemdze byt viac ako 0(3”/ 3). Je ich teda vzdy vyrazne menej ako 2".

TLahko nahliadneme, Ze tento odhad je pomerne tesny. Staci zobrat n = 3k zvieratiek, rozdelit ich do trojic a
povedat, ze v kazdej trojici st kazdé dve zvieratd v konflikte. Potom bude kazdé optimélne rieSenie obsahovat
prave jedno zviera z kazdej trojice a teda bude presne 3% = 3"/3 optimalnych rieeni.

Problém obchodného cestujiiceho

V krajine je n miest, o¢islovanych od 1 po n. Pre kazd dvojicu miest (4, j) pozndme cenu ¢; ; cestovného listku
z i do j. Obchodny cestujtci Emil potrebuje precestovat celi krajinu: chce zacat v meste 1, postupne navstivit
prave raz kazdé iné mesto a nakoniec sa vratit spiaf do mesta 1. Kolko perlazi mu na to staci?

Priamociare rieSenie tejto tlohy mé Gasovi zlozitost eSte hor§iu ako exponencidlnu. Emila zaujima, v akom
poradi m4a navstivit mestd 2 az n, hlad4 teda ich optimélnu permutdciu. Toto vieme spravit tak, Ze postupne
vygenerujeme vSetkych (n — 1)! permutécii miest 2 az n a pre kazda spoéitame, kolko by nds stdlo cestovné.
Takéto rieSenie mé teda casovi zlozitost O(n!).

Problém obchodného cestujiiceho: dynamické programovanie

Ukézeme si, ako tito tlohu vyriesit s dasovou zlozitostou O(2"), presnejsie, v dase O(n22").

Vsimnime si Emila niekedy pocas jeho cesty po krajine. Uz navstivil nejaké mesta a zaplatil nejaké peniaze za
cestovné. Polozme mu teraz otdzku: ,,Za kolko najmenej periazi vies svoju cestu dokoncit?*

Od ¢oho zavisi odpoved na tato otédzku? Len od dvoch veci: od mesta a, kde sa Emil prave nachédza, a od
mnoziny miest B, ktoré este nenavstivil. Ozna¢me d, g odpoved na otdzku s tymito dvoma parametrami.

Ak je mnozina B prazdna, je otdzku lahké zodpovedat: d, g = ¢,.1, lebo uz sa len potrebujeme vratif z aktualneho
mesta a na zaciatok. Vo vSetkych ostatnych pripadoch sa pozrime na to, ¢o Emil spravi v nasledujacom kroku:
vyberie si nejaké mesto b € B a odcestuje doii. Najlepsie rieSenie pre konkrétne mesto b bude Emila stat
Ca,b + dp, p—{p) PeNazi: najskor zaplati c, p za cestu z a do b a potom dy g3y za optimalne dokoncenie riesenia
zo situécie, kedy stoji v meste b a eSte potrebuje navstivit ostatné mesta z mnoziny B.

Hodnotu d, g pre B # () teda spocitame tak, ze postupne vyskasame vSetky b € B, pre kazdé z nich zistime, k
ako najlepsiemu rieSeniu vedie, a z takto ziskanych hodnét zoberieme minimum.

Otéazok, ktoré si kladieme, teda roznych hodnét d, g, ktoré nas zaujimajua, je O(n2"), lebo je n moznosti pre a a
pri konkrétnom a nanajvys 2" ! moznosti pre B (lebo pre kazdé mesto iné od @ mame dve moznosti: bud v B
lez{ alebo nie). Kazdd otdzku vieme zodpovedat v ¢ase O(n), a teda celkova ¢asova zlozitost vypoctu vsetkych
hodnét d, g je O(n?2"). Vyslednym riesenim je potom hodnota d1{2,3,....n}
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Pseudokdd rekurzivnej implementacie:

funkcia d(a, B):
ak si uZz niekedy spracival vstup (a, B):
vrat zapamédtanid odpoved

ak je B prazdna:
odpoved = C[a, 1]
inak:
odpoved = minimum { C[a, b] + d(b, B okrem b) | b je prvok B }
zapamitaj si Zze pre vstup (a, B) je vystup odpoved
vrat odpoved

Vsimnite si, Ze pri kazdom rekurzivnom volani sa zmensi mnozina e$te nenavstivenych miest. Vdaka tomu kazdéa
vetva rekurzie eventudlne skonéi. Pre kazda z O(n2"™) dvojic (a, B) sa telo tejto funkcie (vypocet konkrétnej
hodnoty d, p) vykona nanajvys raz, vdaka ¢omu dosiahneme slibenti celkovi ¢asovi zlozitost O(n?2m).

Pseudokdd jednej moznej iterativnej implementacie:

pre kazdé a:
D[a, prazdna mnozina] = Cla, 1]

pre kazdi velkost vb mnoZiny B od 1 aZ po n-1:
pre kaZzdi mnoZinu B velkosti vb:
pre kazZdé a nepatriace do mnoziny B:
D[a, B] = nekoneéno
pre kazdé b z mnoZiny B:
D[a, B] = min( D[a, B], C[a, b]l] + D[b, B okrem b] )

Vsimnite si, Ze pri tejto implementéacii pri vypocte konkrétnej d, p uz pozndme vsetky hodnoty dy, p_ 13y, ktoré
potrebujeme, lebo sme ich vypoditali v skorsej iteracii vonkajsieho for-cyklu: mnozina B —{b} m& mensiu velkost
ako mnozina B.

Na zaver tohto studijného textu podotkneme, ze pri praktickej implementacii tohto algoritmu by sme na uloZenie
mnozin B pouZili tzv. bitové masky (bitmasky): mnozinu {1, ..., z;} by sme reprezentovali ¢islom 2%t +- - - 42%i,
teda Cislom, ktoré ma nastavené prave bity s ¢islami x4, ..., z;.

Rozmyslite si, ze ak méa konkrétna mnozina priradené nejaké ¢islo, tak vSetky jej podmnoziny maja priradené
mensie ¢isla (lebo ked zmaZzeme z mnoziny prvok, tak v dvojkovom zépise ¢isla, ktoré ju reprezentuje, zmenime
prislusnd jedni¢ku na nulu). Namiesto vonkajsich dvoch for-cyklov by sme teda mohli pouzit len jeden for-cyklus
cez vSetky ¢isla predstavujice platné kédy mnozin, od najmensieho po najvicsie. Takto dostaneme iné poradie,
v ktorom budeme mnoziny B spractvat, ale vyssie popisany algoritmus bude stéle korektne fungovat, lebo pre
kazdé B a b bude aj teraz platit, Ze mnozinu B — {b} spracujeme skor ako mnozinu B.
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