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B-1I-1 Krokodilia cesta

Cez rieku sa nedd prejst prave vtedy, ked st niekde tri ponorené krokodily za sebou. Takto dostdvame priamo-
Ciare rieSenie: Budeme mat pole boolovskych premennych, v ktorom si o kazdom krokodilovi budeme pamiétat,
¢i je prave vynoreny (true) alebo ponoreny (false). Po kazdej udalosti prejdeme toto pole a skontrolujeme, ¢i v
fiom niekde nemame tri ponorené krokodily vedla seba.

Ako sa toto rieSenie da zefektivnit? Trojicu vedla seba stojacich krokodilov, ktori st1 vSetci ponoreni, nazveme
zl4. Okrem vysSie popisaného pola si uz staci pamitat len jednu éiselnt premennti: aktuédlny pocet zlych trojic.
Kazdy konkrétny krokodil je stiicastou nanajvys troch trojic. Ked sa teda nejaky krokodil ponori, najviac tri
trojice sa mozu zmenit z dobrych na zlé. A naopak, ked sa krokodil vynori, najviac tri trojice sa mozu zmenit
zo zlych na dobré. Toto vieme skontrolovat v konstantnom ¢ase a podla toho, ¢o zistime, si upravit pocet zlych
trojic.

Cez rieku sa dé prejst prave vtedy, ked je zlych trojic presne nula.

V programe, ktory najdete nizsie, mame dve drobné technické zmeny: krokodily ¢islujeme od nuly, a namiesto
boolovskych premennych pouzivame nuly a jednicky. To druhé ndm umozni pohodlnejsie zistit, ¢i je trojica zla:
je to vtedy, ked mé stdet nula.

Listing programu (Python)

N = int ( input() )
krokodily = [ 1 for n in range(N)
zlych_trojic = 0

def je_trojica_zla(x):
# vrati 1 ak krokodily [x,x+1,x+2] existuju a su vsetky ponorene, inak vrati 0
if x < 0 or x+2 >= N: return 0O
if sum(krokodily[x:x+3]) == 0: return 1
return 0

while True:
# nacitame dalsiu udalost
zmena = int ( input () )
if zmena == 0: exit ()

# v programe krokodily cislujeme od 0, upravime si cislo zo vstupu
k = abs(zmena)-1

# prepocitame pocet zlych trojic: od celkoveho poctu odpocitame tie, ktore
# obsahuju krokodila k, potom zmenime stav krokodila k, a na zaver znova

# skontrolujeme trojice, ktore ho obsahuju, a pripocitame tie zle
zlych_trojic -= je_trojica_zla(k-2)

zlych_trojic -= je_trojica_zla(k-1)

zlych_trojic -= je_trojica_zla (k)

krokodily[k] = 1 - krokodily[k]

zlych_trojic += je_trojica_zla(k-2)

zlych_trojic += je_trojica_zla(k-1)

zlych_trojic += je_trojica_zla(k)

# vypiseme ci sa da prejst cez rieku
print (“ano’ if zlych_trojic == 0 else ’'nie’)

B-11-2 Okrasné diplomy

Na okraj obdlZnikového papiera mame napisat zadany retazec tak, aby Ziaden z rohov nerozdeloval Ziadne zo
slov. Nagou tilohou je najst vietky mozné rozmery papiera, ktoré nieco takéto splhaji. Vieme, ze nas text musi
zaéinat v lavom hornom rohu papiera a musi presne zaplnit cely okraj. Vieme teda, Ze ak bude mat zvoleny
papier rozmery a x b (kde a,b > 2), tak musi platif, Ze 2a + 2b — 4 sa rovna dlzke refazca. To ale znamen4,
7e nas refazec musi maf parnu dlzku. A navySe vieme povedaf, Ze pismeno, ktorym zacina druha polovica
zadaného refazca, vzdy padne presne do pravého dolného rohu diplomu. Na zadiatku rieSenia teda overime dve
podmienky: ¢& je dlzka zadaného refazca parna a ¢i pismeno, ktoré vychadza do pravého dolného rohu, nie je
uprostred nejakého slova.

Podarilo sa nam urcit pozicie dvoch protilahljch rohov, ostdvaji eSte dva. Ich pozicia je zévisla od rozmerov
papiera, teda od hodnét a a b. Uvedomme si vSak, Ze ak ur¢ime jednu z tychto hodnét, druhti vieme dopodcitat
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z dlzky refazca. Ak teda vysktSame vSetky mozné hodnoty ¢isla a, pozrieme sa postupne na vietky mozné
rozmery papiera. A tychto moznosti je malo: je ich najviac polovica dlzky zadaného refazca.

Pre kazd z moZznych hodnot este musime overit, ¢i je papier tychto rozmerov pripustny. Na to sa treba pozriet
na to, ¢i zvy$né dva rohy nerozseknu nejaké slovo. Ich pozicie st vSak uréené, pravy horny roh je a-te pismeno
od zaciatku refazca, Tavy dolny a-te pismeno od stredu refazca. Kontrolu v takomto pripade vieme spravit v
konstantnom case.

Vysledné rieSenie teda iba vyskusa vsetky mozné hodnoty a a zisti, ¢i sa vSetky rohy nachadzaji na zaciatku
alebo konci slova, popripade na medzere. Spravne moznosti vypise. Ak si hodnotou n ozna¢ime dizku retazca,
Casovd zlozitost takéhoto rieSenia je O(n). Takéto rieSenie je zjavne optimélne, kedze rddovo rovnako dlho trva uz
len samotné nacitanie refazca zo vstupu. Nem4 preto ziaden zmysel snazif sa rieSenie akokolvek ,optimalizovat®
— napriklad tym, Ze by sme skusali iba hodnoty a zodpovedajtce zaciatkom a koncom slov.

Listing programu (Python)

def dobra_pozicia(s, poz):

if poz == 0 or poz == len(s) - 1l:
return True
if s[poz] == ’." or s[poz-1l] == '_" or s[poz+l] == '"_":

return True
return False

s = input ()

n = len(s)

stred = n // 2
riesenie = False

if n%2 == 0 and dobra_pozicia(s, stred):
for a in range(l, stred):
if dobra_pozicia(s, a) and dobra_pozicia(s, stred + a):
print (stred - a + 1, a+l)
riesenie = True

if not riesenie:
print (' Nevhodny._.retazec’)

B-11-3 Mravdéia farma i

V tejto ulohe ste pracovali s pomerne beznou struktarou, ktord sa vyskytuje v informatike — grafom. Pre niu
existuju aj zauzivané pojmy (rozhodne zauzivanejsie ako mravenisko, komérka ¢i chodbicka), predstavme si ich
teda na zadiatku tohto vzorového riesenia, aby sme sa potom mohli vyjadrovat formélnejsie. Komoérky v nasom
priklade predstavuji vrcholy, chodbicky medzi nimi nazyvame hranami. Graf je tvoreny niekolkymi vrcholmi,
ktoré st navzajom pospajané hranami. Naviac, v pripade Ze graf ma taky Specidlny tvar ako v zadani, volame
ho zakoreneny strom. Horny vrchol zakoreneného stromu voldme koreri a vrcholy, z ktorych sa uz neda ist dalej
dodola, volame listy.

Ked sme si uz ujasnili pojmy, mézeme sa pustit do rieSenia. NaSou tilohou je pre odpovedat na niekolko otazok.
Kazda otazka je tvaru: Do akého poc¢tu vrcholov na trovni z sa vieme dostat z uréeného zaciatoéného vrchola
pomocou cesty, ktora ide dohora najviac y krat?

Pri prvom pohlade to vyzerd, Ze takéto cesty mozu vyzerat tak, ze mravec hocijako strieda pohyby hore a dole.
Uvedomme si v8ak, ze jeho cesta sa d4 vyrazne zjednodusit. Vzdy ked mravec spravi krok hore potom ako spravil
krok dodola, v skuto¢nosti sa vébec neposunul. Do rovnakych vrcholov sa teda dostaneme, ak takéto pohyby
vylaéime. To ale znamena, Ze staci uvazovat také cesty, pri ktorych mravec pdjde najprv chvilu dohora a potom
dodola az na droveri x. A navySe, mozeme predpokladat aj to, Ze mravec pdjde dohora prave y-krat. Vsetky
pohyby dohora, ktoré nechcel spravit, totiz mdZeme od¢init rovnakym poc¢tom pohybov dodola. Mravcova cesta
teda zacina tym, ze ide y-krat dohora.

(Technicky detail: obéas sa moze stat, ze mravec v skuto¢nosti nevie spravit y krokov dohora, kedze uz skor
,harazi“ na koren celého stromu. Toto doriesime tak, ze sa dohodneme, Ze pohyb dohora z korena je dovoleny,
ale ni¢ nerobi — mravec nadalej ostane v koreni stromu.)

Pohyb dohora je v zakorenenom strome jednozna¢ny. Pre kazdi za¢iato¢nt poziciu mravca je teda jednoznacne
urcené, do ktorého vrcholu ho dostane y krokov dohora. Nasu tlohu si rozdelime na dve casti: najskor budeme
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chciet efektivne néajst tento vrchol a potom budeme chciet zistit, do kolkych vrcholov na trovni z sa z neho da
dostat pohybmi dodola.

Stredne dobré riesenie: predpocitanie vSetkych odpovedi

Na rieSenie druhej podilohy moézeme vyuzit rieSenie z doméceho kola, prejst po trovniach cely strom a zakazdym
si pamitat iba tie vrcholy danej Grovne, ktoré lezia pod vrcholom v. Ak si vSak oznacime hodnotou m pocet
v8etkych vrcholov v strome, dostaneme pomerne pomalé riesenie so zlozitostou O(m) na jednu otdzku, teda
dokopy O(gm). Problémom je, Zze mame odpovedat na viacero otézok, a pri kazdej novej otdzke prechddzame
celym stromom, pocitajic informdaciu éastokrat duplicitni vzhladom na predchadzajtce otazky.

Takéto riesenie sa ¢astokrat dé zrychlit tym, Ze si dopredu vypocitame a zapamitame nejaké dolezité informaécie.
Kolko réznych otdzok mozeme dostat? Vyzerd, ze pomerne vela, pretoZe zaciatocny vrchol, x aj y sa mozu lisit.
V predchadzajucej Casti sme vSak videli, Ze v skuto¢nosti zalezi iba na tom, do ktorého vrcholu sa dostaneme
po y krokoch dohora a na ktorej tirovni x chceme skondéit. Vsetky otézky st teda definované hodnotami v a z,
a preto je ich iba O(m - n). To sice vyzerd ako vela moznosti, ale ak je hodnota m < 1000 tak si ich vieme bez
problémov predpocitat dopredu.

Rovnakym sposobom si vieme pomdct aj v prvej podilohe a vypoditat pre kazda dvojicu u a y vrchol, do
ktorého sa dostaneme zo zaciatocného vrcholu u ak sa dohora posunieme y-krat. A v okamihu, ked toto vSetko
spravime, na kazd otdzku vieme odpovedat v konstantnom ¢ase — pozrieme sa do dvoch predpoéitanych tabuliek
a povieme odpoved. Zrazu takychto otdzok moéZzeme bez problémom zodpovedat aj milién.

Ostéva len zistif, ¢i vieme tieto odpovede vypoéitat rozumne efektivne. Ak by sme totiz pre kazdt mali investovat
O(m) ¢asu, trvalo by to dlho. Za¢nime druhou otédzkou — do ktorého vrcholu sa dostaneme ak sa z vrcholu u
posunieme y-krat dohora. Namiesto toho aby sme cely tento posun simulovali si uvedomime, Ze odpoved je
rovnakd ako pre vrchol priamo nad u ak sa z neho posunieme dohora y — 1 rdz. A ak tuto odpoved pozname,
mozeme ju rovno pouzit. Efektivne rieSenie bude teda zistovat vSetky odpovede pre postupne sa zvysujuce y.
Ako prvé sa pozrieme na y = 0, vtedy je odpovedou pre kazdy vrchol ten isty vrchol. Nasledne y = 1, vtedy je
pre kazdé u odpovedou vrchol priamo nad nim, ¢o uz mame zadané na vstupe. Ked pocitame y = 2, odpoved
posobi komplikovanejsie, vidime vSak, Ze sme pred chvilou pre kazdy vrchol zistili, kam z neho vedie cesta s
y = 1. Pre vrchol u sa teda pozrieme na vrchol priamo nad nim a jeho odpoved pre y = 1 a to bude nasou
odpovedou. Pre zvysné hodnoty postupujeme rovnako.

V druhom pripade si m6zeme v§imnut podobny princip. Kolko vrcholov na tirovni x je pod vrcholom v? Jednym
pohybom dodola sa dostaneme do niektorého z vrcholov o troven nizsie. Pre kazdy z tychto vrcholov by sme
mohli vediet, kolko vrcholov na trovni z je pod nimi. Tieto vrcholy st naviac z definicie stromu rozne. Ak ich
teda vsSetky spoc¢itame dokopy, dostaneme hladant hodnotu pre vrchol v. Opét sme teda vobec nemuseli ist az
na turoven z, stacilo spravit iba jeden krok a vyuzit hodnoty, ktoré sme spoditali predtym. V tomto pripade
treba pri pocitani postupovat od spodu stromu, zakazdym totiz potrebujeme uz poznat hodnoty z o jedno nizsej
darovne.

Toto rieSenie mé zlozitost O(nm + q), ¢o je vyrazné zlepSenie oproti prvému pristupu. NavySe sme sa naucili
dolezity trik, ktory dalej vyuZijeme aj pri vzorovom rieSeni. K tomuto rieSeniu prikladdme aj implementaciu,
ktord vdm ho pomoze lepSie pochopit.

Listing programu (Python)

n = int (input ())

strom = []
dohora = []
pocet = []
for i in range(n):
strom.append([int (_)-1 for _ in input().split()]1[1:])
dohora.append([[Jj] for j in range(len(strom([i]))])
pocet.append([[1 if k == 1 else 0 for k in range(n)] for j in range(len(strom[i]))])

# spocitaj cesty dohora
for y in range(l, n):
for 1 in range(len(strom)) :
for j in range(len(strom([i])):
if i == 0:
dohora(i] [j].append(0)
else:
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dohora[i] [j].append (dohora[i-1] [strom[i][J]] [y-1]
# spocitaj pocet vrcholov na urovni
for i in range(n-1, 0, -1):
for j in range(len(strom[i])):
for k in range(n):
pocet [1-1] [strom[1i] [Jj]][k] += pocet[i][]][k]

g = int (input ())
for _ in range(q):
u, v, X, y = map(int, input () .split())
v=v -1
if y >= u:
Yy = u
print (pocet [u - y] [dohoralu] [v] [y]][x])

Vzorové riesenie

Pre obmedzenia zodpovedajice plnému poc¢tu bodov si uz odpovede na vSetky otazky dopredu vypocitat ne-
moZeme, pretoZe tychto otdzok je pre velky strom prili§ vela. Musime teda vedief rychlejsie zistit, ktoré vrcholy
mdzu byt spravnou odpovedou. Co by ndm umoznilo spoéitat vSetky vhodné vrcholy bez toho, aby sme sa na
kazdy z nich samostatne pozreli? Uvedomme si, ze hladané vrcholy budi na trovni x tvorit stvisli postupnot,
¢o vyplyva z toho, Ze hrany sa v nasom strome nekrizuji.! Namiesto hfadania vietkych vrcholov by sme sa teda
vedeli obmedzif na hladanie najlavejSieho a najpravejsieho vrchola a vysledny podcet zistit z ich rozdielu.

Skor, ako si vysvetlime ako hladat tieto dva vrcholy, potrebujeme vediet rychlo zistit, ¢i sa vrchol w na trovni
x nachadza pod vrcholom v. Samozrejme, mohli by sme spodéitat vSetky mozné dvojice, tomu sa vSak chceme
vyhnat. Vypocitanej informécie teda musi byt menej a tym padom musi byt vSeobecnejsia. Vrchol w totiz nelezi
len pod vrcholom v ale aj pod inymi vrcholmi (napriklad tym priamo nad v). Z informécie o si zapamitiame
teda musime vediet rychlo vypodcitat odpoved pre vSetky tieto vrcholy.

Co teda maji spolo¢né vietky vrcholy, pod ktorymi je vrchol w? Maji mensie ¢islo tirovne ako w a navyse plati,
7e do kazdého listu, do ktorého sa vieme dostat z w cestou dodola, sa vieme dostat aj z tychto vrcholov (tiez
cestou len dodola). A je zjavné, Ze tato vlastnost plati aj naopak: ak nejaky vrchol nemé mensie ¢islo trovne
ako w alebo sa z neho cestou dodola nevieme dostat do nejakého listu leziaceho pod w, tak tento vrchol nelezi
nad vrcholom w.

Ak by sme pre kazdy vrchol stromu vedeli, do ktorych listov sa z neho vieme dostat iba cestou vedtacou dodola,
lahko by sme overili, & je vrchol w pod vrcholom v. Aby sme tito kontrolu vedeli robit pohodlne, priradime
listom nové ¢isla. Tieto ¢isla budt rast zlava doprava (bez ohladu na Groven, na ktorej prislusné listy lezia). Pri
tomto novom ¢islovani listov plati, ze pre kazdy vrchol tvoria ¢isla listov, ktoré pod nim lezia, nejaky savisly
interval. Tieto intervaly si lahko predpocitame (popisané nizsie) a pomocou nich potom vieme v konstantnom
¢ase overit, ¢i je nejaky vrchol v nad vrcholom w: staci, aby bol na vySSej Grovni a aby interval listov pre w bol
obsiahnuty v intervale listov pre v.

Na vypocdet tychto intervalov vieme pouzit rovnaky postup ako sme si ukézali vysSie. Interval pre vrchol v
totiz nie je ni¢im inym, ako zjednotenim intervalov pre vrcholy priamo pod nim. T4to informécia teda vie byt
vypodéitand v ¢ase O(m). Skutoénym problémom je len oéislovanie listov zlava doprava, tieto listy sa totiz mozu
nachadzat na réznych trovniach.

Aj to v8ak vieme lahko vyriesit cez rekurzivnu funkciu, ktorej ilohou bude odislovat vSetky listy v ¢asti stromu
pod urcéenym vrcholom p, na zaciatku koreniom celého stromu. V pripade, ze dany vrchol p je list, priradi mu
dalsie ¢islo. A ak to list nie je, tak prejde vSetkymi vrcholmi priamo pod vrcholom p a zavola na ne, v poradi
zlava doprava, tato istd funkciu. Ako prvé teda odisluje vSetky listy pod najlavejsim vrcholom, potom pod
tym napravo od neho atd. Tato funkcia méze dokonca zaroven vypodéitat aj hfadané intervaly (vzdy tesne pred
navratom z rekurzie) a mé ¢asovu zlozitost O(m).

Nase doterajsie rieSenie teda v ¢ase O(m) priradi kazdému vrcholu nejaky interval listov, ktoré lezia pod nim,
a vdaka ktorym vieme lahko zistit, ¢ sa vrchol w nachddza pod vrcholom v. Poslednou vecou je teda najst
najlavejsi a najpravejsi vrchol na trovni z, ktory sa nachadza pod vrcholom v.

Posledné pozorovanie, ktoré budeme potrebovat, je nasledovné: V§imnime si Tubovolni konkrétnu troven nasho

1V pripade, ze by ste chceli tito vlastnost formalne dokézaf, najjednoduchsie je postupovat indukciou. Za¢iname so stvislou
postupnostou tvorenou samotnym vrcholom v a pohybom dodola dostaneme zo stvislej postupnosti znova suvisli postupnost.
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stromu. Ked budeme prechadzat jej vrcholy zlava doprava a pre kazdy vrchol sa pozrieme na jeho interval
listov, tak tieto intervaly tiez ,pojdu zlava doprava® — budu disjunktné a kazdy dalsi bude zacéinaf za koncom
predchadzajtceho.

Pomocou vysSie popisanych predpoéitanych iidajov a pozorovani teraz uz vieme rozumne efektivne vyriesit cela
ulohu.

Zo vstupu dostaneme zaciatocny vrchol u a hodnoty x a y. Ako prvé potrebujeme néjst vrchol v, ktory je o
y trovni nad vrcholom u. To spravime tak, ze si vypocitame ¢islo irovne, na ktorej v lezi, a potom ho na nej
najdeme bindrnym vyhladdvanim. (Na tejto trovni hladame ten jediny vrchol, ktory je nad vrcholom u — ¢ize
ten vrchol, ktorého interval ¢isel listov obsahuje interval pre vrchol w.)

Ked uz pozname vrchol v, pozrieme sa teraz na uroven x. Na tej pouZijeme binidrne vyhladévanie dvakrat: raz
na to, aby sme nasli najlavejsi a druhykrat na to, aby sme nasli najpravejsi vrchol, ktory este lezi pod v.
KedZe na ziadnej trovni nemoze byt viac ako m vrcholov, mé kazdé binarne vyhladdvanie casovi zlozitost
O(log m). Dokopy m4 teda toto rieSenie ¢asovi zlozitost O(m + qlogm).

Listing programu (Python)

n = int (input ())
strom = []
dodola = []
for 1 in range(n):
strom.append([int (_)-1 for _ in input().split()][1:])
dodola.append([[] for _ in strom[i]]
if i == 0:
continue

for j, v in enumerate(strom[i]) :
dodolali-1][v].append(j)

listy = [[] for _ in range(n)]

def spocitaj_listy (uroven, vrchol, pocet_listov):
if len(dodola[uroven] [vrchol]) ==
listy[uroven] .append ((pocet_listov, pocet_listov))
return pocet_listov+l
listy[uroven] .append( (pocet_listov, pocet_listov))
for x in dodola[uroven] [vrchol]:
pocet_listov = spocitaj_listy(uroven + 1, x, pocet_listov)
listy[uroven] [vrchol] = (listy[uroven] [vrchol] [0], pocet_listov - 1)
return pocet_listov

spocitaj_listy (0, 0, 0)

def porovnaj_intervaly(a, b):
if a[l] < b[0]:
return -1
if a[0] > b(1l]:
return 1
return 0

g = int (input())

for _ in range(q):
u, v, x, y = map(int, input() .split())
v=v -1
# najdi vrchol o y urovni vyssie
uroven = max (0, u - y)
beg, end = 0, len(strom[uroven])
while end - beg > 1:
mid = (beg + end) // 2
if porovnaj_intervaly(listy[uroven] [mid], listy[u]([v]) <= O:

beg = mid
else:
end = mid
u, v = uroven, beg
# najdi najlavejsi vrchol na urovni x
beg, end = -1, len(strom([x]) - 1

while end - beg > 1:
mid = (beg + end) // 2
if porovnaj_intervaly(listy[x] [mid], listylull[v]) < O:
beg = mid
else:
end = mid
najlavejsi = end
# najdi najpravejsi vrchol na urovni x
beg, end = 0, len(strom[x]
while end - beg > 1:
mid = (beg + end) // 2
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if porovnaj_intervaly(listy[x][mid], listy[u][v]) <= 0:
beg = mid
else:
end = mid
najpravejsi = beg
print (najpravejsi - najlavejsi + 1)

B-11-4 Domy nielen na luke

Podiloha F (2 body)

Pripometime si, ze z doméaceho kola vieme, Ze na like, na ktorej stoji n > 2 domov, vieme postavit nanajvys
3n — 6 ciest. To preto, Zze v optimélnom rieseni plati:

e Vietky domy st zjavne nejak prepojené, preto pocet Casti liky (f) vieme pomocou poétu ciest (m) a
po¢tu domov (n) vyjadrit vztahom f =m+ 2 —n.

e Kazda oblast luky je ,trojuholnik“ a kazda cesta patri dvom castiam luky, preto celkovy pocet ciest je
m=3f/2.

e Dosadenim f = 2m/3 do vztahu z prvého bodu dostdvame 3n — 6 = m.

Pre n = 7 domov teda vieme postavif nanajvys 3n — 6 = 15 ciest. Jedna moZnost, ako to spravit, je na obrazku.

Podiloha G (2 body)

Malovanie na loptu je rovnakou tilohou, ako keby nasu liku, na ktorej staviame domy a cesty, tvoril povrch celej
zemegule. Uk4Zeme si, Ze stavat na like je to isté ako stavat na celej Zemi, ni¢ iné sa ndm nepodari dosiahnut.
Zjavne na gulu vieme nakreslit ¢okolvek, ¢o vieme fyzicky postavif v rovine: staci si vybrat dostatoéne maly
ktisok povrchu gule a tvérif sa, Ze je to rovina.

Zlozitejsia bude ivaha opaénym smerom. Pre t1 si predstavme, Ze je nasa gula vlastne bublina zo skla. Pokreslime
ju domami a cestami ako len chceme. Teraz chceme ukézat, Ze rovnako prepojené domy a cesty vieme postavit
aj v rovine.

Natoéme celt gulu tak, aby jej najvyssi bod nebol pokresleny. Do tohto bodu umiestnime lampu a rozsvietme
ju. Na rovinu padne tiefi od fixkou pokreslenych ¢asti gule. Kam padne tienn domu, tam postavime dom, kam
padne tieni od cesty, tadial povedie cesta v rovine. Takto , premietneme* celt kresbu z gule do roviny. Rozmyslite
si, Ze ani v rovine sa cesty nebudu krizovat.

Zéaverom tejto Gvahy teda dostdvame, Ze aj pre gulu plati, Ze ak na nu nakreslime n > 2 domov, tak vieme
nakreslit nanajvys 3n — 6 ciest medzi nimi. Gusto teda na svoju loptu vedel nakreslit nanajvys 15 ciest.

Podiloha H (2 body)

Zatial ¢o bez mostu sme nevedeli prepojit ani len péat domov kazdy s kazdym, jediny most ndm toho umozni
spojit o dost viac. Na obrazku nizsie je jedna moznost, ako prepojit pomocou jedného mosta Sest domov kazdy
s kazdym. (Bodkovane st nakreslené tie cesty, ktoré vedi popod most.)

strana 6 z 7 uloha B-II-4



35. ro¢nik (2019,/2020)
rieSenia krajského kola
kategoria B

Olympidda v informatike
http://oi.sk/

Poddiloha | (1 bod)

Celkovy pocet stran vSetkych stien je ps. Kazdd hrana mnohostena patri dvom stendm, preto je hran m = ps/2.
Celkovy pocet vrcholov vSetkych stien je tiez ps. Kazdy vrchol lezi na ¢ stendch, preto je vrcholov n = ps/q.

Zdovodnenie Eulerovho vztahu pre mnohosteny

Preco plati vztah, ktory sme vam uviedli v zadani podilohy J? Ide vlastne o ten isty vzfah ako ten, ktory uz
pozname.

Predstavme si, Zze na ndS mnohosten navlecieme vyfuknuty gumeny balén tak, aby sa vSade dotykal povrchu
mnohostenu. Na balén si fixkou nakreslime, kde st jednotlivé vrcholy a hrany mnohouholnika (domy a cesty).
Ked tento balén doftikame, ostant na nom nakreslené tie isté domy a medzi nimi nekrizujlce sa cesty, ale uz
budu vsetky na povrchu gule. No a z podulohy G uz vieme, ze kreslenie na guli je ekvivalentné so stavanim v
rovine.

Podiloha J (3 body)

KedZe kazda stena je asponi trojuholnik a v kazdom vrchole sa stretaji aspon tri steny, plati p,q > 3.

V podulohe I sme si vyjadrili poc¢et vrcholov a podet hran. Ked ich dosadime do daného vzorca, dostdvame
ps/q+ s =ps/2+ 2. KedZe ¢ je kladné, ekvivalentny tvar tohto vztahu je 2ps + 2qs = pgs + 4q.

Z tohto vztahu intuitivne vidime, Ze p aj ¢ musia byt malé, lebo keby niektoré z p a ¢ bolo velké, bude pgs
vicsie ako celd lava strana. Podla tejto intuicie teraz budeme exaktne postupovat.

KedZe 44 je kladné, musi platit 2ps + 2gs > pgs. KedZe s je kladné, musi platit 2p + 2¢q > pq, resp. ekvivalentne
pqg — 2p — 2q < 0.

LCavt stranu tejto nerovnice si vieme upravit na (p—2)(¢g—2)—4, ¢iZe naSa nerovnica je ekvivalentnd s nerovnicou
(p —2)(¢ — 2) < 4. No a tato nerovnica ma v pripustngch ¢islach zjavne len pit rieSeni: (p, ¢) moze byt (3, 3),
(3,4), (3,5), (4,3), alebo (5, 3).

(Dodame este, Ze jednotlivym moZnostiam, v uvedenom poradi, zodpovedaju pravidelny Stvorsten, pravidelny
osemsten, pravidelny dvadsatsten, kocka a pravidelny dvaniststen.)
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