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Informacie a pravidla

Pre koho je sataz urcena?

Do kategoérie B sa smi zapojit len ti ziaci zdkladnych a strednych $kol, ktori eSte ani v tomto, ani v nasledu-
jucom gkolskom roku nebudi konéit stredni skolu.
Do kategdrie A sa mozu zapojit vSetci ziaci (zdkladngch aj) stredngch skol.

Odovzdavanie rieSeni domaceho kola

Riesitelia doméceho kola odovzdévaj riesenia sami, v elektronickej podobe, a to priamo na stranke olympiady:
http://oi.sk/. Odovzdavanie rieSeni bude spustené niekedy v septembri.

RieSenia kategérie A je potrebné odovzdaf najneskér 15. novembra 2019.
RieSenia kategdrie B je potrebné odovzdat najneskor 30. novembra 2019.

Priebeh sitaze

Za kazdu tlohu doméceho kola sa dé ziskat od 0 do 10 bodov. Na zdklade bodov doméceho kola stanovi
Slovenskd komisia OI (SK OI) pre kazda kategdériu bodovi hranicu potrebnt na postup do krajského kola.
Ocakévame, Ze tato hranica bude priblizne rovna tretine maximalneho poc¢tu bodov.

V krajskom kole riesitelia riesia Styri teoretické tilohy, ktoré mozu tematicky nadvizovat na tilohy doméceho
kola. V kategdrii B sufaz tymto kolom kondi.

V kategérii A je priblizne najlepsich 30 riesitelov krajského kola (podla poé¢tu bodov, bez ohladu na kraj,
v ktorom sttazili) pozvanych do celostatneho kola. V celostdtnom kole castnici prvy defi rieSia teoretické
a druhy den praktické tlohy. Najlepsi riesitelia st vyhldseni za vifazov. Priblizne desat najlep$ich riesitelov
nésledne SK OI pozve na tyzdiiové vyberové stustredenie. Podla jeho vysledkov SK OI vyberie druzstvé pre
Medzindrodnt olympiadu v informatike (IOI) a Stredoeurdpsku olympiddu v informatike (CEOI).

Ako maja vyzerat rieSenia uloh?

V praktickych tlohédch je vasou tlohou vytvorit program, ktory bude riesit zadand tlohu. Program musi
byt v prvom rade korektny a funkény, v druhom rade sa snazte aby bol ¢o najefektivnejsi.

V kategérii B mozete pouzit lubovolny programovaci jazyk.

V kategdrii A musite rieSenia praktickych tloh pisat v jednom z podporovanych jazykov (napr. C++, Pascal
alebo Java). Odovzdany program bude automaticky otestovany na viacerych vopred pripravenych testovacich
vstupoch. PodTla toho, na kolko z nich dé spravnu odpoved, vam budu pridelené body. Vysledok testovania sa
dozviete kratko po odovzdani. Ak va$ program neziska plny pocet bodov, budete ho moct vylepsit a odovzdat
znova, az do uplynutia terminu na odovzdévanie.

Presny popis, ako maji vyzerat rieSenia praktickych tloh (napr. realizdciu vstupu a vystupu), najdete na
webstranke, kde ich budete odovzdévat.

Ak nie je v zadani povedané inad¢, rieSenia teoretickych loh musia v prvom rade obsahovat podrobny
slovny popis pouzitého algoritmu, zdé6vodnenie jeho spravnosti a diskusiu o efektivite zvoleného rieSenia
(t. j. posudenie ¢asovych a pamétovych narokov programu). Na zdver rieSenia uvedte program. Ak pouzivate
v programe netrividlne algoritmy alebo datové Struktiry (napr. rozne sucasti STL v C++), sucastou popisu
algoritmu musi byt dostatoény popis ich implementécie.

Usporiadatel sQtaze

Olympiddu v informatike (OI) vyhlasuje Ministerstvo skolstva SR v spolupraci so Slovenskou informatickou
spolocnostou (odbornym garantom sttaze) a Slovenskou komisiou Olympiddy v informatike. Stitaz organizuje
Slovenskd komisia OI a v jednotlivych krajoch ju riadia krajské komisie OI Na jednotlivych skolach ju zaistuju
ucCitelia informatiky. Celostatne kolo OI, tla¢ materidlov a ich distribiiciu po organizacnej stranke zabezpecuje
IUVENTA v tesnej suc¢innosti so Slovenskou komisiou OI.
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A-1-1 Po schodoch

Toto je prakticka tiloha. Pomocou webového rozhrania odovzdajte funkény, odladeny program.

Na horu Inari vedie dlhoc¢izné nepravidelné schodisko. Schody méa odéislované zdola nahor od 1 po n. Vysku
schodu ¢ oznac¢ime h;.

Mnich Takesi kazdé rano nesie vedro vody hore schodiskom na horu Inari. Zac¢ina pri studni tesne pred schodom
1 a kondi az pri svityni stojacej na vrchu schodu n.

Takesi kazdym krokom stipi aspon o schod vyssie, obcas ale spravi dlhsi krok a nejaké schody vyneché. Najvacsi
vyskovy rozdiel, ktory este zvlada jednym krokom prekonat, je d. (Lubovolny takyto krok vie spravit, bez ohladu
na to, kolko schodov pri tom vynecha.)

Pre dany popis schodiska vypocitajte, kolkymi roznymi spdsobmi vie Takesi vyjst na horu.

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu je pocet schodov n a maximélna vyska kroku d.
V druhom riadku vstupu su celé éisla hy, ..., h, udavajice vysky schodov.

Na vystup vypiste jeden riadok a v iom jedno celé ¢islo: zvysok, ktory ddva hladany pocet spdsobov po deleni
¢islom 10% + 7.

Obmedzenia a hodnotenie

Odovzdané riesenie bude otestované na piatich sadach vstupov, za kazda st dva body. V kazdej sade plati
Vi:1 < h; <107 a tiez (max h;) < d < 10°. V jednotlivych sadéch platia nasledovné dalsie obmedzenia:

e Sada #1: n < 16.

e Sada #2: n < 50 a v kazdom vstupe existuje nanajvys 10® réznych sposobov vystupu na horu.

Sada #3: n < 1000.

Sada #4: n < 100000 a d < 10.

Sada #5: n < 500 000.
Priklad

vstup vystup
4 100 6
20 30 50 30

Cislom i ozna¢ime stav, v ktorom Takesi prave stoji na i-tom schode — $pecidlne 0 oznacuje stav, kedy este
nezadal stiipat do schodov. Existuje Sest roznych spoésobov, ktorymi vie Takesi vyjst na ttito horu. Zodpovedaji
im nasledujiice postupnosti stavov: 01234, 0124, 0134, 0234, 024 a 034.
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A-1-2 Nova bankovka

Toto je prakticka tiloha. Pomocou webového rozhrania odovzdajte funkény, odladeny program.

Kocturkovo mé systém platidiel velmi podobny tomu nd$mu. NajmensSou nomindlnou hodnotou je 1 toliar.
Existuju mince a bankovky s nasledujicimi peknymi, systematicky zvolenymi nominélnymi hodnotami: 1, 2, 5,
10, 20, 50, 100, 200, 500, 1000, 2000, 5000, 10000, 20 000 a 50 000 toliarov.

Kocurkovska centralna banka sa ale rozhodla, ze vyda novi bankovku v hodnote presne x toliarov.
Obyvatelia Koctrkova si teraz kladu vela otazok, a to hlavne nasledovného tvaru: ,, Ak budem chciet zaplatit
presne t; toliarov, kolko najmenej kusov platidiel staéi pouzit?“

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu je ¢islo z: nominalna hodnota novej bankovky. V druhom riadku je ¢islo ¢: pocet otazok,
ktoré maju obyvatelia Koctrkova. V tretom riadku st medzerou oddelené éisla t1,...,t,: sumy pre jednotlivé
otazky.

Na vystup vypiste ¢ riadkov: postupne pre kazdu otazku jeden riadok s odpovedou na tiu.

Obmedzenia a hodnotenie

Odovzdané riesenie bude otestované na piatich sadach vstupov, za kazda si dva body.
Je zarucené, ze x bude vzdy rézne od nomindlnych hodnét existujicich platidiel.
V jednotlivych sadéch platia nasledovné obmedzenia na velkost premennych:

sada T q | vsetky t;

#1 <20 | <50 <20

#2 | =100000 | <50 <10°

#3 <10° | <50 <10°

#4 <107 | <50 <107

#5 <2-109 | <50 | <2-10°

Priklady
vstup vystup

4700 3
4 2
53 9400 9401 30000 3
2

Nova bankovka ma hodnotu 4700 toliarov.

Najlepsi sposob ako zaplatit 53 toliarov je pouzit platidla s hodnotami 50 + 2 + 1.

Najlepsi sposob ako zaplatit 9400 toliarov je pouzit dve nové bankovky.

Najlepsi sposob ako zaplatit 9401 toliarov je pouZit dve nové bankovky a jednu 1-toliarovii mincu.
Najlepsi sposob ako zaplatit 30000 toliarov je 10000 + 20000.
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A-1-3 Rekonstrukcia mapy

Toto je teoreticka uloha. Pomocou webového rozhrania odovzdajte subor vo formate PDF, obsahujuci rieSenie,
splnajice poziadavky uvedené v pravidlach.

Cestovatel Parko Mdlo nedévno navstivil jedno ostrovné kralovstvo. Pozostévalo z n ostrovov, ktoré sa jeden
druhému podobali ako vajce vajcu. Niektoré dvojice ostrovov boli prepojené mostami, a to tak, ze sa po mostoch
dalo z Tubovolného ostrova na Iubovolny iny prejst prave jednym spdsobom. (Mostov teda bolo prave n — 1 a
odborne hovorime, ze kralovstvo malo stromovi topoldgiu.)

Ked uz Parko z kralovstva odcestoval, spomenul si, Ze si vlastne tplne zabudol nakreslit jeho mapu. Jediné, ¢o
eSte naSiel v svojom notese, je zoznam, do ktorého si zapisal, z ktorého ostrova viedlo kolko mostov. Ale ani
spravnosti tohto zoznamu tplne neddveruje.

Satazna dloha

Zadané su disla dy, ... ,d,. Zistite, ¢i existuje ostrovné kralovstvo s vySSie popisanymi vlastnostami, ktorého
ostrovy sa daju ocislovat od 1 po n tak, aby pre kazdé i platilo, Ze z ostrova ¢ vedie presne d; mostov.

Ak takéto kralovstvo existuje, zostrojte jeho (jednu mozni) mapu — presnejsie, zoznam mostov v fiom.

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu je kladné celé ¢islo n. V druhom riadku vstupu st medzerou oddelené kladné celé ¢isla
dy,...,d,. (Tieto Cisla sa zmestia do beznej celo¢iselnej premennej, ale ni¢ iné o ich velkosti nepredpokladajte.)

Ak takéto kralovstvo neexistuje, vypiste jeden riadok a v fiom refazec ,neexistuje“.

Ak takéto kralovstvo existuje, vystup ma tvorit n — 1 riadkov a v kazdom z nich dve éisla z rozsahu 1 az n:
¢isla dvoch ostrovov spojenych mostom. Tieto ¢isla maju byt zvolené tak, aby sa z kazdého ostrovu dalo po
mostoch dostat na kazdy iny a navySe platilo, Ze z kazdého ostrova i vedie presne d; mostov. (ZvicSa existuje
vela vyhovujicich sdd mostov, vypisat mozete Tubovolni z nich.)

Obmedzenia a hodnotenie

RieSenia s optimalnou ¢asovou zlozitostou mozu ziskat plny pocet bodov: 10.

Iné rieSenia, ktoré st dostatoéne efektivne na to, aby na beznom poéitaéi za par sektnd vyriesili vstup s n = 10,
mozu ziskat nanajvys 8 bodov.

RieSenia dostatocne efektivne pre n = 5000 mozu ziskat nanajvys 6 bodov.

Za TubovoIné funkéné riesenie sa dé ziskaf aspon 3 body, bez ohladu na to, ako je pomalé.

Nezabudnite, ze dolezitou sticastou rieSenia je dokaz jeho spravnosti!

Priklady
vstup vystup

3 neexistuje
412

Rozmyslite si, Ze v ziadnom krélovstve nemézu byt dva ostrovy priamo prepojené viac ako jednym mostom. Ak
teda médme len tri ostrovy, nemoze existovat ostrov, z ktorého vedu az Styri mosty.

vstup vystup
5 13
31211 12
14
35
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vstup vystup

8
11121314

OO WN -
0 N O 0 0

A-1-4 Exaktné exponencialne algoritmy

Toto je teoreticka uloha. Pomocou webového rozhrania odovzdajte subor vo formate PDF, obsahujuci rieSenie,
splnajice poziadavky uvedené v pravidlach. K tejto ilohe patri Studijny text uvedeny na nasledujtcich stranach.
Odporticame najskor precitat ten a az potom sa vratit k samotnym sutaznym tilohdm.

Podiloha A (2 body). V tlohe o maximélnej nezavislej mnozine uvazujme teraz len vstupy, v ktorych plati,
ze kazdé zviera m4a nanajvys dva konflikty. Najdite algoritmus s polynomialnou ¢asovou zlozitostou, ktory pre
Iubovolny takyto vstup vypodita, kolko najviac zvierat vieme pustit do vybehu.

Podiloha B (4 body). Ukazte, ako pomocou algoritmu z podtlohy A zlepsit ,lep$i algoritmus 1 zo $tudijného
textu. Akt ¢asovi zlozitost bude maf algoritmus, ktory takto dostanete?

Podiloha C (4 body). Mame n skatdl. Kazda $katula mé nejakd vysku (v c¢cm), nejakd hmotnost a nejaki
nosnost (oboje v kg). Chceme z nejakych skatal postavit vezu: niektoru skatulu poloZzime na zem, druhi na
prvi, tretiu na druhi, a tak dalej. Skatule mézeme na vezu klast v lubovolnom poradi. Veza je stabilné, ak pre
kazdu skatulu plati, Ze stiéet hmotnosti skatuli nad iou je mensi alebo rovny jej nosnosti.

Navrhnite algoritmus s ¢asovou zlozitostou 0(2”), ktory zisti, aki najvyssiu stabilni vezu vieme z danej sady
skatul postavit.

Studijny text: Exaktné exponencialne algoritmy

Pri analyze algoritmov sa Casto stretneme so zjednodusenym tvrdenim, ze algoritmy s polynomidinou ¢asovou
zlozitostou povazujeme za efektivne, zatial ¢o algoritmy s ezponencidlnou (a horSou) ¢asovou zlozitostou pova-
zujeme za neefektivne. V tomto ro¢niku olympiady trochu nahliadneme do sveta exponencidlnych algoritmov a
uvidime, Ze toto zjednodusenie nemusi byt vzdy pravdivé.

Porovnanie casovych zlozitosti

Pre sti¢asné pocitade mozeme odhadniif, Ze za minttu zvladnu vykonat priblizne 10'° jednoduchych logickych
krokov programu. Ak teda méme algoritmus s ¢asovou zlozitostou f(n) a zaujima nés, aké velké vstupy dokaze
za minttu vyriesif, hladame jednoducho najvicsie n také, ze f(n) < 10'°. Vysledky pre niektoré zaujimavé
funkcie uvddzame v tabulke.

f(n) nlogn n? nd 3n* 2m 1427 11" !
maxn | 500000000 100000 2154 240 33 66 241 13
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Vidime teda, Ze napriklad medzi polynomialnou ¢asovou zlozitostou 3n* a exponencidlnou ¢asovou zlozitostou
1.1" nie je v praxi zase az taky velky rozdiel: rozsahy efektivne riesiteInych vstupov maju oba skoro rovnako
velké.

Mozno vam v tabulke padlo do oka, Ze 66 je dvakrat 33. Toto nie je ndhoda. Totiz V2" = (21/2)n =2"/2. No

a to znamend, ze ak asovii zlozitost algoritmu zlepsime z 2" na /2 " a2 1.42", tak novy algoritmus zvladne za
rovnaky ¢as vyriesit priblizne dvakrat viacsi vstup ako ten povodny.

Tato tvahu vieme aj zovSeobecnif. Vyraz a” mézeme upravit nasledovne: plati a = 29829, a teda a" =
(21°g2 “)n = 2nlog2 ¢ Napriklad takto dostaneme, ze 1.17 je priblizne to isté ako 20-13757  resp. 27/7-27254
ZlepSenie c¢asovej zlozitosti z 2™ na 1.1" teda znamend, Ze novym algoritmom v rovnakom case vyrieSime vyse
sedemkrat vacsi vstup ako povodnym. Vseobecne teda plati, ze kazdé zlepsenie zakladu exponencidlnej funkcie
niekolkokrdt zvicsi rozsah vstupov, ktoré este vieme efektivne riesit.

O tazkych problémoch

V teoretickej informatike pozndme zna¢né mnoZstvo algoritmickjch problémov, ktoré st fazké: nepozndme
pre ne ziadne algoritmy s polynomidlnou ¢asovou zlozitostou a Casto mame dobré dovody domnievat sa, Ze
takdto ¢asova zlozitost sa pre tieto problémy vobec nedd dosiahnut. (Exaktny dokaz tejto domnienky pre jednu
konkrétnu sadu tazkych problémov je jednym z najvyznamnejsich otvorenych problémov v informatike.)

7 pozorovani, ktoré sme spravili v predchadzajicej casti studijného textu, vSak vyplyva jeden mozny ,smer
atoku“: ak narazime na takyto problém a potrebujeme ho vedietf exaktne riesit, jednou z moZnosti, ktoré mame,
je snazit sa najst taky exponencidlny algoritmus, ktorého zaklad exponencidlnej funkcie bude ¢o najmensi. Cim
blizsie k jednotke ho dostaneme, tym vicsie vstupy esSte zvlddneme v rozumnom dase vyriesSit.

Vo zvysku tohto §tudijného textu si ukdzeme dva takéto fazké problémy a predvedieme si na nich dve techniky
navrhu Sikovnych exponencidlnych algoritmov.

Zapis Casovej zlozZitosti exponencialnych algoritmov

Pri odhade casovej zlozitosti klasickych efektivnych algoritmov zvykneme zanedbévaf konstanty. Namiesto
exaktného vyéislenia, Ze algoritmus na vstupe velkosti n spravi nanajvys 7n? — 3n + 147 krokov, sa uspokojime s
asymptotickym odhadom ,c¢asové zlozitost algoritmu je O(n?)“ — ize ,¢asova zlozitost je nejaka funkcia, ktord
rastie nanajvys radovo tak rychlo ako funkcia n2“.

Pri analjze exponencidlnych algoritmov niekedy budeme podobnym spésobom chciet zanedbat aj polynomialne
faktory. Takyto horny odhad budeme zapisovat O. Napriklad funkcie 1.9, 100 - 2" aj (3n% + 6)2" + n* patria
do O(2"), ale funkcia 0.047 - 2.01" tam uZ nepatri.

Formélne, funkcia f patri do O(g) prave vtedy, ak patri do O(p - g) pre nejaky polyném p.

Casova zlozitost rekurzivnych programov

Niektoré exaktné exponencidlne algoritmy st zaloZené na backtrackingu (teda rekurzivnom prehladévani s né-
vratom). Pri analyze ich ¢asovej zlozitosti budeme pouZzivat nasledujice tvrdenie:

Veta o Casovej zlozitosti rekurzie. Majme rekurzivny algoritmus A, ktory pri rieSeni problému postupuje
nasledovne: Ak mé vstup malej konStantnej velkosti, vyriesi ho v konStantnom céase. Vo vSeobecnom pripade
pre vstup velkosti n postupne spravi k rekurzivnych volani, pri¢om pri i-tom z nich sa zavola na vstup velkosti
nanajvys n — a;. (Hodnoty k aj a; s konstanty, ktoré ostavaji rovnaké pocas celého behu algoritmu.) Okrem
tychto rekurzivnych volani uz algoritmus spravi len polynomialne vela krokov v zavislosti od n. Potom plati, Ze
Casové zlozitost tohto algoritmu je O(a"), kde « je jediné kladné realne rieSenie rovnice

:L,’IL _ x’fb—lll .. xn—ak — 0

Naért dékazu. Ked si oznacime ¢asovi zlozitost ndsho algoritmu 7', z popisu algoritmu A dostdvame, ze T
splita rekurentny vztah: T'(n) = T(n—ay) +---+T(n—ay) +p(n), kde p je nejaky polyném. Ak zanedbame p a
hladdme ¢istti exponencialnu funkciu 7" spliiajicu tento rekurentny vztah, teda polozime T' (n) = a™, dostaneme
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pre « prave vyssie uvedend rovnicu. Néasledne sa dé ukéazat, Ze ked za « zoberieme jej kladné realne rieSenie, tak
nas algoritmus skutoc¢ne spravi O(a™) rekurzivnych volani, a teda celkovy ¢as jeho behu vieme zhora odhadnit
O(p(n) - a™).

Priklady pouzitia. Ak algoritmus pri rieSeni problému velkosti n spravi dve rekurzivne volania na problémy
velkosti n — 1, dostavame rovnicu 2" — 2"~ ! — 2"~ ! = 0. Ked%e hladdme kladny redlny koreti, mdzeme obe
strany vydelif nenulovym vyrazom 2"~ ! a dostdvame r — 1 — 1 = 0, &ze x* = 2. Tento algoritmus méa teda
casovi zlozitost O(2").

Ak vsak algoritmus spravi jedno rekurzivne volanie na problém velkosti n — 1 a jedno na problém velkosti n — 3,
dostaneme rovnakou tivahou rovnicu z® — 2?2 — 1 = 0. Tej jediny kladny realny koren je z =~ 1.4656. Plati
teda, Ze takyto algoritmus mé asovi zlozitost O(1.4656™). (Technicky detail: vietky priblizné éselné konstanty
uvadzame zaokrihlené nahor.)

Maximalna nezavisla mnozina

V zoologickej zédhrade prave postavili novy vybeh. Maja n zvierat, ktoré by doii chceli vypustif. Problém je ale
v tom, Ze niektoré dvojice zvierat nemozu byt spolu vo vybehu, lebo by sa hryzli. Na vstupe dostanete zoznam
vsetkych m takychto dvojic. Navrhnite algoritmus, ktory zisti, kolko najviac zvierat moze skonéit vo vybehu.

Skor, nez sa pustime do lepsich rieseni, podotknime, Ze tuto tlohu vieme lahko riesit s ¢asovou zloZitostou
) ) )

O(m2™): Existuje presne 2" réznych podmnozin zvierat. Postupne kazdt z nich vygenerujeme a zakazdym

prejdeme cely zoznam dvojic a pozerame sa, ¢i sme ndhodou nevybrali obe zvieratd z niektorej dvojice.

Maximalna nezavisla mnozina: lepsi algoritmus 1

Na&s§ algoritmus bude mat podobu rekurzivnej funkcie, ktord dostane na vstupe nejakii mnozinu zvierat a na
vystupe vrati ¢islo hovoriace kolko najviac spomedzi tychto zvierat moézeme dat do prazdneho vybehu.
Vsimnime si nejaké zviera z. Optimalne rieSenie, ktoré neobsahuje z, nijdeme tak, Ze sa rekurzivne zavolame
na vSetky zvieratd okrem z. Ako ndjst optimélne riesenie, ktoré obsahuje z? Ozna¢me N(z) mnoZinu tych
zvierat, ktoré nemozu byt vo vybehu spolu so zvieratom z. Ak sa rozhodneme do vybehu pustit zviera z, vieme,
7e zvieratd z N(z) do vybehu pustit nemodzeme. Optiméalne rieSenie obsahujice z teda vieme ziskat tak, Ze
sa rekurzivne zavoldme na vSetky zvieratd okrem z a zvierat z N(z), a nasledne do takto ziskaného rieSenia
pridame zviera z. Na vystup naSa funkcia vrati viicsie z oboch vySSie popisanych rieSeni.

Je zjavné, Ze za zviera z sa oplati volif také zviera, ktoré ma co najviac konfliktov s inymi — aby sme pri
druhom rekurzivnom volani dostali ¢o najmensiu mnozinu zvys$nych zvierat. Toto pozorovanie nas privadza k
nasledujicemu algoritmu:

1. Ak mé kazdé zvieratko najviac jeden konflikt: Zober vSetky bezkonfliktné zvieratka. Z kazdej dvojice, ¢o
je v konflikte, zober Tubovolné jedno. Hotovo.

. Inak si vyber zvieratko z ktoré mé najviac konfliktov s inymi.

. Rekurzivne najdi najlepsie riesenie pre vSetky zvieratka okrem z.

. Rekurzivne najdi najlepsie rieSenie pre vSetky zvieratkd okrem z a N(z), a pridaj doii z.

. Na vystup vrat lepSie z tychto dvoch rieseni.

Ot W N

Pre velké vstupy tento algoritmus vzdy spravi dve rekurzivne volania. Prvé je na vstup velkosti n — 1. KedZze
vybrané zvieratko z ma aspon dva konflikty, druhé rekurzivne volanie je na problémAvel’kosti nanajvys n — 3. Z
vety o ¢asovej zlozitosti rekurzie teda vyplyva, Ze toto rieSenie mé ¢asovi zlozitost O(1.4656™).

Maximalna nezavisla mnozina: lepsi algoritmus 2

Aj tento algoritmus bude mat podobu rekurzivnej funkcie, ktord dostane na vstupe nejakit mnozinu zvierat a
na vystupe vrati ¢islo hovoriace kolko najviac spomedzi tychto zvierat mozeme dat do prazdneho vybehu.

Pripometime si, Ze optiméalne rieSenie, ktoré obsahuje zviera z, vieme nédjst tak, ze ndjdeme optimélne riesenie
pre vSetky zvieratd okrem z a N(z), a potom doil priddme z. Tentokrat budeme pokracovat trochu inou mys-
lienkou. Tvrdime, %e v optimalnom rieseni, ktoré z neobsahuje, musi byt vo vybehu aspon jedno zo zvierat
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v N(z). Toto je dost zjavné: rieSenie, v ktorom nie je vo vybehu ani z ani ziadne zviera z N(z), nemdze byt
optimalne, lebo ho vieme zlepsit pustenim z do vybehu.
UvaZujme teda nasledujtci algoritmus (slovo ,najmenej“ v kroku 1 vysvetlime nizsie):

1. Vyber si zvieratko z, ktoré ma najmenej konfliktov s inymi.

2. Pre kazdé zvieratko y z mnoziny {z} U N(z):
— Rekurzivnym volanim néjdi najlepsie rieSenie pre vSetky zvieratkd okrem y a N(y).
— Pridaj don y, ¢im dostane$ najlepsie riesenie obsahujtice y.

3. Na vystup vraf najlepsie z rieSeni zostrojenych v predchadzajicom kroku.

Priklad. Nech z je zebra a nech naraz s nou nemoze byt vo vybehu koii, srnka ani antilopa. Potom v optiméalnom
rieSeni je aspon jedno z tychto Styroch zvierat. Postupne teda pre kazdé z nich najdeme rekurzivnym volanim
najlepsie riesenie, ktoré ho obsahuje.

Nech mé vybrané zvieratko k£ konfliktov. Z toho, ako sme zvolili zvieratko z v kroku 1, vyplyva, ze kazdé
zvieratko m4 aspon k konfliktov. Potom tento algoritmus spravi k& + 1 rekurzivnych volani, pri¢om kaZzdé z nich
bude na nejaky novy problém s nanajvys n — (k + 1) zvieratkami.

D4 sa ukazat, Ze najhorsi pripad nastdva pre k = 2, teda ked mé kazdé zvieratko presne dva konflikty. Vtedy
bude mat tento algoritmus ¢asovi zlozitost O(3"/3), ¢o vieme upravit do podoby O(1.4423™).

Maximalna nezavisla mnozina: ndjdenie vsetkych optimalnych rieseni

,Lepsi algoritmus 2“, ktory sme si prave popisali, vieme lahko upravif tak, aby nie len vypocital najvicsi pocet
zvierat vo vybehu, ale navySe aj postupne vygeneroval a vypisal vSetky optimalne rieSenia tejto tilohy. Z toho
vyplyva, Ze optimélnych rieSeni nemdze byt viac ako 0(3"/ 3). Je ich teda vzdy vyrazne menej ako 2.

TLahko nahliadneme, Ze tento odhad je pomerne tesny. Staci zobrat n = 3k zvieratiek, rozdelit ich do trojic a
povedat, ze v kazdej trojici si kazdé dve zvieratd v konflikte. Potom bude kazdé optimélne rieSenie obsahovat
prave jedno zviera z kazdej trojice a teda bude presne 3% = 3"/3 optimalnych rieeni.

Problém obchodného cestujuceho

V krajine je n miest, o¢islovanych od 1 po n. Pre kazd dvojicu miest (¢, j) pozname cenu ¢; ; cestovného listku
z i do j. Obchodny cestujici Emil potrebuje precestovat celtl krajinu: chce zacat v meste 1, postupne navstivit
prave raz kazdé iné mesto a nakoniec sa vréatit spiat do mesta 1. Kolko peniazi mu na to staci?

Priamodiare rieSenie tejto tlohy mé Gasovu zlozitost eSte hor§iu ako exponencidlnu. Emila zaujima, v akom
poradi mé navstivit mestd 2 az n, hlad4 teda ich optimélnu permutdciu. Toto vieme spravit tak, Ze postupne
vygenerujeme vSetkych (n — 1)! permutécii miest 2 az n a pre kazda spocitame, kolko by nds stélo cestovné.
Takéto rieSenie mé teda casovi zlozitost O(n!).

Problém obchodného cestujiceho: dynamické programovanie

Ukézeme si, ako tto tlohu vyriesit s éasovou zloZitostou 0(2”), presnejsie, v ¢ase O(n?2").

Vsimnime si Emila niekedy pocas jeho cesty po krajine. Uz navstivil nejaké mesta a zaplatil nejaké peniaze za
cestovné. Polozme mu teraz otdzku: ,,Za kolko najmenej petiazi vies svoju cestu dokonéit?*

Od ¢éoho zavisi odpoved na tato otdzku? Len od dvoch veci: od mesta a, kde sa Emil prave nachddza, a od
mnoziny miest B, ktoré este nenavstivil. Ozna¢me d, p odpoved na otdzku s tymito dvoma parametrami.

Ak je mnozina B prazdna, je otdzku lahké zodpovedat: d, g = c,,1, lebo uz sa len potrebujeme vratif z aktualneho
mesta a na zaciatok. Vo vsetkych ostatnych pripadoch sa pozrime na to, ¢o Emil spravi v nasledujacom kroku:
vyberie si nejaké mesto b € B a odcestuje doii. Najlepsie riesenie pre konkrétne mesto b bude Emila stat
Ca,b + dp, p—{p) PeNazi: najskor zaplati ¢, za cestu z a do b a potom dy p_ (3 za optimalne dokoncenie riesenia
zo situécie, kedy stoji v meste b a eSte potrebuje navstivit ostatné mest4 z mnoziny B.

Hodnotu d, g pre B # () teda spocitame tak, ze postupne vyskasame vSetky b € B, pre kazdé z nich zistime, k
ako najlepsiemu rieSeniu vedie, a z takto ziskanych hodnét zoberieme minimum.
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Otézok, ktoré si kladieme, teda roznych hodnot d,, g, ktoré nas zaujimaja, je O(n2"), lebo je n moZnosti pre a a
pri konkrétnom a nanajvys 2"~! moznosti pre B (lebo pre kazdé mesto iné od a mame dve moznosti: bud v B
lezi alebo nie). Kazda otdzku vieme zodpovedat v éase O(n), a teda celkové Casové zloZitost vypoctu vietkych
hodnét d, g je O(n?2"). Vyslednym riesenim je potom hodnota d1{2.3,....n}-

Pseudokéd rekurzivnej implementécie:

funkcia d(a, B):
ak si uZz niekedy spracival vstup (a, B):
vrat zapamédtanid odpoved

ak je B prazdna:
odpoved = Cla, 1]
inak:
odpoved = minimum { C[a, b] + d(b, B okrem b) | b je prvok B }
zapamdtaj si Ze pre vstup (a, B) je vystup odpoved
vrat odpoved

Vsimnite si, Ze pri kazdom rekurzivnom volani sa zmensi mnozina e$te nenavstivenych miest. Vdaka tomu kazda
vetva rekurzie eventudlne skonéi. Pre kazda z O(n2") dvojic (a, B) sa telo tejto funkcie (vypocet konkrétnej
hodnoty d, p) vykona nanajvys raz, vdaka ¢omu dosiahneme slibenti celkovi ¢asovi zlozitost O(n?2m).

Pseudokdd jednej moznej iterativnej implementacie:

pre kazdé a:
D[a, prazdna mnozinal] = Cla, 1]

pre kazdi velkost vb mnoZiny B od 1 aZ po n-1:
pre kazdid mnoZinu B velkosti vb:
pre kazdé a nepatriace do mnoziny B:
D[a, B] = nekoneéno
pre kazdé b z mnoZiny B:
D[a, B] = min( D[a, B], C[a, b]l] + D[b, B okrem b] )

Vsimnite si, Ze pri tejto implementacii pri vypocte konkrétnej d, p uz pozndme vsetky hodnoty dy, p_qpy, ktoré
potrebujeme, lebo sme ich vypoditali v skorsej iteracii vonkajsieho for-cyklu: mnozina B —{b} m& mensiu velkost
ako mnozina B.

Na zaver tohto studijného textu podotkneme, ze pri praktickej implementacii tohto algoritmu by sme na uloZenie
mnozin B pouzili tzv. bitové masky (bitmasky): mnoZinu {1, ..., x;} by sme reprezentovali ¢islom 2%1 4. . . 4-2%i
teda Cislom, ktoré ma nastavené prave bity s ¢islami 1, ..., z;.

Rozmyslite si, ze ak ma konkrétna mnozina priradené nejaké cislo, tak vSetky jej podmnoziny maji priradené
mensie ¢isla (lebo ked zmazeme z mnoziny prvok, tak v dvojkovom zapise ¢isla, ktoré ju reprezentuje, zmenime
prislusni jedni¢ku na nulu). Namiesto vonkajsich dvoch for-cyklov by sme teda mohli pouzit len jeden for-cyklus
cez vSetky Cisla predstavujice platné kédy mnozin, od najmensieho po najvicsie. Takto dostaneme iné poradie,
v ktorom budeme mnoziny B spractvat, ale vyssie popisany algoritmus bude stéle korektne fungovat, lebo pre
kazdé B a b bude aj teraz platit, Ze mnozinu B — {b} spracujeme skor ako mnozinu B.
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