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B-1-1 Kamenna cesta

Ak si zoberieme vSetky dni, v ktorych vieme prejst na druhy breh rieky, zadanie od nas chce, aby sme nasli
posledny (najvicsi) deni, v ktorom je to mozné. Ako prvé je preto dobré si rozmysliet, ako velké takéto ¢islo
moze byt, o ndm ohrani¢i vysledok.

Existuje pre kazdy vstup aspon nejaké rieSenie? Kedze pre defi, v ktorom je i-ty kamen este pouzitelny, k;
plati, Ze k; > 1, tak lahko vidiet, Ze v prvy defi vieme urcite pouZit vSetky kamene a dostat sa na druht stranu.
Existuje aj horné ohranic¢enie? Inymi slovami, existuje der, kedy uz nevieme cez rieku v ziadnom pripade prejst?
Takéto ohranicenie by neexistovalo iba keby nepotrebujeme ziadny kamen na prejdenie rieky, kedze po urc¢itom
case bude kazdy zaplaveny. Kedze vieme preskocit iba jeden kamen a pre pocet kametiov n plati nerovnost
n > 2 tak méme zarucené, ze musime pouzit aspon jeden kameri na prejdenie rieky. Vieme teda, Ze rieku uréite
neprejdeme v den, kedy uz bude zatopeny aj posledny kamen. MoZeme si uvedomit, Ze tento deii je o jedna
vicsi ako maximum z hodnét kq, ko, ... k.

Zistili sme, ze spravna odpoved sa nachidza niekde medzi hodnotami 1 a max(ky, ks ...k,) + 1. To je super,
pretoze modzeme postupne vyskusat vSetky tieto hodnoty a najst najvicsiu vyhovujicu.

Riesenie hrubou silou

Povedzme, Ze mame nejaky konkrétny deni r. Chceme zistit, ¢i vieme prekrocit rieku iba pomocou doteraz
nezatopenych kamenov. Teda plati, Ze kamenl j mézeme pouzit iba ak k; > r. Mozeme si vytvorit pomocné pole
o velkosti n a doiiho si zaznacif, na ktoré policka sa vieme dostat z lavého brehu. Pri vypliiani i-teho policka sa
nam stadi pozriet, ¢i je mozné sa dostat bud na policko i — 1 alebo 7 — 2. Ak 4no a plati, Ze k; > r, tak sa vieme
dostat v r-ty deni aj na r-té policko a do pomocného pola zazna¢ime True, inak False. Na konci vieme z hodnot
na indexoch n — 1 a n v naSom pomocnom poli zistif, ¢i v dany den vieme rieku prekrocit. Rieku prekro¢ime
iba ak sa na jedno z tychto poli¢ok vieme dostat.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <algorithm>

using namespace std;

bool over (vector<int>& kam, int den)

{
int n = kam.size();
// na zaciatku oznacime vsetko ako nedosiahnutelne
vector<bool> pom(n, false);

if (kam[0] <= den) pom[0] = true;
if(kam[1l] <= den) pom[l] = true;
for(int 1=2; i<n; ++1i) {
if (kam[i] >= den && (pom[i-1] || pom[i-2])) {
pom[i] = true;
}
}
if (pom[n-1] == true || pom[n-2] == true) {

return true;
}
else {
return false;
}
}

int main ()
{

int n; cin >> n;

vector<int> kamene (n);
for (int 1=0; i<n; ++i) {
cin >> kamenel[i];

}

int maxim = kamene[0];
for(int 1i=1; i<n; ++1i) {
maxim = max (maxim, kamene[i]);

}

for (int i=maxim; i>=1; --i) {
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if (over (kamene, 1)) {
cout << 1 << endl;
break;
}
}
return 0;

}

V pythone si ukdZeme mierne inl implementéciu a to bez pomocného pola. Je zaloZend na pozorovani, e z
nasho pomocného pola ndm vzdy staci poznat iba posledné dve vypocitané hodnoty (pozicie i —2 a i — 1).

Listing programu (Python)
def over (kam, den):
pred, pred2 = True, True
for 1 in range(len(kam)) :
if (pred == False and pred2 == False):
break

pred2 = pred
pred = False

if (kam[i] >= den):
pred = True

return (pred or pred2)

n = int (input())
kamene = [int(_) for _ in input () .split ()]
maxim = max (kamene)
for i in range (maxim, 0, -1):
if over (kamene, 1):
print (i)
break

Toto rieSenie je spravne, ale mé ¢asovil zlozitost zavisli od maximéalneho k;, ktoré moze byt ovela vicdsie ako n.
Je teda pomalé, ale staci na riesenie prvej a tretej sady.

Zlepsenie rieSenia hrubou silou

Riesenie hrubou silou ide v skuto¢nosti vylepsit dalsim pozorovanim. Samotné overovanie nejakého konkrétneho
rieSenia 7 nezrychlime. To ¢o sme robili doteraz je, Ze sme overili vSetky hodnoty medzi 1 az max(ko, k1, . - . kp)
a vybrali najvicsie rieSenie. Myslienkou zrjchlenia je, Ze pokial ide prejst rieku v i-ty defi tak je to mozné aj
v kazdy skorsi den. Preco? Pokial sme v i-ty deni pouzili nejaké kamene, pomocou ktorych sme vedeli prejst
na druhd stranu rieky. Vieme presne tie isté kamene pouzit aj v hociktory skorsi deti. To plati aj opacne, ak
nevieme v i-ty den prejst rieku, nepdjde to ani neskor. To preto, Ze neskor bude zatopenych uz len viac kameriov.
Toto ndm umoZnuje pouzit techniku zndmu ako bindrne vyhladanie na najdenie nasho rieSenia.

Pointa bindrneho vyhladdvania je, Ze namiesto overenia hodnot 1 az max(kg, k1, ... k,) ndm postacuje overit
rieSenie pre ¢islo, ktoré je v strede, medzi 1 a max(ko, k1, . . . k). Oznacme si ho s. Pokial plati, ze v s-ty dem sa
da prejst cez rieku tak vieme, Ze naSe rieSenie bude vicsie alebo rovné ako s. Pokial v s-ty def nevieme rieku
prejst, rieSenie bude mensie ako s. V oboch pripadoch sa nam podet ¢isel, ktoré modzu byt rieSenim zmensil
priblizne o polovicu. Tento postup vieme dalej opakovat na novo najdené ohranic¢enia naSeho rieSenia az kym
nam neostane jedno ¢islo, ktoré je vysledkom.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <algorithm>

using namespace std;

// na overenie mozeme pouzit funkciu z predchadzajuceho riesenia
bool over (vector<int>& kam, int den);

int main ()
{

int n; cin >> n;
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vector<int> kamene (n);
for (int i=0; i<n; ++1i) {
cin >> kamenel[i];

}

int maxim = kamene[0];
for(int i=1; i<n; ++i) {
maxim = max (maxim, kamenel[i]);

}

int 1 = 0, h = maxim+1;
while (1+1 < h) {
int stred = (1 + h) / 2;
if (over (kamene, stred)) {
1 = stred;
}
else {
h = stred;

cout << 1 << endl;

return 0;

Iné rieSenia

V predchadzajucich rieSeniach nam vadilo, Ze naSe rieSenia boli z4vislé od maximélneho k;. Podme skisit najst
rieSenie, ktoré je zavislé len od n. Urobime to tak, Ze sa pozrieme blizSie na samotnii hodnotu najlepsieho
rieSenia.

Vieme, Ze najlepsie rieSenie lezi medzi 1 a max(kq, ko, ...k,). Tvrdime vSak, Ze toto rieSenie musi byt rovna
niektorému z k;. Viete preco? Povedzme si, Ze by nebolo. Potom ale urcite existuja kamene, po ktorych vieme
preskédkat v tento defi a jeden z nich, ozna¢me si ho j, ma najniz§iu hodnotu k;. NaSe rieSenie nemdze byt
najlepsie pretoze od tohto rieSenia existuje lepsie rieSenie rovné k;. To pouziva kamene z ndSho predchadzajiceho
rieSenia a pritom je urcite vicsie. Po tejto ivahe uz vieme, Ze rieSenie bude urcite rovné niektorému z hodnot
k1, ko, ... ky,. To znamend, Ze nam staci overit n hodnot, kazda v ¢ase O(n), ¢o ndm prinesie rieenie s ¢asovou
zlozitostou O(n?).

Vzorové rieSenie

Sice na vyrieSenie tlohy na plny pocet bodov stacilo aj rieSenie z Casti ZlepSenie rieSenia hrubou silou,
my si teraz ukdZeme jedno eSte rychlejsie a elegantnejsie rieSenie. Jeho myslienka je nasledujuaca.

Kedy ur¢ite rieku nevieme prejst? Predsa ked budi zatopené dva za sebou leziace kamene! Takto velkd medzeru
totiz nevieme preskodit a ostaneme zaseknuty. Dvojica kamenov i a ¢ + 1 bude zatopend ked sa zatopi ten
neskorsi, teda v ¢ase max(k;, k;+1) + 1. Zo vSetkych dvojic vSak chceme zobrat ti najskorsie zatopend, prva
dvojica kametiov bude teda zatopend v ¢ase min(max(ky, ko) + 1, max(ka, k3) + 1,... max(kp—1, kn) + 1).

My si v8ak musime odpovedat aj na dolezitejsiu otdzku a to, ¢ sa dé4 prejst na druhi stranu rieky vzdy, ked
eSte neexistuje dvojica za sebou iduacich zatopenych kameriov. Ak totiz plati takéto tvrdenie, znamena to, ze
vyssie uréenéd hodnota je spravnou odpovedou.

Predstavme si, ze ziadne dva za sebou idtice kamene nie s zatopené. Je jasné, Ze z lavého brehu mame kam sko¢it.
V tom momente sa nachddzame na nezatopenom kameni. Ak je nasledujuci kamen nezatopeny, jednoducho nan
prejdeme a riesime problém dalej. Ak vSak zatopeny je, ten dalsi zatopeny byt neméze (lebo to by boli uz dva za
sebou idice zatopené kamene). Preskoéime teda jeden zatopeny kamen a pokracujeme rovnakou tivahou dale;j.
Prave sme dokazali, ze v deni min(max(kq, ko), max(ke, k3), ... max(k,—1,k,)) + 1 sa cez rieku urcite nedosta-
neme, ale v fubovolny skorsi deii to este pojde, toto ¢islo minus jeden je teda odpovedou.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <algorithm> // min(), max()

using namespace std;
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int main ()

{

int n; cin >> n;

vector<int> kamene (n);
for (int i=0; i<n; ++1) {
cin >> kamene[i];

}

int odp = max(kamene[0], kamene[l]);
for(int i=1; i<n-1; ++i) {
odp = min(odp, max(kamene[i], kamene[i+1]));

}

cout << odp << endl;
return 0;

Listing programu (Python)

n = int (input ())

kamene = [int(_) for _ in input () .split ()]
odpoved = max (kamene[0], kamene[l]

for i in range(l, n-1):

odpoved = min (odpoved, max (kamene[i], kamene[i+1]))
print (odpoved)

B-1-2 Baliaci papier

Predstavme si, ze mame na stole Anickin baliaci papier a chceme z neho niekde vystrihnit obdlznik konkrétnych
rozmerov. Ak sa to da, urite sa to da tak, aby tento obdlZnik obsahoval favy horny roh Anickinho papiera.
Hocijaky obdlznik, ktory lezi na Anic¢kinom papieri, totiz mozeme postvat dolava az kym nenarazime na lavy
okraj a nasledne dohora az kym nenarazime na horny.

L

Ukéazka posunutia obdlZnika, ktory chceme vystrihnit, do lavého horného rohu.

Ak chceme vystrihnat obdlznik, ktory obsahuje Tavy horny roh Anickinho papiera, je celj obdlznik jednoznaéne
uréeny tym, ktoré policko mé v pravom dolnom rohu. No a uz lahko nahliadneme, ze kazdé policko takto uréuje
platny obdlZnik a vietky tieto obdlzniky majt navzajom rozne rozmery.

Celkovy pocet obdlznikov, ktoré vie Anicka vystrihnit, je preto rovny celkovému poctu poli¢ok na jej baliacom
papieri — ¢ize ide jednoducho o stcet vsetkych hodnot p; zo vstupu.

Maximalne obdizniky

Kazdy maximalny obdlznik zjavne musi obsahovat Iav§ horny roh — lebo hocijakému inému obdizniku vieme
Zostéava teda zistif, kde moze maf maximalny obdlznik svoj pravy dolny roh.

Opiif, musi platif nutna podmienka, Ze takjto obdlznik nevieme predizif ani dodola, ani doprava. Jeho pravy
dolny roh teda musi byt poslednym polickom vo svojom stipci, a navyse stipec napravo (ak existuje) nesmie byt
rovnako dlhy ako tento.
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Dva nie-maximélne obdlZniky: jeden sa d4 zvicsit doprava, druhy dodola.
Zvyraznené body st pravé dolné rohy maximalnych obdlznikov.

Je tato podmienka aj postacujuca? Inymi slovami, st vietky obdlzniky, ktoré toto spliiaji, naozaj maximalne?
Ano, st. Majme takyto obdlznik, ktorého pravy dolny roh je na poslednom poli¢ku stipca i. Obdlzniky, ktoré
maji irku aspon i, nemozu byt od tohto vyssie, lebo stipcov s viskou vicsou ako p; je menej ako i. A obdlzniky,
ktoré maja vysku aspoii p;, nemdzu byt od tohoto Sirsie, kedze stlpcov s aspoii p; polickami je len i.

Vsetky maximalne obdlzniky vieme teda néajst tak, Zze v cykle prechadzame postupnostou p; a o kazdej z nich
vyhodnotime, ¢i je ostro véésia ako nasledujtca z hodnét. (Pritom predpokladdme, ze ps11 = 0.)

Podotkneme este, Ze pocet maximalnych obdlZnikov by sme tiez vedeli vyjadrif ako pocet réznych hodnét v
postupnosti p;, ¢iZze napr. v Pythone ako 1en(set (p)). Ale kedZe sa tak ¢i tak na vSetky potrebujeme pozriet, v
nizsie uvedenom listingu ich scitujeme rucne.

Listing programu (Python)

S = int ( input () )

P = [ int(_) for _ in input().split() ]
print ( sum(P) ) # pocet vsetkych obdlznikov
P.append(0)

maximalnych = 0

najvacsi_obsah = 0

for s in range(S):
if P[s] > P[s+1]:
maximalnych += 1
najvacsi_obsah = max( najvacsi_obsah, (s+1) * P[s] )

print (maximalnych)
print (najvacsi_obsah)

B-1-3 Mravcia farma
Zacneme rieSenim Tahsej podilohy. V tej si stacilo vSimnut, Ze:

e Vzdy, ked sa Ferdo posunie dodola, zdvojndsobi sa pocet komorok, kde moze byt. Totiz z kazdej, kde
mohol byt, mal dve moznosti, kam ist, a vSetky vedd do navzdjom réznych komorok.

e Vzdy, ked sa Ferdo posunie dohora, zmensi sa poc¢et moznosti na polovicu — kedze je to ,,undo“ predché-
dzajticej operacie.
Jedinou vynimkou je situacia, kedy uz presne vieme, kde sa Ferdo nachadza. Ak sa vtedy posunie vyssie,
lezie prave na uroven, na ktorej eSte nebol. Ale aj tato situécia je zjavné: nadalej nam ostala presne jedna
moznost pre Ferdovu polohu.

Stacilo teda zo vstupu nacitat len refazec pohybov a potom podla jeho pismen nésobit a delif dvoma.
Pozrime sa teraz na tazsiu podulohu.
Poznamka k bodovaniu

Odovzdané rieSenia tazsej verzie tlohy sme bodovali nezvykle tolerantne — presnejsie, za jeden typ chyby sme sa
rozhodli nestthat body. Dovod pre toto rozhodnutie je jednoduchy: rovnaka chybu vo svojom pévodnom rieseni
spravil aj autor ulohy :)
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Podotykame, Ze takéto bodovanie nikde nespravilo principidlny rozdiel — totiZ rieSenia tazsej verzie tlohy, ktoré
maju len tento typ chyby, korektne riesia lahsiu verziu tlohy.

Nizsie si ukdZeme jedno mozné nespravne rieSenie, vysvetlime si, v ktorej jeho myslienke je skrytd zaludna
chyba a potom si ukazeme komplikovanejsie, ale predsa len korektné rieSenie.

Nespravne rieSenie — skiste sami zistit, preco

Tvrdenie #: Ak sa kdekolvek vo Ferdovom ,,programe® nachadza postupnost prikazov DH, teda ,,dole, hore,
mozeme ju zjavne vynechat, lebo po nej vie Ferdo zjavne byt presne tam, kde pred tiou, a nikde inde.

Toto pozorovanie ndm vie pomdct — hovori, ze vSetky vyskyty DH mozeme z Ferdovho programu vymazat.
Pozor, toto treba robit trochu sikovne. MozZe vas pokusat spravit jednoducho nieco ako ,kym program obsahuje
nejaké DH, zmaz vSetky vyskyty DH“, no v najhorSom pripade m4 takyto postup ¢asovi zlozitost az kvadraticka
od dlzky programu. (Dotyénym najhorsim pripadom je program zac¢inajici vela D a pokracujuci vela H. V kazdej
iterdcii raz prejdeme cely program, ale ndjdeme a zmaZeme len jediné DH.)

Sikovnej§i spdsob mazania je taky, ze program ¢itame znak po znaku a pamitime si, ¢o sme eSte nezmazali.
Nezmazand cast bude vzdy maf tvar ,najskor niekolko H, potom niekolko D“, takZe na jej zapamétanie uz
nepotrebujeme ani refazec, stacia nam dve celoc¢iselné premenné.

Po vySSie popisanej tiprave dostavame novy Ferdov program. Ten vo vSeobecnosti najskor spravi niekolko krokov
hore a potom niekolko krokov dole. Krok hore vieme odsimulovat v konStantnom case (kedze vtedy je este
jednoznacéné, kde sa Ferdo nachédza). No a pri krokoch dodola si uz mézeme dovolit pokojne aj vysktsSanie
vSetkych moznosti, kedZe kazdu komorku aj kazdt chodbicku podas tejto cesty dole navstivime nanajvys raz.

Kde bola chyba?

No ¢o, v8imli ste si chybu? Nam to veelku dlho trvalo. Chyba sa skryva hned na zaciatku, v tvrdeni #. Problém
je v tom, ze toto tvrdenie vobec nemé pravdu. Predstavme si takéto mravenisko:

Povedzme, Ze sme zacali na tiplnom vrchu. Ked sa pohneme dodola, mdZeme byt hocikde na strednej trovni.
Teraz sa pohneme dole a zase hore... aha. Problém je v tom, Ze z komorok 2 a 4 sa dodola ist neda. Ak teda
za¢neme na vrchu tohto mraveniska a pohneme sa DDH, musime skondit v strednej vrstve, a to bud v komorke
1 alebo v komoérke 3. V8imnite si explicitne, Ze v komérke 2, hoci lezi medzi nimi, skonéif nevieme.

\/zorové rieSenie

Tato patédliu treba nejakym sposobom vyriesit. Ako prvé rieSenie ndm moZe napadnif udrziavat si zoznam
vSetkych komoérok, v ktorych sa Ferdo moze nachddzat. Pri kazdom posune jednoducho prejdeme vSetkymi
tymito komorkami a pozrieme sa, kam sa z nich Ferdo mohol v danom smere posunit. Ob¢as sa stane, Ze sa
posunut nevie, tak ako v pripade uvedenom vysSie, a tieto moZnosti jednoducho zahodime.

Takéto rieSenie je sice spravne, ale pomalé. Pri kazdom pohybe sa totiz musime pozrief na viacero, potencialne
aZ n, roznych komorok a nejakym sposobom ich spracovat. To vedie k ¢asovej zlozitost O(ngq).

Aj zo zlého rieSenia si vSak vieme odniest niekolko uzito¢nych pozorovani. Napriklad, Ze ak sa na kazdu troven
pozrieme najviac raz, moézeme pokojne spracovat aj vSetky komorky, ktorej na nej lezia. Dokopy sa totiz pozrieme
nanajvys na vsetkych n komorok, ¢o je dostatocne rychle.

Ferdovu cestu by sme teda chceli spracovéavat postupne po tirovniach. Velmi lahko vieme vypoditat, na ktore;
arovni sa nachadzal v jednotlivych krokoch svojej cesty. Vieme totiz kde zac¢inal, kazdy pohyb dohora H ho
posunie o Troven vyssie, pohyb dodola D o troveii nizsie. Vdaka tomu vieme napriklad zistit aj to, na ktorej
najvyssej urovni sa pocas svojho pohybu nachadzal. Navyse si uvedomme, ze na najvyssej irovni je prave jeden
vhodny vrchol, v ktorom mohol staf. Toto pozorovanie sme si v§imli uz v rieSeni jednoduchsej podulohy.
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Okrem zaciatku mame teda dalSie jednozna¢éné miesto, kde sa Ferdo mohol nachddzat, a navysSe je najvyssie
ako Ferdo v mravenisku bol. Je teda dobry napad zacat od neho. Zamyslime sa, ¢o vieme o tejto komorke a
dalsich Ferdovych pohyboch povedat. Vieme, Ze ked bol v tejto komorke, jediny pohyb, ktory mohol spravit je
D, vyssie totiz nesiel. Presunul sa teda do komorok na trovni o jedna nizsej, ktoré susedia s touto komorkou.
St v8ak vSetky tieto komorky pre Ferda vyhovujice? Ferdo sa bude z nich predsa hybat dalej a ako sme videli
v protipriklade vys$ie, obcas to nie je mozné. Nastastie, je pomerne Tahké zistit, kedy to nepdjde. Vieme totiz,
ako najnizSie pocas tohto pohybu klesol. A ak sa z tejto komorky nedd klesnit dostato¢ne hlboko, tak do nej
predsa nemohol vojst.

Toto sa pekne ilustruje na vyssie uvedenom obrazku a postupnosti DDH. Najvyssie bol na trovni 0 v komoérke 1.
Pohybom dole sa posunul na troven 1, nie vSetky komorky s vSak vyhovujice. Ferdo totiz vie, Ze najnizsie ako
sa pocas svojej cesty dostane je troveri 2 (pri dalsom pohybe dodola). Z vrchola 2 a 4 na trovni 1 v8ak nevedie
ziadna cesta na troven 2, a preto nie s vyhovujuce.

Zacina to vyzeraf slubne, ale niekolko detailov ndm predsa len unikd. Predstavme si, Ze na obrdzku vyssie,
za¢inajic tplne na vrchu, iSiel postupnostou DDHHD. V tomto pripade mohol skoné¢if v Tubovolnej komorke na
arovni 1. V prvej ¢asti sice musel ist bud do komorky 1 alebo 3 aby mohol spravit druhy krok dodola, potom
sa vSak aj tak vratil na samy vrch a to ho dostalo opif do zacdiatoénej pozicie.

Predchédzajica Gvaha bude teda platit iba v tom pripade, ked si povieme, Ze Ferdo sa nachddza v najvyssej
komérke jeho cesty poslednykrat. A najnizsi bod jeho cesty nepocitame z celej postupnosti, ale iba z tej Casti,
ktord nasledovala po tomto poslednom navstiveni najvyssej komorky. Teraz vsak uz naozaj vieme, do ktorych
komoérok nizsej irovne sa mohol posunut, a do ktorych nie.

Zvy$ok rieSenia je uz v podstate rovnaky. Aj pre tieto komorky totiz plati rovnakd tivaha. KedZe dohora uz
nemoze ist (krok predtym tam bol posledny krat) a ak eSte nie je na trovni kde mé skoncit, bude sa musiet
pohntut dodola. Najskor teda preskodime na ten moment jeho cesty, ked bude na tejto tirovni posledny krat.
Nasledne sa pre kazdu komoérku, v ktorej mohol byt na tejto trovni, pozrieme na susedné komorky o troven
nizsie a zistime, ¢i je pod nimi dostatok priestoru na zvysok Ferdovej cesty, teda ¢i sa v nich da dostatoc¢ne
klesnit. Ak d4no, budeme s nimi pracovat v dalsom kroku.

Takymto spdsobom postupne prejdeme kazdou troviiou a spracujeme vrcholy na nej, zastavime sa ked budeme
na Grovni, v ktorej Ferdo skonéil. Vietky vrcholy, ktoré nam ostali st vysledkom. Casové zloZitost takéhoto
rieSenie je O(n + q).

Bohuzial, aj implementéicia takéhoto rieSenie je o niefo zlozitejSia ako sme zamyslali, nie vSak natolko aby
ste ju nezvladli, akurat si v nej treba predpocitat vSetky dolezité informécie. Napriklad pre kazdi komorku v
mravenisku potrebujeme vediet, ako najnizsie sa z nej da dostat, ak pojdeme iba dodola. Taktiez potrebujeme
pre kazdu trovern vediet, kedy naposledy sa na nej Ferdo vyskytne a pre kazdy bod Ferdovej cesty potrebujeme
vediet ako hlboko pdjde v zvysku cesty. Tieto vypocty vSak nie st také zlozité a mozete si ich blizsie prezriet v
priloZenej implementacii.

Listing programu (Python)
n = int (input ())

strom = []
for _ in range(n):
strom.append ([int (_)-1 for _ in input().split()]1([1l:]1)

# pre kazdu komorku si spocitame ako najhlbsie sa z nej vieme dostat cestou dodola
hlbka = []
for i in range(n):

hlbka.append([i for in strom[i]])

for i in range(n-1, 0, -1):
for j in range(len(strom[i])):
otec = strom[i] [J]

hlbka[i-1] [otec] = max(hlbka[i-1][otec], hlbkal[i][]])
zac_u, zac_k, g = map(int, input().split())

cesta = input ()
urovne_cesty = [zac_u]
posledna_navsteva = [-1]*n

# spocitame uroven, na ktorej bol Ferdo v kazdom kroku cesty a pre kazdu uroven
# si zapamatame posledny krat, ked na nej bol
for 1 in range(q):
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if cestal[i] == ’'D’:

urovne_cesty.append (urovne_cesty[-1] + 1)
else:

urovne_cesty.append (urovne_cesty[-1] - 1)
posledna_navsteva[urovne_cesty[-1]] = i+1

# pre kazdu cast cesty potrebujeme vediet ako najhlbsie pojde v jej zvysku

najvyssia_uroven = min (urovne_cesty)
for i in range(g-1, -1, -1):
urovne_cesty[i] = max (urovne_cesty[i], urovne_cesty[i+1l])
while zac_u != najvyssia_uroven:
zac_k = strom[zac_u] [zac_k-1]
zac_u -= 1
pripustne_komorky = [zac_k]
pozicia = posledna_navsteval[najvyssia_uroven]
# postupne ideme od najvyssej urovne az po tu, kde skoncil
while zac_u != urovne_cesty[-1]:
nove_komorky = []
p =20

# prechadzame komorky na o jedno nizsej urovni, zistujeme ci sa Ferdo vedel
# dostat do komorky priamo nad nimi a ci su vyhovujuce
for 1 in range(len(strom[zac_u + 1])):

while p < len(pripustne_komorky) and pripustne_komorky[p] < strom[zac_u + 1][i]:

p +=1
if p < len(pripustne_komorky) and pripustne_komorky[p] == strom[zac_u + 1][i] and \
hlbka[zac_u + 1][i] >= urovne_cesty[pozicia]:
nove_komorky.append (i)

zac_u += 1
pozicia = posledna_navsteval[zac_u]
pripustne_komorky = nove_komorky

print (len(pripustne_komorky))

B-1-4 Domy na lake

Ide o problém z tedrie grafov stvisiaci s kreslenim grafu do roviny. Domy predstavuji vrcholy grafu a cesty jeho
hrany. Graf sa snazime do roviny nakreslit tak, aby sa jeho hrany nikde nekrizovali.

Podiloha A (2 body): pre pat domov nakresli devit ciest

Jedno mozné riesenie je na nasledujicom obrazku:

Podotkneme, Ze viac ako deviit ciest sa postavit nedd. Dvojic domov je sice desat, vSetkych desat ciest vsak
nevieme naraz nakreslit do roviny tak, aby sa Ziadne dve nekrizovali. Odborne teda hovorime, Ze pétvrcholovy
kompletny graf K5 nie je rovinny. (Ked si vyriesime aj zvy$né podilohy, budeme vediet, preco tomu tak je.)

Podiloha B (2 body): ako vyzeraji €asti liky pri maximalnom poéte ciest

KedZe vieme, Ze na like pri Bardejove je dokopy postavenych najviac ciest, ako sa len dalo, znamené to, ze
nijaka dalsiu cestu uz nikde nevieme postavit. No a z toho pomerne zjavne vyplyva, ze Zuzankin (aj kazdy iny)
kus liky musi obsahovat presne tri domy.

Presnejsie zdévodnenie: Menej ako tri domy nikdy na ziadnom kuse liky nie s — to by vyzadovalo cestu, ktora
spaja menej ako dva rézne domy, alebo dve cesty spajajtce tu istt dvojicu domov, ale také cesty nemame.

Ak by na nejakom kuse luky (¢i uz na obvode tohto kusu alebo vo vnutri) lezali viac ako tri domy, vedeli by
sme este postavit dal$iu cestu. Staci si vybrat dva domy, ktoré este nie s cestou spojené, a spojit ich vnitrom
nasho kusu luky. Ak sa teda uz ziadna cesta nedé postavit, kazdy kus liky musi byt ,trojuholnik® ohraniceny
tromi domami a tromi cestami medzi nimi.
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Dva priklady pridania novej (¢iarkovanej) cesty na privelku liku.
VTavo spdjame nesusedné domy na jej obvode, vpravo dom na obvode s nesusednym domom vo vnutri.

Podiloha C (2 body): priddvame cesty ku kruZnici

Pozrime sa na Ilubovolny okamih, kedy na like pri Ciferi staviame jednu novi cestu. Tato cesta povedie vnitrom
nejakej Casti luky a prepoji dva domy, ktoré boli na jej obvode a doteraz spolu nesusedili. Tym teda tato cesta

.....

Nech m je pocet ciest a f pocet ¢asti luky. Na zaciatku mame m = n a f = 2. No a prave sme si odvodili, ze
hodnota m — f sa uz nikdy nezmeni. Vzdy teda bude platit vzftah m — f =n — 2.
Podiloha D (2 body): budujeme cesty na zelenej like

Teraz potrebujeme spravit este jedno pozorovanie: ak priddme cestu, ktora spoji dve rozne skupiny domov, tak
sa nezmeni pocet casti liky — lebo na oboch strandch prave pridanej cesty je nadalej ta ist4 cast liky.

skupin domov oznac¢ime k, dostavame teda, ze hodnota m + k — f sa pocas stavby ciest nikdy nemeni.

Na zaciatku, ked este nemame postavené ziadne casti, mdme m + k — f = n — 1, lebo mame 0 ciest, n skupin
domov a jednu luku. Tento vztah teda musi platif aj po postaveni Tubovolného poétu lubovolnych ciest. Pocet
dasti luky teda vieme vo vSeobecnosti vyjadrit vztahom f=m +k+1—n.

Pre zaujimavost, tento vztah medzi poétom vrcholov, hrdn a oblasti v rovinnom grafe sa nazyva Eulerov vztah.
Velmi podobny vztah (aky a preco?) plati aj pre pocet vrcholov, hrdn a stien mnohostenu (v trojrozmernom
priestore).

Vztah, ktory sme si odvodili v podilohe C, plati pre vietky savislé rovinné grafy — teda pre lubovolnu liku, na
ktorej uz vsetky domy tvoria jednu skupinu, plati f = m 4+ 2 — n. Dokaz vyzera v podstate rovnako ako nase
rieSenie podiilohy C. Nésledne vieme tento vztah zovSeobecnit na nestvislé rovinné grafy aj tak, ze spravime
nasledovné pozorovanie: ked na Iiku pridame dalsiu skupinu, ktord sama o sebe mala n domov, m ciest a delila
liku na f oblasti, tak sa pocet domov naozaj zvysi o n, pocet ciest sa zvysi o m, ale pocet Casti liky sa zvysi
len o f — 1, lebo t4 cast luky, v ktorej sa nova skupina domov zjavila, je teraz zaroveii ,,vonkajSou® castou liky
pre novo pridanti skupinu domov.

Podiloha E (2 body): najvacsi pocet ciest a oblasti
Ked je postaveny najviacsi mozny pocet ciest, zjavne platia viaceré skuto¢nosti:

e Je len jedna skupina domov, teda k = 1.
e Kazd4 cesta oddeluje od seba dve rozne casti liky.
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e (Podtloha B:) Kazd4 cast liky je ,trojuholnik®.

Ak mame f Casti liky a kazd4 z nich m4 na obvode tri cesty, znamena to, Ze ciest musime maft presne m = 3f/2.
(Do suc¢tu 3f sme kazdu cestu zaratali dvakrat, lebo kazda cesta od seba oddeluje dve liky.)

Ked toto dosadime do vzorca z podilohy D, dostdvame f = 3f/2 4+ 2 — n, alebo ekvivalentne f = 2n — 4.
A nésledne vieme dopoéitat, ze m = 3(2n —4)/2 = 3n — 6.

Na velkej like pri Egresi je teda medzi n domami postavenych 3n — 6 ciest a tie delia liku na 2n — 4 Zasti.

Inymi slovami, rovinny graf s n > 3 vrcholmi méze mat nanajvys 3n — 6 hran.
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