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A-1-1 Po schodoch

Pri vypocte ciest hore schodami pouzijeme dynamické programovanie. Postupne pre kazdy schod si budeme
poditat podet spdsobov, ktorymi sa nan vieme dostat, pricom budeme vyuzivat skor vypocitané idaje. Tento
pocet pre schod ¢ oznac¢ime p;

Na schod 0 (teda zem pred zaciatkom schodov) sa vieme dostat jednym spoésobom — tak, Ze ni¢ nespravime.
Teda mame py = 1.

Majme teraz nejaky vyssi schod i. VSetky mozné sposoby, ako sa dostat na schod 7, méZzeme rozdelit do niekolko
disjunktnych skupin podla toho, z ktorého schodu j sme spravili krok na schod i. No a zo zeme na konkrétny
schod j sa vieme dostaf presne p; spésobmi. Plati teda, Ze p; je rovné suctu hodndt p; pre tie schody j, z
ktorych vieme spravit krok na schod ¢ — teda cez schody, pre ktoré plati j < i a (hj41+---+h;) < d.

Dobré implementécia tohto rieSenia mé ¢asova zlozitost v najhorSom pripade kvadratickt od poctu schodov. Za
toto rieSenie ste mohli ziskat 6 bodov, pripadne dokonca 8, ak ste hladanie vyhovujtcich j zacali od j =4 — 1
smerom dodola a prerusili ste ho akonahle uz bol privelky rozdiel vysok i-teho a j-teho schodu.

Vzorové rieSenie bude mat ¢asovt zlozitost linedrnu od poctu schodov, teda O(n). ZlepSime predchédzajice
rieSenie pomocou jednoduchého néstroja: prefixovych suctov.

Ak méme nejakt postupnost ag,...,a,_1, mdézeme v linedrnom case vypocitat novi postupnost by, ..., b,
definovant nasledovne: by = 0 a Vi > 0 : b; = b;—_1 + a;_1. Potom plati, ze kazdé b; je sucet prvych i Clenov
postupnosti a.

Prefixové sucty prvykrat pouzijeme na zadant postupnost vysok schodov h; a vyrobime si tak novi postupnost
v;: ,madmorski vysku®“ jednotlivych schodov. Podmienku ,viem spravit krok zo schodu j na schod i* teraz
vieme overit v konstantnom case: staci sa pozriet, ¢i v; —v; < d.

Druhym krokom nasho riesenia bude, Ze si pre kazdy schod ¢ najdeme najnizsi schod m;, z ktorého este vieme
spravit krok na schod i. Toto vieme tiez celé spravit v linedrnom case, a to vdaka pozorovaniu, ze hodnoty
m; su neklesajuce. Napr. ak zo schodu 2 neviem spravit krok na schod 7, nebudem ho vediet spravif ani na
vy$si schod 8.

Na zaciatku schodov vieme, Ze m; = 0: zo zeme vieme spravit krok na prvy schod. Postavme teraz Adama na
schod 1 a Betku na schod 0 a dokola opakujme nasledovny proces:

e Adam sa posunie o jeden schod dohora. Toto je novy schod i.

e Kym Betka stoji na schode, z ktorého nevie spravit krok k Adamovi, posunie sa o jeden schod dohora.
Takto Betka postupne vyjde zo schodu m;_1 na schod m;. Hodnotu m; si zapaméitame.

Cely tento proces vieme odsimulovaf v linedrnom Gase a postupne tak zistit vSetky hodnoty m;. (Ak vam nie
je zjavné, pre¢o mé dokopy celd simuldcia tohto procesu linedrnu zlozitost, vSimnite si, Ze Adam dokopy spravi
presne n — 1 a Betka dokopy spravi nanajvys n — 1 krokov dohora.)

Posledna tprava, ktord spravime v kvadratickom rieSeni, bude, ze priebezne si spolu s hodnotami p; budeme
poditat aj ich prefixové stcty s;.

Vypocet konkrétnej hodnoty p; teraz bude vyzerat nasledovne: Nech j = m;. Vieme, Ze p; = p; + -+ + pi—1.
Pomocou uz vypoditanych prefixovych siétov postupnosti p vieme tento sucet vypocitat v konStantnom case:
p; = s; — 8;. No a nésledne uz len dopoéitame, Ze s,11 = s; + p; a modzeme ist na nasledujici schod.

Na zaver uz len podotkneme, Ze hodnoty p; mozu az exponencidlne rast. Aby nebolo potrebné implementovat
aritmetiku velk§ch ¢&isel, pridali sme do zadania vetu, Ze nas z éisla p,, zaujima len zvySok po deleni 10° + 7.
Tento zvysok zjavne vieme zistif tak, ze vietky medziv¥sledky budeme poéitat modulo 10° + 7.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const int MOD = 1000000007;
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int uprav(int x) {
if (x < 0) x += MOD;
if (x >= MOD) x —-= MOD;
return x;

}

int main() {
int N, D;
cin >> N >> D;
vector<int> H(N);
for (int &h : H) cin >> h;

// vypocitame vysky v ktorych su jednotlive schody
vector<long long> V = {0};
for (int h : H) V.push_back( V.back()+h );

// pre kazdy schod vypocitame prvy z ktoreho nan mozeme ist

vector<int> M = {0,0};
for (int a=2, b=0; a<=N; ++a) {
while (V[a] - V[b] > D) ++b;

M.push_back (b) ;
}

// postupne pocitame odpovede a aj ich prefixove sucty

vector<int> P = {1}, S = {0,1};
for (int i=1; i<=N; ++i) {
P.push_back ( uprav( S[i] — S[M[i]l] ) )

i
S.push_back ( uprav( S.back() + P.back() ) );
}

cout << P[N] << endl;

A-1-2 Nova bankovka

Ciastocné body za tuto tlohu sa dali ziskat réznymi spdsobmi. Prvia sadu sa dalo vyriesit hrubou silou —
vysktSanim vsetkych moZnych spésobov platenia. Druhti sadu sa dalo vyriesit pazravym algoritmom, ktory
popisujeme nizsie. Prvé tri sady sa dalo vyriesit algoritmom, ktory pre kazda sumu od 1 po max t; zisti optimélny
sposob platenia pomocou dynamického programovania.

Dokézeme si najskor jedno tvrdenie o povodnej sade platidiel. (Toto tvrdenie teda priamo plati aj pre eurd a
analogicky dokaz zafunguje aj napr. pre Ceské koruny alebo americké dolare. Samotné tvrdenie je intuitivne
— nase sady platidiel boli navrhované tak, aby sa s nimi pohodlne pracovalo — ale jeho presny dokaz si bude
vyzadovat doslednt argumentaciu.)

Keby sme nemali nové platidlo (a aj keby sme ho mali a malo hodnotu 100000), mohli by Kocurkovéania
pouzivat jednoduchy pazravy algoritmus: Ak chceS nejakii sumu zaplatif najmensim poctom platidiel, staci
vzdy pouzit najvicsie platidlo, ktorého hodnota je nanajvys rovna sume, ktora este ostava zaplatit.

Dokaz spravime od konca. Mince s hodnotou 1, 2 a 5 nazvime malé mince. Ak platime sumu od 1 do 9 toliarov,
mozeme pouzit len malé mince. Lahko overime, Ze pre kazda z tychto sim ndjde vySSie popisany paZravy
algoritmus optimalne riesenie.

A naopak, nech platime aktkolvek sumu, ak sme pouzili optimalny pocet platidiel, tak malé mince, ktoré sme
pouzili, musia mat v s¢te hodnotu mensiu ako 10. Preco? Lebo v opa¢nom pripade (rozmyslite si detaily) by
sme vZzdy vedeli spomedzi pouZzitjch malych minci vybrat podmnozinu s hodnotou presne 10 alebo 11, no a
namiesto tychto minci by bolo lepSie pouzit jedini mincu s hodnotou 10, resp. ich zaplatit ako 10+1.

Tieto dve pozorovania dokopy ndm teda hovoria, Ze nech optimélne platime akikolvek sumu, tak malymi
mincami zaplatime presne jej poslednu cifru. A vieme, Ze to pazravy algoritmus spravi vzdy optimalne. Teraz
teda mozeme zabudnif na existenciu malych minci, vynulovat posledni cifru sumy, ktort platime, a cela tato
tvahu zopakovat pre dalsi rad.

Takto postupne dostaneme, Ze paZravy algoritmus funguje aj pre desiatky, stovky, tisice a desaftisice toliarov.
Dokonéenie dokazu pre rddy od stotisic vyssie uz prenechédvame na citatela.

Co sa teraz zmeni v pritomnosti nového platidla s nominalnou hodnotou z?
Ak by sme vedeli, kolkokrat pri plateni sumy ¢ pouZif bankovku z, bolo by to lahké — zvySok sumy uZz totiz
platime pévodnou sadou platidiel, a teda méZeme pouzif jednoduchy paZravy algoritmus.
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My to sice nevieme, ale je tu fahké pomoc: vyskasame ,vSetky“ moZnosti a vyberieme najlep$iu z nich. Samoz-
rejme, pri tom skiiSani moznosti sa oplati este trochu porozmyslat: napr. pre x = 3 si nemodZeme zrovna dovolit
skusat vyse tristo miliénov moznosti.

Pomo6ze nam jedno z nasledovnych tvrdeni:

Tvrdenie 1. Pre zadané obmedzenia plati, ze bankovku s hodnotou = vzdy pouzijeme menej ako 50 000-krat.
Dokaz. Ak x > 50000, tak ju pouZijeme menej ako 50 000-krat jednoducho preto, ze 50 000> > 2-10° > maxt;.
(Slovne: zaplatili by sme urcite viac ako pozadovani sumu.) No a ak = < 50000, tak sa nikdy neoplati pouzit
50000 kusov bankovky x, lebo namiesto nich je lepsie pouzit z kusov bankovky s hodnotou 50 000.

Tvrdenie 2. Pre zadané obmedzenia plati, ze bankovku s hodnotou = vzdy pouzijeme menej ako 40 014-krat.
Doékaz. Sumu < 2 - 10? vieme bez pouzitia bankovky z zaplatif na menej ako 40014 kusov platidiel. Ak by sme
bankovku x pouzili viackrat, mali by sme uz privela kusov platidiel, a teda by neslo o optiméalne riesenie.

A to uZ je vSetko. Implementécia rieSenia je jednoduché: vyskusame vSetky zmysluplné moZnosti pre pocet
pouzitych bankoviek s hodnotou z a pre kazdt z nich spustime pazravy algoritmus na zaplatenie zvysku sumy
zvySnymi typmi platidiel. Spomedzi vSetkych takto ziskanych rieseni si na zaver samozrejme vyberieme to
najlepsie.

Listing programu (Python)

def pazravo (t):
platidla = [1,2,5,10,20,50,100,200,500,1000,2000,5000,10000,20000,50000]
pocet_kusov = 0
for p in reversed(platidla):
pocet_kusov += t // p
t=t %$p
return pocet_kusov

int ( input () )
int ( input () )
[ int () for _ in input().split () ]

=.Q
nn

for t in T:

najlepsie = pazravo (t)

for kolko_x in range (0,najlepsie):
if kolko_x * x > t:

break

toto = kolko_x + pazravo(t - kolko_x *x x)
najlepsie = min( najlepsie, toto )

print ( najlepsie

A-1-3 Rekonstrukcia mapy

V rieseni budeme pouzivat terminolégiu z tedrie grafov: kralovstvo je strom, ostrovy a mosty st jeho vrcholy a
hrany, a poc¢et mostov veducich z ostrova volame stupen vrcholu.

Pre n = 1 mame jeden vrchol a ten musi mat stupen 0. Odteraz dalej budeme predpokladat, ze n > 1.

KedZe méme v strome n — 1 hran, musi platit, Ze kazdy vrchol mé stupeii nanajvys n— 1. Strom je stavisly, takze
kazdy vrchol musi maf stupen aspoii 1. NavySe vieme, Ze kazd4 hrana prispieva ku stupniom dvoch vrcholov, a
teda stcet stupiiov vSetkych vrcholov musi byt presne 2(n — 1). Akonahle niektord z tychto podmienok nie je
splnend, riesenie neexistuje.

Nic¢ zlozitejsie nas uz necaka — vyssie uvedena sada podmienok je totiz nie len nutna ale zaroven aj postacujica.
Inymi slovami, nizsie si ukazeme, ze ak st vSetky uvedené podmienky splnené, tak nejaky strom so zadanymi
stupniami vrcholov existuje.

Tvrdenie dokazeme matematickou indukciou od poc¢tu vrcholov stromu.

Pre n = 2 existuje jedina postupnost stuptiov spliiajiica vietky podmienky: (1,1). A pre iu skutocne existuje
aj strom: dva vrcholy spojené hranou.

Majme teraz postupnost dlzky n. Zjavne musi existovaf nejaké i také, ze d; = 1 (keby vsetky boli aspoii 2,
bol by sucet privelky). Nech j je index zodpovedajici najvic¢sej hodnote d;. Vyrobme nova postupnost d’ z d
tak, ze vynechdme d; a o jedno zmensime d;. Nova postupnost d’ spliia vietky podmienky (rozmyslite si preco)
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a kedze je krat$ia, podla indukéného predpokladu jej naozaj zodpovedd aj nejaky strom. Strom pre povodni
postupnost teraz zostrojime tak, Ze priddme novy list a pripojime ho hranou k vrcholu zodpovedajicemu
povodne]j hodnote d;.

Vyssie uvedeny dokaz ndm zéaroven déva algoritmus, ako hladany strom zostrojit.

Ak chceme dosiahnut optimalnu Gasova zlozitost (linedrnu od poctu vrcholov stromu), potrebujeme si eSte
rozmysliet, ako Sikovne hladat indexy ¢ a j v kazdej iteracii. V nasom rieseni to budeme robit tak, Ze si vrcholy
roztriedime na n — 1 kdpok podla stupiia. Za vrchol ¢ vzdy vyberieme Tubovolny so stuptiom 1 a za vrchol j
Tubovolny s aktudlne maximalnym stuptiom. Maximélny stupeii sa moze pocas behu algoritmu len zmensovat,
a zakazdym sa zmensi nanajvys o 1, takze kazda iteracia nasho algoritmu prebehne v konstantnom case.

Listing programu (Python)

import sys

N = int ( input() )

D = [ int(_) for _ in input () .split() ]

if min(D) < 1 or max(D) > N-1 or sum(D) != 2xN-2:
print (' neexistuje’)
sys.exit ()

stupen_na_vrcholy = [ [] for _ in range(N) ]

for n in range (N):
stupen_na_vrcholy[ D[n] ].append(n)

max_stupen = max (D)

for kolo in range (N-1):
i = stupen_na_vrcholy[1l].pop ()
j = stupen_na_vrcholy[max_stupen] .pop ()
print ( i, 3 )
stupen_na_vrcholy[max_stupen-1].append(J)
if len(stupen_na_vrcholy[max_stupen]) ==
max_stupen -= 1

0:

Vyssie popisand konsStrukcia nie je jedind mozné, existuje aj viacero inych funkéngch postupov. Iné lahko
implementované rieSenie vyzera nasledovne: Po skontrolovani nutnych podmienok uz vieme, zZe rieSenie existuje.
Aby sme ho zostrojili, rozdelime si vrcholy na listy (stupiia 1) a vnttorné vrcholy (stupna vicsieho ako 1).
V hotovom strome musia vSetky vnitorné vrcholy tvorif jeden stvisly podgraf. Mézeme teda hladany strom
zostrojit tak, Ze najskor spojime vnitorné vrcholy a potom k nim pridame listy.

No a lahko nahliadneme, Ze vnitorné vrcholy méZzeme do stromu pospéajat ako len chceme, vzdy to bude fungovat.
Totiz pocet ,volnych miest, ktoré nam ostant pre listy* vobec nezévisi od toho, akym spdsobom vnutorné
vrcholy prepojime: celkovy pocet ,koncov mostov® na vnatornych vrcholoch je konstantny a pri prepajani s
inymi vnutornymi vrcholmi ich vzdy dokopy spotrebujeme rovnako. MoZeme preto vnitorné vrcholy prepojit
tym najjednoduchsim spdsobom: ulozif ich do radu a pospéjat susedné. (Toto s nimi vzdy vieme spravit, kedze
kazdy z nich mé stupen aspon 2.)

Listing programu (Python)

import sys

N = int ( input() )
D = [ int(_) for _ in input().split() ]
if min(D) < 1 or max(D) > N-1 or sum(D) != 2xN-2:
print (' neexistuje’)
sys.exit ()
vnutorne = [ n for n in range(N) if D[n] > 1 ]
listy = [ n for n in range(N) if D[n] == 1 ]

for i in range( len(vnutorne)-1 ):
print ( vnutorne([i], vnutorne[i+1] )
D[ vnutorne[i] ] -=1
D[ vnutorne[i+l] ] —= 1

for i in range( len(vnutorne) ):
while D[ vnutorne[i] ] > 0:
print ( vnutorne[i], listy.pop() )
D[ vnutorne[i] ] -=1
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A-1-4 Exaktné exponencialne algoritmy

Podaloha A: dva konflikty medzi zvieratami

Predstavme si konflikty medzi zvieratami ako hrany grafu. Ak ma kazdé zviera nanajvys dva konflikty, ma kazdy
vrchol nasho grafu stupen najviac 2. To ale znamend, Ze jeho komponenty suvislosti st len izolované vrcholy,
cesty a cykly. A pre kazdy z nich vieme lohu o najvéiéSej nezavislej mnozine riesit pazravo:

e Izolované vrcholy (zvieratd bez konfliktov) zoberieme vSetky.
e 7 cesty dlzky d zjavne vieme zobraf nanajvys [d/2] zvierat.

e 7 cyklu dlzky d zjavne vieme zobraf nanajvys |d/2]| zvierat.! (V oboch pripadoch to vieme naozaj do-
siahnut tak, Ze idic po ceste/cykle zoberieme kazdé druhé zviera.)

Podualoha B: lepsi algoritmus pre nezavisli mnozinu

Ak algoritmom z podilohy A vyrieSime vstupy, kde ma kazdé zviera nanajvys dva konflikty, vieme, zZe zviera
z, ktoré vyberieme v kroku 2 ,lepSieho algoritmu 1“ m4 aspoii tri konflikty. Ked sa teda algoritmus v kroku 4
rekurzivne zavold na vSetky zvieratd okrem z a N(z), bude sa volat na vstup s nanajvys n — 4 zvieratami.

Z vety o Casovej zlozitosti rekurzie dostavame, Ze ¢asova zlozitost takto upraveného algoritmu je O(a”), kde
a je kladny realny korefi rovnice 24 — 22 — 1 = 0.

Pomocou vhodného néstroja (napr. Wolfram Alpha) vieme zistif, ze o &~ 1.3803. Dostédvame teda algoritmus s
casovou zlozitostou O(1.3803™) — Cize efektivnejsi, ako oba algoritmy zo Studijného textu.

Podiloha C: veza zo 3katal

Existuje viacero réznych pristupov, ktoré veda k réznym polynémom v ¢asovej zlozitosti. Asi najefektivnejsie
a najjednoduchs$ie na implementéciu je rieSenie, ktoré vezu stavia zhora dole — teda novt skatulu budeme vzdy
vkladat na spodok uz existujtcej veze.

Pri takomto rieSeni nds vlastne pre kazda podmnozinu $katil zaujima len jediny bit informaécie: da sa zo vSetkych
tychto skatul postavif veza? VSimnite si, Ze akonéhle vieme, ktoré skatule tvoria vezu, je jednoznacne uréené aj
to, aka je vysokd (stfet vySok skatul, ktoré ju tvoria), aj to, aké je tazkd (stiet ich hmotnosti).

No a ked si kladieme otézku, ¢i sa z danej sady skatal d4 postavit veza, jednoducho vysktsame vSetky moznosti
pre to, ktord z skatul bude na jej spodku. Do tvahy pripadaju len tie Skatule, ktorjych nosnost je aspon taka
ako celkova hmotnost vSetkych ostatnych skattl. Pre kazda takito Skatulu sa rekurzivne pozrieme, ¢i vieme zo
zvySnych Skatdl postavit platna vezu, ktord bude staf na nej. Ak sa ndm to niekedy podari, rieSenie existuje,
ak nie, tak nie.

Nasleduje iterativna implementacia tohto riesenia. Jej ¢asova zlozitost je O(n2™).

Listing programu (C++)

// parametre: Vysky, hMotnosti a Nosnosti skatul

int najvyssia_veza (const vector<int> &V, const vector<int> &M, const vector<int> &N) {
int n = V.size();
int maximalna_vyska = 0;

// spravime si pole kde si pre kazdu podmnozinu pamatame ci sa z nej da spravit veza
vector<bool> moze_veza (1<<n, false);
moze_vezal[0] = true;

// postupne prejdeme vsetky neprazdne podmnoziny v takom poradi, aby sme v okamihu,
// kedy spracuvame mnozinu S, mali uz spracovane vsetky jej podmnoziny
for (int podmnozina=1; podmnozina<(l<<n); ++podmnozina) {
int celkova_vyska = 0, celkova_hmotnost = 0;
for (int i=0; i<n; ++i) if (podmnozina & 1<<i) {
celkova_vyska += VI[i];
celkova_hmotnost += M[i];
}
// vyskusame vsetky moznosti ktora z skatul je na spodku veze
for (int i=0; i<n; ++i) 1if (podmnozina & 1<<i) {
if (N[i] >= celkova_hmotnost - M[i] && moze_veza[podmnozina =~ 1<<i]) {

1Symboly [-] a |-] oznacuji hornii a dolni cel Cast &isla.

strana 5 z 6 aloha A-I-4



35. ro¢nik (2019,/2020)
rieSenia domaceho kola
kategoria A

Olympidda v informatike
http://oi.sk/

moze_veza[podmnozina] = true;
maximalna_vyska = max( maximalna_vyska, celkova_vyska );

}
}

return maximalna_vyska;

}

Vsimnite si, Ze pri implementécii sme pouzili techniku z posledného odseku Studijného textu: podmnoziny skatul
si reprezentujeme ako prirodzené ¢isla od 0 po 2" — 1. Ked chceme vediet, ¢i sa skatula ¢ nachddza v konkrétne;
podmmozine, pozrieme sa, ¢i méa prislusné ¢islo nastaveny -ty bit.
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