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Priebeh celostatneho kola

Celostatne kolo 34. ro¢nika Olympiddy v informatike, kategdrie A, sa konad v diioch 27.-30. marca 2019. Na
rieSenie tloh prvého, teoretického diia maju siataziaci 4,5 hodiny ¢istého ¢asu. Rozne tlohy riesia sitaziaci na
samostatné listy papiera. Akékolvek pomdcky okrem pisacich potrieb (napr. knihy, vypisy programov, kalku-
lacky) st zakazané.

Co ma obsahovat riesenie alohy?

e Slovne popiste algoritmus.
Slovny popis rieSenia musi byt jasny a zrozumitelny i bez nahliadnutia do samotného algoritmu/programu.

e Zdovodnite spravnost vasho algoritmu.
e Uvedte a zdovodnite jeho ¢asovii a pamétovia zlozZitost.

e Podrobne uvedte dolezité Casti algoritmu, idedlne vo forme programu v nejakom beZnom programovacom
jazyku.

e V pripade, Ze pouzivate vo svojom programovacom jazyku kniznice, ktoré obsahuji implementované datové
Struktury a algoritmy (napr. STL pre C++), v popise algoritmu struc¢ne vysvetlite, ako by ste napisali
program s rovnakou éasovou zlozitostou bez pouzitia kniZnice.

Hodnotenie rieSeni prvého (teoretického) diia

Za kazdu tlohu mozete ziskat od 0 do 10 bodov.

Pokial nie je v zadani povedané ina¢, najdoleZitejsie dve kritérid hodnotenia sii v prvom rade spravnost a
v druhom rade efektivnost navrhnutého algoritmu. Na vyslednom poéte bodov sa méze prejavit aj kvalita
popisu riesenia a zdovodnenie tvrdeni o jeho spravnosti a efektivnosti.

Efektivnost algoritmu posudzujeme vypodcitanim jeho ¢asovej zlozitosti — funkcie, ktora hovori, ako dlho vyko-
nanie algoritmu trvé v zavislosti od velkosti vstupnych parametrov. Nezavisi pri tom na konstantnych faktoroch,
len na radovej rychlosti rastu tejto funkcie.

V zadani tlohy mézu byt uvedené limity na velkost premennych. Tieto mdzete pouzit na odhad toho, ako dobré
vasSe rieSenie je. Na pocitaci, ktory vykona miliardu inStrukcii za sekundu, vyriesi vzorové rieSenie lubovolny
povoleny vstup nanajvys za niekolko sekind.
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A-111-1 ... a princeznu za Zenu

Ked Janko zabil zlého draka, jednou z odmien, ktoré dostal, bola tradi¢néa polovica kralovstva.

Janko dobre vie, ¢o v kralovstve prindSa hodnotu (do kralovskej pokladnice): krémy. A taktieZ vie, ¢o hodnotu
odnésa: uholné bane, ktoré sa stary kral nezmyselne zaviazal dotovat eSte bohvie kolko rokov. Pre jednoduchost
predpokladajme, Ze profit z lubovolnej jednej krémy je rovny dotécii pre Tubovolnti jednu batiu.

Kralovstvo je rovina a krémy aj bane st body v nej. Pre jednoduchost mézete predpokladat, Ze Ziadne tri
nelezia na priamke.

Janko si pol kralovstva vyberie tak, ze si zvoli dva rozne body P a @ a od starého krala dostane vsSetko, ¢o lezi
ostro nalavo od (orientovanej) priamky PQ. Poradte mu, ktort priamku si mé zvolif, ak chce maximalizovat
svoj profit.

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu je pocéet bodov n. V kazdom z dalsich n riadkov je popis jedného bodu: jeho stradnice
Z;, y; a jeho typ. Typ je bud K (kréma) alebo B (baiia).

Na vystup vypiste Styri redlne ¢isla: najskor stiradnice zvoleného bodu P a potom siiradnice zvoleného bodu
Q. Janko dostane vsetko, ¢o lezi v polrovine, ktorti vidime nalavo, ked stojime na bode P a hladime na bod Q.
(Ak priamka PQ prechadza niektorymi z danych n bodov, tieto Janko nedostane.)

Obmedzenia a hodnotenie

Vsetky stradnice na vstupe st rozumne malé celé ¢isla. Pri pisani programu mozete predpokladat, Ze vypocty s
nimi st presné a ze sa medzivysledky zmestia do beznych premennych. (Netreba teda napr. uvazovat a oSetrovat
zaokrthlovacie chyby.)

Plny pocet bodov ziska korektné riesenie, ktoré efektivne vyriesi lubovolny vstup s n < 5000.

Priklad

vstup vystup
1.0 -1.0 1.0 3.0

W w ==

0
1
0
2

N +—= P, OOW;m

1K

Priklad vstupu a vystupu je znazorneny na obrazku vpravo. Priamka popisana *
v priklade vystupu prechadza oboma banami. Janko teda dostane dve krémy a |
ziadnu bariu. Toto je zjavne optimélne: ziskat tri krémy a Ziadnu bariu sa neda. )
|
|
|
|
|
|
|
?
|
|
|

Existuju aj iné optimalne rieSenia. Janko by si mohol napriklad vybrat body P =
(1,1.2) a @ = (0,1.1), dostal by tri krémy a jednu bariu. K
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A-111-2  Podpostupnost

Retazec S volame podpostupnostou retazca T, ak plati, Ze keby bol T napisany na tabuli, tak by sme vedeli
zmazat nejaké (moZno ziadne, mozno vSetky) pismend T tak, aby sme dostali S.
Napriklad refazec ,zaba* je podpostupnostou refazca ,koziabrada“, ale nie je podpostupnostou ,bazar®.

V skole na tabuli je momentéalne text T'. Mdricko sa uz tesi, ako po hodine ¢ast textu zotrie a vyrobi tak Zartovni
spravu Z. Ucitel vSak este rozprava. A pocas toho obdas na tabuli nejaké miesta zotrie a napiSe tam nieco iné.
Obéas tym Mdricka potesi (lebo sa z textu na tabuli bude dat vyrobit Z), ob¢as ho zase sklame.

Satazna dloha
Dostanete dlhy text T a kratku Zartovnd spravu Z. Zistite, ¢i je Z podpostupnostou textu 7.
Niésledne dostanete postupnost zmien, ktoré robil uéitel. Kazd4 zmena m4 tvar ,pismeno na indexe a; sa zmenilo

na p;“. Zmeny su inkrementalne, teda kazda aplikujeme na text ktory vznikol predchadzajicou zmenou.
Po kazdej zmene opit zistite, ¢i sa sprava Z (stale td istd) dd vyrobif z aktudlneho textu.

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu je retazec T. V druhom riadku je retazec Z. V tretom riadku je ¢islo n: podet postupnych
zmien. ZvySok vstupu tvori n riadkov, i-ty z nich obsahuje index a; a pismenko p;. (Pozicie v T indexujeme od
nuly.)

Na vystup vypiste n + 1 riadkov: jeden po preéitani T' a Z a jeden po kazdej zmene. Zakazdym vypiste ,,ano
alebo ,nie“ podla toho, ¢i v danej chvili bol alebo nebol retazec Z podpostupnostou retazca na tabuli.

Obmedzenia a hodnotenie

Pri implementéacii predpokladajte, ze vSetky pismena vo vSetkych retazcoch st malé pismend anglickej abecedy.
Pri odhade ¢asovej a pamitovej zloZitosti podet réznych pismen oznaéte s. (Anglicka abeceda ma s = 26.) Dizky
retazcov T a Z oznalime t a z.

Plny pocet bodov dostanete za rieSenie, ktoré si efektivne poradi s lubovolnym vstupom, v ktorom plati z < 100,
t < 1000000 a n < 100000.

Priklady
vstup vystup

koziabrada ano

zaba ano

4 nie

7T z ano

2n ano

3z

3z

Ako sme uZ spomenuli v zadani, zaba je podpostupnostou koziabrada. Prvou zmenou sme vyrobili na tabuli
text koziabrzda, ktory stdle obsahuje podpostupnost zaba. Druhou zmenou vznikne retazec koniabrzda, ktory
uZ podretazec zaba neobsahuje. Tretia zmena zmeni text na tabuli na konzabrzda a z tohto textu ma Mdricko
opét radost. Stvrta zmena v skutoc¢nosti ni¢ nezmen, text na tabuli aj odpoved sii rovnaké ako po tretej zmene.
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A-111-3  Online algoritmy 3

Hrame sa hru, pri ktorej zbierame karticky. Kazda karticka mé na sebe jeden druh ovocia: Ananas, Banan,
Citrén, Dyniu alebo Egres. Na zaciatku hry uz mame po dve karticky z kazdého druhu. Samotné hra potom
pozostava z vopred nezndmeho poc¢tu kol. V kazdom kole ndm stuper pontkne dve rézne karticky a my si z nich
jednu vezmeme. Nage skére na konci hry je rovné najvicsiemu poctu karticiek rovnakého typu v nasej zbierke.

Priklad: V prvom kole ndm stper pontkol karticky A a B, my sme si vybrali A. V druhom kole ndm opét
pontikol A a B a my sme si opif vybrali A. V trefom kole ndm pontikol B a C, my sme si vybrali B. Potom
super ohlasil koniec hry. Mame 4 ananésy, 3 banany, 2 citrény, 2 dyne a 2 egrese, Cize nase skore je 4. VSimnite
si, ze keby sme dopredu poznali vSetky dvojice, ktoré nam stper ponikne, dalo sa ziskat skére 5.

Pri maximalizacnych problémoch pocitame kompetitiviny pomer opacne ako pri minimaliza¢nych. Napr. 3-
kompetitivna stratégia pre tito hru je taka stratégia, ktord vzdy zarucene nahrd aspon tretinu maximalneho
skére, ktoré sa dalo nahrat, keby sme vopred presne vedeli, aké dvojice ndm super ukaze.

Podiloha A (1 bod): Dokazte, ze tplne kazda mozn4 stratégia pre tito hru je 7-kompetitivna alebo lepsia.
Podiloha B (5 bodov): Najdite stratégiu, ktord bude 2-kompetitivna, a dokazte to o nej.
Podiloha C (4 body): Dokazte, ze neexistuje c-kompetitivna stratégia pre ¢ < 2.

Studijny text: online algoritmy

V tlohéch nasej olympiady sa zvicSa stretnete s tlohami, v ktorych dostanete naraz cely vstup a z neho
mate vypocitat optimalny vystup. V praxi sa vSak obcas vstup dozveddme postupne a nés algoritmus musi uz
priebezne robit nejaké rozhodnutia. Takymto problémom hovorime online problémy.

Priklad: Strankovanie

Poditace maju len obmedzené mnozstvo fyzickej paméite. Aby na nich mohlo bezat viac procesov naraz, riesi sa
ze programy spotrebuji virtudlnej pamite viac ako je dostupnej fyzickej, prichddza nasledne k swapovaniu:
vzdy, ked nejaky program potrebuje pristupovat ku svojej paméti, presunieme prislusny kus tdajov do fyzickej
pamiéte. Ak je t4 ale uz plnd, musime najskor uvolnit nejaké miesto v nej.

My sa podrobnejsie pozrieme na jeden konkrétny sposob, ako robif taktito spravu paméte. Pojde o tzv. strdnko-
vanie. Fyzicki pamét (napr. RAM) si rozdelime na k rovnakych kusov nazgvanych strdnky. Hodnotu k budeme
povaZovat za pevne zvolena konStantu. Vo virtudlnej paméti (napr. na pevnom disku) méme priestor pre lubo-
volne vela stranok. Stranky vo virtuélnej pamiti si oznadime prirodzenymi ¢islami.

Naga tloha teraz bude vyzeraf nasledovne: Predpokladajme, Ze na zaciatku je celd fyzickd pam#f prazdna.
Postupne nam buda chodif poziadavky. Kazda poziadavka bude tvaru ,virtudlnu stranku a; treba dat do
fyzickej paméite“. Ak tam tato stranka momentélne uZz je, nemusime robit ni¢, ak tam nie je, musime na tu
spravit miesto (ak uz je fyzickd pamif plné, niektort stranku z nej odswapovat na disk) a néasledne ju tam
nahrat. Toto je pomalé, preto by sme radi minimalizovali pocet nahrati stranky do fyzickej pamiite.
Priklad: Uvazujme situaciu v ktorej mame len k = 2 stranky fyzickej pamiite. Postupne nam pridu poziadavky
7, 2, 3, 2. Jedna moznost, ako ich mozeme spracovat, vyzera nasledovne:

e Potrebujeme virtualnu stranku 7. Nahrame ju do fyzickej paméte na prva poziciu.
Fyzickd pamét teda vyzera nasledovne: (7, nic).
e Potrebujeme virtudlnu stranku 2. Nahrdme ju na druht poziciu. Fyzickd pamit: (7, 2).
e Potrebujeme virtualnu stranku 3. Odswapujeme stranku 7 a nahrame stranku 3. Fyzickd pamit: (3, 2).
e Potrebujeme virtualnu stranku 2. T eSte stdle mame vo fyzickej pamiti, nemusime teda nié robit.

Dokopy sme teda 3x museli nahravat stranku do fyzickej pamiite. V8imnite si, Ze ak by sme v kroku 3 namiesto
virtualnej stranky 7 vyhodili virtuélnu stranku 2, museli by sme stranku do fyzickej paméte nahrévat az 4x.
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Ktory online algoritmus je lepsi?

Zamyslime sa nad prikladom, ktory sme prave videli. Keby sme vopred poznali celt postupnost poziadaviek, je
zjavné, ze by sme si vybrali prvé rieSenie — to, ktoré potrebovalo len trikrat nahravat stranku. Problém je ale
v tom, Ze ju nevieme. Ked prisla tretia poziadavka, musime sa hned vtedy rozhodnut, ktord stranku z fyzickej
paméte vyhoditf. A nech sa rozhodneme akokolvek, vzdy bude mozné, ze ako dalSia pride prave ta poziadavka,
ktora to celé pokazi. Online algoritmy teda zviiéSsa nebudi vedief zarucit, Ze zostroja optimélne rieSenie.

Ked chceme porovnat dva online algoritmy, potrebujeme vediet nejak odmerat, ktory z nich je lep$i. Intuitivne
by sme ¢akali, ze lepsi bude ten, ktory sa od optiméalneho riesenia bude menej lisit. Ako ale tto intuiciu zachytit
forméalnou definiciou?

Podobne ako pri ¢asovej zloZitosti, aj tu sa stistredime na najhorsi pripad: bude nds zaujimat kolkokrdt horsie
moze byt rieSenie vyrobené online algoritmom v porovnani s tym, ktoré by vyrobil offline, teda ,vSevedici,
algoritmus pre ten isty vstup.

UvaZzujme optimaliza¢né problémy, v ktorych je nasim cielom minimalizovat hodnotu rieSenia. Majme konkrétny
online algoritmus. Pre dany vstup v si ozna¢me ALG(v) hodnotu riesenia, ktoré vyrobi on, a OPT(v) hodnotu
rieSenia, ktoré by vyrobil optiméalny offline algoritmus. Ak existuje redlna konstanta c také, Ze pre uplne vSetky
v plati ALG(v) < ¢- OPT(v), tak hovorime, Ze na$ online algoritmus je c-kompetitivny. A samozrejme, ¢im je
c blizsie k 1, tym je ten algoritmus lepsi.

Poznamka o determinizme

Vyssie uvedent definiciu a aj analyzu konkrétnych algoritmov by ndm vyrazne skomplikovalo, keby sme im
dovolili pouzivat ndhodné ¢isla. Kedze vas tym nechceme trapit, pouzivanie ndhody pre istotu tplne zakazeme
a budeme sa zaoberat len deterministickymi algoritmami. Podotjkame, Ze taktiez je zakdzané pouzivat generator
ndhodnych ¢isel pri rieSeni zadanych stitaznych tloh.

Algoritmus ,,zasobnik*

Stéle sa zaoberame problémom strankovania, ktory sme si popisali vyssie. V tejto Casti sa pozrieme na konkrétny
online algoritmus. Bude velmi jednoduchy: vzdy, ked je fyzick4d pamét plné a algoritmus do nej potrebuje nahrat
stranku, ktora tam nie je, tak vyhodi tu stranku, ktora tam je najkratsie.
Je tento algoritmus c-kompetitivny pre nejaké ¢? Ukazeme si, Ze nie.
Vsimnime si vstup dlzky n > k ktorj vyzera nasledovne:

1,2, ..., k=1, k, k+1, Kk, E+1, ..., k, k+1,
Co spravi algoritmus ,,zasobnik“ pre tento vstup? Prvymi k poziadavkami si zaplni fyzickd paméit a potom bude
na striedacku vyhadzovat strdnku k a k+ 1 a nahrddzat ju tou druhou. Dokopy teda bude nahravat stranku do
fyzickej pamite az n-krét (¢ize v uplne kazdom kroku).
Ako vyzeré optiméalne rieSenie pre tento isty vstup? Zjavne po rovnakych prvych k krokoch staéi v (k+1). kroku
vyhodit z pamite lubovolna stranku int ako k. Od tej chvile uz budeme mat vo fyzickej pamiiti aj stranku k,
aj stranku k£ + 1, a teda uz nebudeme potrebovat nikdy ni¢ dalsie nahravat. Dokopy teda nahrdme stranku do
fyzickej paméte len (k + 1)-krat.
No a teda tento algoritmus nemoze byt c-kompetitivny pre ziadne redlne c, lebo ¢im vAcsi vstup zoberieme, tym
vicsi bude pomer n/(k+ 1). Teda ak by napriklad niekto tvrdil, Ze algoritmus ,zdsobnik“ je 1000-kompetitivny,
vieme mu to vyvratit napriklad tak, Ze zoberieme vstup vyssie popisaného tvaru v ktorom n = 1001(k + 1).

Algoritmus ,fronta“

Pozrime sa teraz na druhy velmi jednoduchy algoritmus. Od algoritmu ,zésobnik“ sa 1i3i len v tom, Ze vzdy,
ked potrebuje uvolnif miesto vo fyzickej paméti, vyhodi t stranku, ktori mé vo fyzickej pamiiti najdlhsie.
Dokézeme si, ze algoritmus ,fronta“ je k-kompetitivny.

Uvazujme Tubovolny vstup. Nech optimélne rieSenie nahrava nejak stranku do pamiite presne m-krat, a nech
je to po poziadavkach s indexmi 41, ...,%,. (VSimnite si, Ze nutne plati i1 = 1, kedZe na zadiatku je pamit
pradzna a teda prvi pozadovant strdnku do nej musime nahrat.)

Rozdelme si teraz vstup na m tsekov, pri¢om j-ty tsek tvoria poziadavky s ¢islami i; az i;41 — 1. (Posledny
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usek je od 4,, po koniec vstupu.)

Vsimnime si, Ze useky mozu sice byt Ilubovolne dlhé, ale v kazdom tseku sa moZe vyskytovat len nanajvys k
roznych stranok. Totiz kedze pocas j-teho tiseku optiméalny algoritmus nahrava do pamite nova stranku len v
kroku i;, musia vSetky poziadavky v tomto tseku byt len na tie stranky, ktoré ma nas optimalny algoritmus
prave v paméiti po spracovani poziadavky s indexom ;.

To ale znamenad, Ze algoritmus ,fronta* pocas spractvania tohto Giseku nahra stranku do paméite nanajvys k-
krat. TotiZ pocas spractivania tiseku stretneme poziadavky na nanajvys k roznych stranok, a lahko nahliadneme,
ze kazdl z nich pocas spractvania tseku nanajvys raz nahradme do paméite. Preco? Lebo na to, aby nam pri
pouziti algoritmu ,fronta® nejakd strdnka z pamite vypadla, potrebujeme po nej nahrat do pamite inych k
stranok, a to pocas tohto tiseku nenastane.

Inymi slovami, na lubovolnom vstupe, na ktorom optimdalny algoritmus nahrava stranku do paméte m-krat,
nahrava algoritmus ,fronta“ strdnku do paméte nanajvys km-krat. A z toho priamo podla definicie vidime, Ze
algoritmus ,fronta® je k-kompetitivny.

Optimalnost algoritmu ,,fronta*

V tejto Casti si dokéZeme, Ze pre online problém strankovania nemoze existovat lepsi ako k-kompetitivny algo-
ritmus — a teda Ze algoritmus ,fronta“ je v tomto zmysle optimalnym online algoritmom.

Uvazujme uplne lubovolny deterministicky online algoritmus pre problém strankovania. Za¢neme tym, Ze Spe-
cidlne prem zostrojime vstup, ktory ho donuti velakrat nahravat stranku do pamite.

Vstup budeme zostrojovat priebezne podas behu samotného algoritmu. Prvych k poziadaviek buda stranky s
¢islami 1 az k. Kazda dalSiu poziadavku zvolime nasledovne: pozrieme sa na to, ktorych k strdnok mé n&s
algoritmus prave v pamiti, a ako poziadavku mu zaddme najmensie éislo stranky, ktort v paméti nemd. (Kvoli
neskorsej analyze si vSimnite, Ze toto ¢islo bude zjavne vzdy z rozsahu 1 az k + 1.)

Zjavne k Tubovolnému online algoritmu a ¢islam n a k vieme takto zostrojit jeden konkrétny vstup dizky n, pre
ktory tento online algoritmus bude musiet nahravat stranku do paméite v iplne kazdom kroku. Pre tento vstup
v teda plati ALG(v) = n.

Co vieme povedat o hodnote OPT (v)? Uvazujme nasledovny (nie nutne optiméalny) offline algoritmus: Prvych
k krokov mé vynutenych, rovnako ako v predchadzajicom rieSeni musi nahrat do pamiite stranky s ¢islami 1
aZ k a zatial nemé zmysel Ziadnu z nich vyhadzovat. Od tohto okamihu bude nas offline algoritmus postupovat
nasledovne: vzdy, ked treba nejakd stranku z paméite vyhodif, pozrieme sa do budicnosti na k poziadaviek
za¢inajuc prave spracivanou a vyhodime z paméte lubovolni stranku, ktord sa medzi nimi nenachadza.
Vsimnime si, ze v poziadavkach, ktoré spractivame, sa pouziva len k+1 réznych stranok. Preto vzdy v okamihu,
ked nejak stranku z paméite vyhodime a nahradime inou, budeme mat v paméti vSetkych k stranok inych od
tej prave vyhodenej. To ale znamend, %e vzdy, ked nas algoritmus vyhodi z pamite stranku, ktortt k krokov
nebude potrebovat, tak ma v pamiti vSetky stranky, ktoré potrebovat bude. Inymi slovami, vys$ie popisany
algoritmus pre nas vstup v vzdy po nahrani stranky do pamiite bude maf asponi k& — 1 krokov, pocas ktorych
zarucene do paméte ni¢ nahrévat nebude.

Inymi slovami, na vstupe dizky n tento offline algoritmus nahra do pamite stranku nanajvys (k+ [(n —k)/k])-
krét. A kedZe optimdlny algoritmus je asponi taky dobry ako hocijaky iny, plati OPT (v) < k + [(n — k)/k].

Plati teda:
al teda ALG(v) n n n+k?—k? <1 k2>

OPT() =kt [n—R) k] =+ )k " s i? n ke

Vsimnite si, Ze pre dostato¢ne dlhé vstupy (t.j. dostato¢ne velké n) bude vyraz na pravej strane nadobudat
hodnoty Tubovolne blizke k. To ale znamen4, Ze Ziaden online algoritmus pre problém strankovania nemoze byt
c-kompetitivny pre ziadne ¢ < k, ¢o je presne to, ¢o sme chceli dokdzat.
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