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A-111-1 ... a princeznu za Zenu

Predstavme si, Ze mame nejaké optimalne rieSenie, teda nejakt konkrétnu priamku. Ak na nej nelezi ziaden zo
zadanych bodov, st len dve moZnosti. Prva je, Ze vSetky body st vybrané. Tato moznost v rieSeni oSetrime ako
Specidlny pripad.

Druh4 je, Ze nejaké body vybrané nie si. V takomto pripade musi medzi nevybranymi bodmi byt aspoii jedna
batia — ak by tam boli samé krémy, vedeli by sme priamku posunif a vybrat ich a tak zlepsit doterajsie rieSenie.
Predstavme si teraz, Ze nasu priamku za¢neme posivat (v smere kolmom na fiu a pre¢ od vybranej polroviny)
az kym nenarazi na prva banu. Tato nova priamka definuje aspon tak dobré rieSenie ako ta predchadzajuca, a
teda je tiez optiméalna.

Nase riesenie teda bude vyzeraf nasledovne: Ak n = 1 alebo st vSetky body krémy, lahko ndjdeme optimélne
rieSenie a skon¢ime. Vo zvySnych pripadoch si najskor zistime, ako dobré riesenie je zobraf vSetky body a potom
najdeme najlepsiu hrani¢ni priamku prechadzajicu nejakou batiou. Optimélnym rieSenim bude lepsia z tychto
dvoch moznosti.

Majme konkrétnu bantu B. Chceme néjst najlepsiu z priamok prechadzajicich cez B.

Posunme si suradnicovi ststavu tak, aby bod B bol jej za¢iatkom. Pre kazdy iny bod X teraz urcime ay:
velkost uhlu od kladnej poloosi osi  proti smeru rucic¢iek po polpriamku BX. Vsetky ax st z intervalu [0, 27).
Uvazujme polrovinu, ktorej hranica prechiadza bodom B a mé smer, ktory s kladnou poloosou osi x zviera uhol
B. Kedy bod X leZi vo vybranej polrovine? Vtedy, ked (poéitajic modulo 27) uhol acx lezi v intervale (3, 5+m).
Inymi slovami, ked budeme postupne spojito menit 8 od 0 po 2w, bod X prestane byt vo vybere tesne pred
B = ax a zafne byt vo vybere tesne po 8 = (ax + 7) mod 27. Ak ide o krému, jej pridanie do vyberu ndm
zvy$i profit a odstranenie z vyberu nam ho znizi. Bane robia presny opak.

Teraz teda vieme postupne simulovat otd¢anie nasej priamky okolo B. Dokopy takto vyskuSame 4(n—1) réznych
moznosti: 2(n — 1) takych, kde priamka prechddza cez druhy dany bod, a 2(n — 1) takych, kde priamka vedie
pomedzi dva z nich.

Presnejsie to bude celé vyzerat nasledovne: Najskor si spocitame, aky profit zodpoveda priamke s S = 0. Potom
si usporiadame vSetkych 2(n—1) vyssie spominanych uhlov podla velkosti a ku kazdému z nich si poznaé¢ime, ako
sa v jeho okoli meni hodnota optimélneho rieSenia. Potom vieme kazdé otocenie priamky do dalSej zaujimave;
polohy odsimulovat v konStantnom case.

Pre konkrétny bod B takto vysktSame vSetky moZné deliace priamky v ¢éase O(nlogn), ¢o ndm déva celkovi
¢asovit zlozitost O(n?logn).

Na zaver poznamendme, Ze vySSie popisany postup vieme implementovat Uplne exaktne, len pouzitim celoci-
selnjch premennych. TotiZ nepotrebujeme poznat presné hodnoty uhlov, len ich relativne poradie. Namiesto
uhlov si teda budeme pamitat vektory a v rdmci intervalu [0, 27) ich potom podla smeru usporiadame podla
polroviny, v ktorej lezia, a v ramci nej podla znamienka vektorového stcinu.

A-111-2  Podpostupnosti

Priamodiary algoritmus, ktorym vieme jednorazovo skontrolovat, ¢i je refazec Z podpostupnostou refazca T,
ma Casovu zlozitost O(z + t) — presnejsie, kedZe pre z > ¢ rovno vieme, Ze odpoved je ,nie*, mozeme odhad
Casovej zlozitosti zjednodusit na O(¢).

Spomedzi vSetkych moZnych sposobov, ako vyrobit Z z T, budeme hladat ten ,najlavejsi“. V premennej stav
si budeme pamitat, kolko znakov Z sme uz vyrobili. Postupne ¢itame T. Ak vidime znak, ktory nechceme,
zmazeme ho, a ak vidime znak, ktory prave potrebujeme pridat do Z, nechdme ho a zvySime premennu stav.

def je_podpostupnost (T, Z):
stav = 0
for c in T:
if Z[stav] ==
stav += 1
if stav =
return False

c:

= len(Z): return True

Ak po kazdej zmene spustime tento algoritmus, dostaneme ¢asovi zlozitost O(nt). Ako ju vieme zlepsit?
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Asi najlahsi sposob, ako vysSie popisany algoritmus urychlit, je predstavit si ho v trochu inej podobe. To, ¢o
v flom robime, vieme ekvivalentne popisat nasledovne: Pozri sa na text 7. N4jdi v fiom prvy vyskyt prvého
znaku Z. Od tej pozicie chod dalej a ndjdi prvy vyskyt druhého znaku Z. Odtial dalej hladdme treti, atd.
Toto hladanie vieme urychlitf pouzitim vhodnej datovej struktiry.

Jedno pomerne lahko implementovatelné riesenie vyzerd nasledovne: pre kazdé pismeno abecedy si budeme
pamitat jeden vyvazovany binarny vyhladdvaci strom (BST), v ktorom budt ulozené indexy vsetkych vyskytov
tohto pismena. KedZe konkrétny strom bude mat vzdy nanajvys ¢ prvkov, operaciu ,najdi prvy vyskyt tohto
pismena ktorého index je vacsi ako i“ vieme spravit v ¢ase O(logt).

Inicializacia: Pre kazdé pismeno zv14st si v ¢ase O(s+t) zozbierame usporiadany zoznam jeho indexov v zadanom
texte. Z usporiadaného zoznamu vieme v ¢ase priamo timernom jeho dlzke vyrobit vyvazeny BST, takze vyroba
stromov ndm tiez zaberie len &as O(t).

Vykonanie algoritmu: z-krét potrebujeme néjst nasledujici vyskyt nejakého pismena, dokopy teda vieme za
pomoci nasich BST v ¢ase O(zlogt) overit, ¢i aktudlny text 7' obsahuje podpostupnost Z.

Zmena textu: ked zmenime znak T'[i] z  na y, musime zo stromu pre = vyhodit index i a naopak ho pridat do
stromu pre y. Obe tieto operacie vieme spravit v éase O(logt), ¢o je zanedbatelné oproti naslednému sptstaniu
algoritmu.

Celkové ¢asova zlozitost tohto rieenia je teda O(s + ¢ + nzlogt). Pamitova zlozitost je O(s + z + t).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const int s = 26;

void check (const string &Z, const vector<set<int> > &indexy) {
int kde = 0;
for (char c : 7) {
auto it = indexy[c-’'a’].upper_bound(kde-1);
if (it == indexyl[c-"a’]l.end()) { cout << "nie\n”; return; }
kde = *xit + 1;
}

cout << ”ano\n”;

int main() {
string T, Z;
cin >> T >> 7Z;

vector< vector<int> > uvodne_indexy (s);
for (int i=0; i<int(T.size()); ++i) uvodne_indexy[ T[i]-"a’ ].push_back(i);

vector< set<int> > indexy(s);
for (int i=0; i<s; ++i) indexy[i] = set<int>( uvodne_indexy[i].begin(), uvodne_indexy[i].end() );

check (Z, indexy);

int n;
cin >> n;
while (n—-) {
int i;
string x;
cin >> 1 >> x;

indexy[ T[i]-"a’ ].erase(i);
T[i] = x[0];
indexy[ T[i]-"a’ ].insert(i);

check (Z, indexy);

}

Poznamky na zaver:

Iné dobré riesenie sa da zalozit na myslienke, Ze si nad textom T postavime intervalovy strom. Kazdy vrchol
tohto stromu predstavuje nejaky tsek textu T. V kazdom vrchole si budeme pamiitat informéciu o tom, aka
hodnotu bude maf premennd stav na konci spracovania jeho tiseku v zévislosti od toho, akd ju mala na zaciatku.

Existuju aj rieSenia, ktoré st este o osi efektivnejsie ako to, ktoré sme si vySSie popisali. D4 sa totiz vyuzit
pozorovanie, ze udaje, ktoré sme ukladali do BST, nie si1 vSeobecné, ale ide o prirodzené ¢isla z malého rozsahu.
Namiesto BST mo6zeme potom pouzit tzv. Van Emde Boasov strom, ktory vie vsetky potrebné operacie robif v
¢ase O(loglogt). Viac detailov o tomto strome najdete napr. v rieSeniach doméaceho kola 26. roénika OI.
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A-111-3  Online algoritmy 3

Ak hra trva n kol, optimélne hrajuci jasnovidec bude mat na konci hry nanajvys n + 2 bodov.

Nech by sme zbierali karticky podla akejkolvek stratégie, nazbierame ich priebezne n, ¢ize z niektorého druhu
uréite zoberieme aspoii n/5 karti¢iek. Na konci hry sa teda nedd maf mensie skére ako n/5 + 2.

Ked si vyjadrime pomer optiméalneho a nasho rieSenia, dostévame, ze plati (n’/bgﬁ_Q = 57:f1100 < 5.

Kazda mozna stratégia je teda dokonca 5-kompetitivna.

Prva 2-kompetitivna stratégia

Optimélna stratégia hraca, ktory poznd budicnost, je zjavna: staci sa pozriet, ktort karticku mu stper kolkokrat
da na vyber, zvolit si t11, ktord mu bude ukézand najviackrét, a zakazdym ju zobrat.

Zékladnd myslienka 2-kompetitivnej stratégie bude jednoduché: budeme hrat tak, aby sme kariet kaZdého typu
(zhruba) polovicu zobrali a polovicu odmietli. Ak sa ndm toto podari zabezpecit, tak na konci hry bude platit,
%e mame aspoii (zhruba) polovicu optiméalneho skére — lebo budeme mat aspoii polovicu kariet toho typu, ktory
si vybral optimalny hra¢. D4 sa to ale, a ak ano, ako?

Definujme, Ze balans typu karty je dvakrat pocet zobranych minus pocet ukdzanych kariet toho typu. Balans
nula teda znamena, Ze sme zobrali presne polovicu mozného poctu kariet tohto typu. Zaporny balans znamena,
ze ich mame menej ako polovicu, a teda by sme radi eSte nejaké vzali.

Nasa stratégia bude nasledovné: Vzdy, ked ndm stuper ukdze dve karty, zoberieme t11, ktord ma mensi balans.
V pripade rovnosti zoberieme Tubovolni z nich.

Nizsie si ukdzeme, Ze balans ziadneho typu nikdy neklesne pod —2. Z toho uz bude vyplyvat 2-kompetitivnost
naSej stratégie. Totiz nech si optimélne rieSenie vybralo typ karty, ktorého bolo ukédzanych n kusov. Kedze kazdy
typ karty ma balans —2 alebo viac, znamend to, Ze my sme zobrali aspon (n — 2)/2 kariet tohto typu. Dokopy
je teda optimdlne skdre presne n + 2 a naSe skére aspoii (n — 2)/2 + 2 = (n + 2)/2, ¢ize sme nahrali asponl
polovicu optimalneho skére.

Dokaz tvrdenia o minimalnom balanse mozeme spravit rozborom vsetkych pripadov. Lahko overime, Ze pética
balansov (pri¢om nezalezi na ich poradi) moze nadobtidat len nasledovné hodnoty: (0,0,0,0,0), (—1,0,0,0,1),
(-1,-1,0,1,1), (-=1,-1,0,0,2), (-1, —1,-1,1,2), (—=2,0,0,1,1), (-2,0,0,0,2), (-2, -1,1,1,1), (=2, -1,0,1,2).
Totiz nech v lubovolnej z tychto situdcii ndm stper ukdze Tubovolni dalsiu dvojicu kariet, vzdy tym vznikne
opiit jedna z tychto situécii.

Iny doékaz: VSimnime si, ze stcet vSetkych balansov je vzdy nula, lebo na zaciatku st vsetky nulové a v kazdom
kole jeden stiipne a jeden klesne. Ukézeme, Ze sa nedd vyrobif balans —3 ani +3, lebo ked skiisime vyrobit
hociktory jeden z nich, zistime, Ze najskor potrebujeme vyrobit ten druhy. Novy balans +xz (resp. —z) moze
vzniknat len tak, Ze ndm stper ukdze dve karty, ktoré maji obe balans presne o jedna mensi (resp. vicsi). Preto
ak napriklad chceme vyrobit balans —3, musime v nejakom okamihu mat typy kariet s balansom —2, —1, 0, 0.
Ale potom posledny typ kariet uz musi mat balans +3, aby sedel sicet nula.

Druha 2-kompetitivna stratégia

Inéa 2-kompetitivna stratégia vyzera nasledovne: Existuje 10 dvojic typov réznych kariet. Oznac¢me si ich AB,
BC, CD, DE, EA, AC, CE, EB, BD a DA. Kazdu dvojicu si budeme vsimat samostatne. Ked ndm ju stper
ukéze prvykrat, vyberieme si prva kartu v nej, druhykrat druh, tretikrat znova prvi, a tak dalej.

Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze najcastejsia karta bola napr. karta E. Nech bolo dokopy ukézanych
a dvojic EA, b dvojic EB, ¢ dvojic CE a d dvojic DE. Optimalne hrajaci hra¢ nahral skére 2 +a + b+ ¢ + d.
My méame 2+ [a/2] + [b/2] + |¢/2] + |d/2] kariet typu E. No a kedze [z/2] > z/2 a |z/2| > 2/2 —1/2, plati
24 [a/2] + [b/2] + |¢/2] + |d/2] > 1+ a/2+b/2+ c¢/2+ d/2, a teda sme zarufene nahrali asponi polovicu
optimalneho skére.

Vsimnite si, Ze dvojice kariet sme si oznadili tak, aby kazdy typ karty bol dvakrat prvy a dvakrat druhy. Vdaka
tomu nam potom vo vysSie uvedenom vzorci pre kazdy typ karty vysli dve horné a dve dolné celé casti. Keby
sme si na toto nedali pozor a pre niektory typ karty dostali viac ako dve celé ¢asti, tvrdenie o 2-kompetitivnosti
by uz neplatilo.
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Neexistencia lepsej stratégie

Uvazujme supera, ktory hra tato hru nasledovne: Na zaciatku si zvoli ¢islo n a v prvych 2n kolach nam pontkne
vzdy dvojicu AB. Predpokladajme, Ze sme zobrali n+a kariet A a n—a kariet B, pri¢om bez ujmy na vSeobecnosti
je a nezaporné. Super potom 2a-krat pontkne dvojicu BC a hru ukondi.

Naga stratégia vie nahrat nanajvys skére n + a + 2, lebo vieme zobrat nanajvys n + a kariet A, nanajvys
(n —a) + 2a = n + a kariet B a nanajvys 2a < n + a kariet C. Optimalna stratégia by vSak tplne od zaciatku
brala vsetky karty B a nahrala skére 2n + 2a + 2.

Vidime, Ze plati nasledovné nerovnost:

2n + 2a + 2 2 2
_— =2 >
n+a+2 n+a+2 n

S rastiicim n preto pomer medzi optimalnym a najlepsim nasim skére konverguje ku dvom. Nemdze teda
existovat ziadna stratégia, ktord by bola c-kompetitivna pre nejaké ¢ < 2. Ku kazdému takému c by totiz stper
vedel zvolit dostatoéne velké n, pre ktoré nas uz donuti vyrobit rieSenie, ktoré je horsie ako optimalne deleno c.
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