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http://oi.sk/

Priebeh krajského kola

Krajské kolo 34. ro¢nika Olympiady v informatike, kategéria A, sa kona 22. januara 2019 v dopoludniajsich hodi-
nach. Na rieSenie tloh maju sttaziaci 4 hodiny &istého ¢asu. Rozne tlohy riesia stifaziaci na samostatné listy
papiera. Akékolvek pomocky okrem pisacich potrieb (napr. knihy, vypisy programov, kalkulacky) st zakézané.

Co ma obsahovat rieenie tlohy?
e Slovne popiste algoritmus.
Slovny popis rieSenia musi byt jasny a zrozumitelny i bez nahliadnutia do samotného algoritmu/programu.
e Zdovodnite spravnost vagho algoritmu.
e Uvedte a zdovodnite jeho ¢asovi a pamitova zlozitost.

e Podrobne uvedte dolezité Casti algoritmu, idedlne vo forme programu v nejakom beZnom programovacom
jazyku (napr. C++, Python, Java, Pascal).

e V pripade, Ze pouzivate vo svojom programovacom jazyku kniznice, ktoré obsahujt implementované datové
Struktiry a algoritmy (napr. STL pre C++), v popise algoritmu struéne vysvetlite, ako by ste napisali
program s rovnakou ¢asovou zlozitostou bez pouzitia kniZnice.

Hodnotenie rieseni
Za kazdu lohu moézZete ziskat od 0 do 10 bodov.

Pokial nie je v zadani povedané ini¢, najdoélezitejsie dve kritériad hodnotenia st v prvom rade spravnost a
v druhom rade efektivnost navrhnutého algoritmu. Na vyslednom poéte bodov sa mdze prejavit aj kvalita
popisu riesenia a zdovodnenie tvrdeni o jeho spravnosti a efektivnosti.

Efektivnost algoritmu posudzujeme vypodcitanim jeho ¢asovej zlozitosti — funkcie, ktora hovori, ako dlho vyko-
nanie algoritmu trvé v zavislosti od velkosti vstupnych parametrov. Nezavisi pri tom na konstantnych faktoroch,
len na radovej rychlosti rastu tejto funkcie.

V zadani tloh uvadzame c¢ast ,,Hodnotenie*, v ktorej néjdete priblizné limity na velkost vstupnych tdajov. Pod
pojmom ,efektivne vyriesit* chdpeme to, ze va$ program spusteny na modernom pocitaci by mal dat odpoved
nanajvys do niekolkych sektund.

Udaje z tejto Casti zadania by mali slazif hlavne na to, aby ste o rieeni, ktoré vymyslite, vedeli priblizne
povedat, kolko bodov zan dostanete.
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A-11-1  Tulipany

Evina sa nedavno prestahovala do Holandska. Aby sa tam udomécnila, rozhodla sa, Ze pred domom vysadi
tulipany. Spravila teda jednu dlhti rovna hriadku, t rozdelila na n policok a na kazdé policko zasadila tulipan.
Po par dnoch vsak zistila, Ze jej niektoré sadenice zozrali sliméky, a tak mé teraz viacero skupin tulipanov,
oddelenych od seba prazdnymi polickami.

Evina si nenechala slima¢im najazdom pokazit den a jednoducho prehlésila, Ze z kazdej suvislej skupiny tulipdnov
bude jedna kytica.

Potom si ale uvedomila, Ze v kazdej kytici by mal byt neparny pocet kvetov. Mozno teda predsa len treba aspon
na niektoré prazdne policka vysadif znova tulipany, a to tak, aby platilo, ze kazdu stvisla skupinu tulipdnov
bude tvorit neparne vela kvetov.

Satazna dloha

Dany je popis Evininho zadhonu: o kazdom policku viete, ¢i momentalne obsahuje tulipan alebo nie. Napiste
¢o najefektivnejsi program, ktory zisti, kolko najmenej tulipdnov este Evina musi vysadit, ak chce, aby kazd4a
stivisla skupina tulipdnov mala neparnu dizku.

(Tulipény nesmie sadif mimo zdhonu ani na policka, ktoré uz tulipan obsahuji. Na kazdé prazdne poli¢ko smie
zasadif najviac jeden tulipan. VSimnite si, Ze zasadenie novych tulipAnov moze spojit niekolko pévodnych skupin
tulipanov do jednej vicsej.)

Format vstupu a vystupu

Na vstupe je popis zéhonu: refazec dlzky n tvoreny znakmi , T a ,,.“ (predstavujicimi tulipan a volné miesto).
Je zarucené, ze n je neparne.

Na vystup vypiste jedno prirodzené ¢islo: najmensi pocet tulipanov, ktoré este treba vysaditf. (Rozmyslite si, Ze
kedZe n je nepérne, nejaké rieSenie vzdy bude existovat.)

Hodnotenie

Plny pocet bodov dostanete za rieSenie, ktoré efektivne vyriesi lubovolny vstup s n < 100 000.

Za plné rieSenie, ktoré korektne a rozumne rychlo vyriesi Tubovolny vstup s n < 20, sa dé ziskat 4 body.
Existuji aj iné rieSenia, ktorych ¢asova zlozitost je horsia od prvého a lepsia od druhého z vysSie uvedenych.
Tieto dostant primerane vyssi pocet bodov ako 4.

Priklady

vstup vystup
[T.TT.TT..TT | |2

Jedinym optim&lnym riesenim je vysadit tulipany eSte na piate a deviate policko, ¢im vznikne zédhon T.TTTTT.TTT,
v ktorom ma kazda skupina neparny pocet tulipanov.

vstup vystup
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A-11-2 Ohrada

Na ltke stoji n stromov. Chceme spravit ohradu pre sliepky tak, Ze okolo Styroch stromov natiahneme Spagéat.
NavySe musi platit, Ze v ohrade uZ nelez{ Ziaden iny strom (aby naii sliepky nemohli vyletiet a potom z jeho
konarov spadnit cez ohradu). D4 sa to? Ak ano, ako?

Satazna aloha

Dangych je n bodov v rovine, pricom mézete predpokladat, ze n > 4 a ze Ziadne tri body neleZia na priamke.
N4jdite Tubovolnu stvoricu spomedzi danych bodov, pre ktort plati:

e Vybrané body tvoria vrcholy konvexného $tvoruholnika.
(Konvexny Stvoruholnik mé vSetky vnatorné uhly mensie ako 180°.)

e Tento stvoruholnik neobsahuje vo vnitri Ziaden iny z danych bodov.

Nezabudnite na dokaz spravnosti vasho algoritmu.

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu je ¢islo n, v kazdom z dalsich n riadkov st stradnice jedného z bodov. Vsetky stradnice
sa celé cisla.

Na vystup vypiSte bud stradnice Stvorice vybranych bodov, alebo spravu o tom, Ze rieSenie neexistuje.

Hodnotenie

Plny pocet bodov dostanete za rieSenie, ktoré efektivne vyriesi lubovolny vstup s n < 100 000.

Za plné rieSenie, ktoré korektne a rozumne rychlo vyriesi Tubovolny vstup s n < 20, sa dé ziskat 4 body.
Existuji aj iné rieSenia, ktorych ¢asova zlozitost je horsia od prvého a lepsia od druhého z vysSie uvedenych.
Tieto dostant primerane vyssi pocet bodov ako 4.

Priklady
vstup vystup

00 6 -1
10 O 10 0
5 10 51
51
6 -1

vstup vystup

4 neda sa
00
10 0
5 10
51
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A-11-3  Urady

Horystan je krajina, ktora celd lezi na svahu obrovskej hory. V krajine je n miest. Mesta st ocislované od 1 po
Niektoré dvojice miest st prepojené zjazdovkami. Po zjazdovke sa d4 dostat z vysSie poloZzeného mesta do nizsie
poloZzeného. Niektoré dvojice miest su prepojené cestami. Po ceste sa dd chodif oboma smermi. Konkrétna
dvojica miest moze byt prepojend naraz aj cestou, aj zjazdovkou. Pre vase pohodlie vSak mozete predpokladat,
ze kazdu dvojicu miest spaja nanajvys jedna cesta a nanajvys jedna zjazdovka.

Velky vezir Horystanu by chcel v niektorych mestach zriadif trady, ktoré buda kontrolovat vyber dani. Urad
zriadeny v meste x vie kontrolovat okrem samotného mesta x aj niektoré iné mest4, a to nasledovne:

e Vie vyslat kontroldra na koni. Ten vie skontrolovat Tubovolné mesto, do ktorého sa z x d4 dostat postupnym
pouzitim jednej alebo viac ciest.

e Vie vyslat kontroléra na lyziach. Ten vie skontrolovat Tubovolné mesto, do ktorého sa z = da dostat
postupnym pouzitim jednej alebo viac zjazdoviek (samozrejme, len smerom dodola).

(Vsimnite si, Ze pouzitie ciest a zjazdoviek nie je povolené striedat. Netrapte sa osudom kontrolérov na lyziach
po tom ako dosiahnu svoju destinéciu, raz za ¢as ich pozbieraju helikoptéry a dovezi naspét domov.)
Historické sktsenosti navyse ukazuju, Ze je zle, ak existuji dve mestd, ktoré susedia (t.j. vedie medzi nimi cesta
alebo zjazdovka) a ktoré obe obsahuji trady. Niekedy sa takéto trady prili§ hasteria o kompetencie, inokedy
zase za¢nu spolu kut pikle proti vezirovi. Najlepsie bude rovno to celé zakéazat.

Satazna dloha
Napiste program, ktory do krajiny rozmiestni trady tak, aby platilo:

e Kazdé mesto v krajine musi byt kontrolované aspon jednym tradom.
e Ak dve mest4 susedia, tirad sme byt len v nanajvy$ jednom z nich.

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu st tri ¢isla: pocet miest n, pocet zjazdoviek z a pocet ciest c. Kazdy z nasledujucich
z riadkov obsahuje popis jednej zjazdovky (teda ¢isla miest odkial a kam vedie). Kazdy zo zvysnych ¢ riadkov
obsahuje popis jednej cesty (teda ¢isla miest ktoré spaja).

Na vystup vypiste bud Iubovolny jeden zoznam ¢isel miest, v ktorych postavit trady, alebo sprévu o tom, zZe
rieSenie neexistuje.

Hodnotenie

Plny pocet bodov dostanete za rieSenie, ktoré efektivne vyriesi lubovolny vstup s n, z, ¢ < 100 000.

Za plné riesenie, ktoré korektne a rozumne rychlo vyriesi Tubovolny vstup s n < 20, sa dé4 ziskat 4 body.
Existuji aj iné rieSenia, ktorych ¢asova zlozitost je horsia od prvého a lep$ia od druhého z vyssie uvedenych.
Tieto dostanti primerane vyssi pocet bodov ako 4.

Priklad
vstup vystup
633 (53 \
21 .. p .
V krajine mame zjazdovky 2 — 1,5 — 2,5 =+ 4 a
52
5 4 cesty 5—6,2—-5a3 —4.
56 Mesta 3 a 5 nesusedia, mézu teda v oboch byt urady.
Tie vedia kontrolovat kazdé iné mesto: napr. do miest
25 . [ ..
34 1, 2 a 4 posleme z mesta 5 kontrolorov na lyziach a

do mesta 6 posleme z mesta 5 kontrolora na koni.

Existuji aj iné riesenia, napr. ,2 3%, |2 4%, alebo ,,2 6 4“. Vsimnite si, Ze nie je potrebné, aby bol pocet tiradov
minimalny mozny.
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A-11-4  Online algoritmy 2

Tato stitazné tiloha nadvizuje na tilohu z doméceho kola. Za samotnym zadanim tlohy ndjdete Studijny text.
Ten je totozny so Studijnym textom zo zadani domaceho kola.

Zajtra zac¢ina$ brigddovat vo vedlajSom meste. Nevies, ako dlho bude tato brigada trvat. Zac¢inajuc zajtrajskom,
kazdé réno dostanes SMS od $éfa, a to bud's textom ,,aj dnes eSte prid“ alebo s textom ,brigdda uz skoncila“. Ak
brigada este pokracuje, ides na vlakovu stanicu a tam si kiipi$ na ten den spiatoc¢ny listok. Norméalny spiatoény
listok stoji 2 eura.

Kazdy vecer (aj dnes, pred prvym ditom tvojej brigddy) sa d& na stanici zakipit zlavova karta. Zlavova karta
stoji k eur, pricom k > 1 je nejaké konkrétne celé ¢islo ktoré poznas. Vlastnici zlavovej karty sma jazdit na
polovi¢éné listky. Teda akondhle si kupis zlavovi kartu, budes si kazdé dalsie rdno moct kupit spiatocny listok
za 1 euro.

Tvojim ciefom je za celi brigddu mintt na cestovnom (teda dokopy za listky a pripadne zlavovi kartu) ¢o
najmenej. Pozor, brigdda moze skond¢it aj iplne hned — uz zajtra rdno mozes dostat SMS, Ze je koniec.
Navrhni algoritmus pre tato tlohu, pri¢om sa snaz, aby tvoj algoritmus bol c-kompetitivny pre nejaké ¢ (samo-
zrejme, ¢im mensie ¢, tym lepsie). Inymi slovami, musi platit, ze tvoj algoritmus vzdy zaplati nanajvys c-krat
viac ako by zaplatil optiméalne sa rozhodujici ¢lovek, ktory vopred vie, kolko dni bude brigada trvat.

Na plny pocet bodov treba najst optimalny online algoritmus a aj o iom dokézat, Ze je optimdlny.

Studijny text: online algoritmy

V tlohéach nasej olympiddy sa zvicSa stretnete s tlohami, v ktorych dostanete naraz cely vstup a z neho
mate vypocitat optimalny vystup. V praxi sa vSak obcas vstup dozveddme postupne a néas algoritmus musi uz
priebeZne robit nejaké rozhodnutia. Takymto problémom hovorime online problémy.

Priklad: Strankovanie

Poditace maji len obmedzené mnozstvo fyzickej paméite. Aby na nich mohlo bezat viac procesov naraz, riesi sa
to tak, Ze maju vicsie mnozstvo pamite virtudlnej. Tej si kazdy program alokuje, kolko potrebuje. V pripade,
7e programy spotrebuju virtudlnej pamite viac ako je dostupnej fyzickej, prichddza nésledne k swapovaniu:
vzdy, ked nejaky program potrebuje pristupovat ku svojej pamiti, presunieme prislusny kus adajov do fyzickej
pamite. Ak je t4 ale uz plna, musime najskor uvolnit nejaké miesto v nej.

My sa podrobnejsie pozrieme na jeden konkrétny sposob, ako robif takito spravu paméte. Pojde o tzv. strdnko-
vanie. Fyzick pamit (napr. RAM) si rozdelime na k rovnakych kusov nazyvanych stranky. Hodnotu k& budeme
povaZovat za pevne zvolena konstantu. Vo virtudlnej paméti (napr. na pevnom disku) mame priestor pre lubo-
volne vela stranok. Stranky vo virtudlnej pamiéti si ozna¢ime prirodzenymi ¢islami.

Nasa tloha teraz bude vyzerat nasledovne: Predpokladajme, Ze na zaciatku je celd fyzickd pamit prazdna.
Postupne ndm budiu chodif poziadavky. Kazda poziadavka bude tvaru ,virtudlnu strdnku a; treba dat do
fyzickej pamite“. Ak tam tato stranka momentélne uz je, nemusime robit ni¢, ak tam nie je, musime na fu
spravit miesto (ak uz je fyzickd pamif plné, niektort stranku z nej odswapovat na disk) a néasledne ju tam
nahrat. Toto je pomalé, preto by sme radi minimalizovali pocet nahrati stranky do fyzickej pamiite.
Priklad: Uvazujme situaciu v ktorej mame len k = 2 stranky fyzickej paméte. Postupne nam pridu poziadavky
7, 2, 3, 2. Jedna moznost, ako ich mdZeme spracovat, vyzerd nasledovne:

1. Potrebujeme virtudlnu stranku 7. Nahrame ju do fyzickej paméte na prva poziciu.
Fyzickd pamét teda vyzera nasledovne: (7, nic).
2. Potrebujeme virtudlnu stranku 2. Nahrame ju na druha poziciu. Fyzickd pamit: (7, 2).
3. Potrebujeme virtudlnu stranku 3. Odswapujeme stranku 7 a nahrame stranku 3. Fyzickd pamét: (3, 2).
4. Potrebujeme virtuilnu stranku 2. T eSte stdle mame vo fyzickej paméti, nemusime teda nié robit.

Dokopy sme teda 3x museli nahravat stranku do fyzickej pamiite. V8imnite si, Ze ak by sme v kroku 3 namiesto
virtualnej stranky 7 vyhodili virtuélnu stranku 2, museli by sme stranku do fyzickej paméte nahrévat az 4x.
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Ktory online algoritmus je lepsi?

Zamyslime sa eSte nad prikladom, ktory sme préave videli. Keby sme vopred poznali celti postupnost poziadaviek,
je zjavné, ze by sme si vybrali prvé riesenie — to, ktoré potrebovalo len trikrat nahravat stranku. Problém je ale
v tom, Ze ju nevieme. Ked prisla tretia poziadavka, musime sa hned vtedy rozhodnut, ktord stranku z fyzickej
paméte vyhodit. A nech sa rozhodneme akokolvek, vzdy bude mozné, ze ako dalSia pride zrovna té poziadavka,
ktord ndm to celé pokazi. Online algoritmy teda vo vSeobecnosti nebudu vediet zarudit, Ze zostroja optimélne
rieSenie.

Ked chceme porovnat dva online algoritmy, potrebujeme vediet nejak odmerat, ktory z nich je lepsi. Intuitivne
by sme ¢akali, Ze lepsi bude ten, ktory sa od optiméalneho rieSenia bude menej 1isit. Ako ale tito intuiciu zachytit
formalnou definiciou?

Podobne ako pri ¢asovej zlozitosti, aj tu sa stistredime na najhorsi pripad: bude nds zaujimat kolkokrdt horsie
moZe byt rieSenie vyrobené online algoritmom v porovnani s tym, ktoré by vyrobil offline, teda ,,vSeveduci®,
algoritmus pre ten isty vstup.

Uvazujme optimalizaéné problémy, v ktorych je nasim cielom minimalizovat hodnotu rieSenia. Majme konkrétny
online algoritmus. Pre dany vstup v si ozna¢me ALG(v) hodnotu rieSenia, ktoré vyrobi on, a OPT(v) hodnotu
rieSenia, ktoré by vyrobil optiméalny offline algoritmus. Ak existuje redlna konstanta c také, Ze pre tuplne vSetky
v plati ALG(v) < ¢- OPT(v), tak hovorime, Ze nas online algoritmus je c-kompetitivny. A samozrejme, ¢im je
c blizsie k 1, tym je ten algoritmus lepsi.

Poznamka o determinizme

Vyssie uvedenu definiciu a aj analyzu konkrétnych algoritmov by nam vyrazne skomplikovalo, keby sme im
dovolili pouzivat ndhodné &isla. KedZe vas tym nechceme trapif, pouzivanie ndhody pre istotu tplne zakiZzeme
a budeme sa zaoberat len deterministickymi algoritmami. Podotykame, Ze taktiez je zakdzané pouzivat generator
néhodnych &isel pri rieseni zadanych stfaznych tloh.

Algoritmus ,,zasobnik*

Stéle sa zaoberame problémom strankovania, ktory sme si popisali vyssie. V tejto Casti sa pozrieme na konkrétny
online algoritmus. Bude velmi jednoduchy: vzdy, ked je fyzicka pamét plné a algoritmus do nej potrebuje nahrat
stranku, ktora tam nie je, tak vyhodi t stranku, ktora tam je najkratsie.
Je tento algoritmus c-kompetitivny pre nejaké ¢? Ukazeme si, Ze nie.
Vsimnime si vstup dizky n > k ktorj vyzera nasledovne:

1,2 ..., k=1 k k+1, k k+1, ..., k k+1,
Co spravi algoritmus ,,zasobnik“ pre tento vstup? Prvymi k poziadavkami si zaplni fyzickd paméit a potom bude
na striedacku vyhadzovat stranku k a k+ 1 a nahrddzat ju tou druhou. Dokopy teda bude nahrévat stranku do
fyzickej paméte az n-krat (éize v uplne kazdom kroku).
Ako vyzeré optimélne rieenie pre tento isty vstup? Zjavne po rovnakych prvych k krokoch sta¢i v (k+1). kroku
vyhodif z pamiite lubovolni stranku ind ako k. Od tej chvile uz budeme mat vo fyzickej pamiiti aj stranku k,
aj stranku k + 1, a teda uZ nebudeme potrebovat nikdy ni¢ dalSie nahravat. Dokopy teda nahrame stranku do
fyzickej pamite len (k + 1)-krat.
No a teda tento algoritmus nemoze byt c-kompetitivny pre ziadne realne c, lebo ¢im vicsi vstup zoberieme, tym

.....

vieme mu to vyvratit napriklad tak, ze zoberieme vstup vysSie popisaného tvaru v ktorom n = 1001(k + 1).

Algoritmus ,fronta“

Pozrime sa teraz na druhy velmi jednoduchy algoritmus. Od algoritmu ,zésobnik sa 1isi len v tom, Ze vzdy,
ked potrebuje uvolnif miesto vo fyzickej pamiiti, vyhodi t stranku, ktori mé vo fyzickej pamiiti najdlhsie.
Dokéazeme si, ze algoritmus ,fronta“ je k-kompetitivny.

UvaZzujme Tubovolny vstup. Nech optimdlne rieSenie nahrava nejakt stranku do paméte presne m-krat, a nech
je to po poziadavkich s indexmi i1, ...,%,. (VSimnite si, Ze nutne plati i; = 1, kedZe na zaciatku je pamét
pradzna a teda prvi pozadovant stranku do nej musime nahrat.)
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Rozdelme si teraz vstup na m tsekov, pri¢om j-ty tsek tvoria poziadavky s ¢islami i; az i;41 — 1. (Posledny
tsek je od i,, po koniec vstupu.)

Vsimnime si, Ze Useky mozu sice byt Iubovolne dlhé, ale v kazdom tseku sa moze vyskytovat len nanajvys k
roznych stranok. Totiz kedZze pocas j-teho tseku optimélny algoritmus nahréva do paméite nova stranku len v
kroku i;, musia vSetky poziadavky v tomto tiseku byt len na tie stranky, ktoré ma nas optimalny algoritmus
prave v paméiti po spracovani poziadavky s indexom ¢;.

To ale znamenad, Ze algoritmus ,fronta® pocas spractvania tohto tiseku nahra stranku do paméite nanajvys k-
krat. Totiz pocas spractivania tseku stretneme poziadavky na nanajvys k roznych stranok, a lahko nahliadneme,
ze kazdu z nich pocas spractvania tseku nanajvys raz nahrame do paméte. Prec¢o? Lebo na to, aby nam pri
pouziti algoritmu ,fronta“ nejakd stranka z paméte vypadla, potrebujeme po nej nahrat do pamite inych k
stranok, a to pocas tohto tiseku nenastane.

Inymi slovami, na lubovolnom vstupe, na ktorom optimélny algoritmus nahréva strdanku do pamite m-krat,
nahréva algoritmus ,fronta® stranku do paméite nanajvys km-krat. A z toho priamo podla definicie vidime, Ze
algoritmus ,fronta“ je k-kompetitivny.

Optimalnost algoritmu ,,fronta*

V tejto Casti si dokdZeme, Ze pre online problém strankovania nemozZe existovat lepsi ako k-kompetitivny algo-
ritmus — a teda ze algoritmus ,fronta“ je v tomto zmysle optimalnym online algoritmom.

Uvazujme Uplne Iubovolny deterministicky online algoritmus pre problém strankovania. Za¢neme tym, Ze Spe-
cidlne premn zostrojime vstup, ktory ho donuti velakriat nahravat stranku do pamite.

Vstup budeme zostrojovat priebezne podas behu samotného algoritmu. Prvych k poziadaviek buda stranky s
¢islami 1 az k. Kazda dalSiu poziadavku zvolime nasledovne: pozrieme sa na to, ktorych k stranok mé n&s
algoritmus prave v pamiti, a ako poziadavku mu zaddme najmensie éislo stranky, ktort v paméti nema. (Kvoli
neskorSej analyze si vSimnite, Ze toto ¢islo bude zjavne vZdy z rozsahu 1 az k + 1.)

Zjavne k Tubovolnému online algoritmu a ¢islam n a k vieme takto zostrojit jeden konkrétny vstup dizky n, pre
ktory tento online algoritmus bude musiet nahravat stranku do pamite v iplne kazdom kroku. Pre tento vstup
v teda plati ALG(v) = n.

Co vieme povedat o hodnote OPT (v)? Uvazujme nasledovny (nie nutne optiméalny) offline algoritmus: Prvjch
k krokov mé vynutenych, rovnako ako v predchadzajicom rieSeni musi nahrat do pamite stranky s ¢islami 1
az k a zatial nemd zmysel ziadnu z nich vyhadzovat. Od tohto okamihu bude nés offline algoritmus postupovat
nasledovne: vzdy, ked treba nejakd stranku z paméite vyhodif, pozrieme sa do budicnosti na k poziadaviek
zaéinajuc prave spractivanou a vyhodime z pamite [ubovolna stranku, ktord sa medzi nimi nenachédza.
Vsimnime si, Ze v poziadavkach, ktoré spraciivame, sa pouziva len k+ 1 réznych stranok. Preto vzdy v okamihu,
ked nejakt stranku z paméite vyhodime a nahradime inou, budeme mat v paméti vSetkych k stranok inych od
tej prave vyhodenej. To ale znamend, Ze vzdy, ked nas algoritmus vyhodi z pamite stranku, ktortt k krokov
nebude potrebovat, tak méa v pamiiti vSetky stranky, ktoré potrebovat bude. Inymi slovami, vySSie popisany
algoritmus pre nas vstup v vzdy po nahrani stranky do pamiite bude mat aspon k£ — 1 krokov, pocas ktorych
zarucene do pamiite ni¢ nahravat nebude.

Inymi slovami, na vstupe dizky n tento offline algoritmus nahra do pamite stranku nanajvys (k+ [(n —k)/k])-
krat. A kedZe optimélny algoritmus je aspoii taky dobry ako hocijaky ing, plati OPT'(v) < k + [(n — k)/k].

Plati teda:
att teca ALG(U)> n n n+k*—k* (1_ k2 )

> = _
OPT(v) — k+[(n—k)/k] — (n+k2)/k n + k2 n + k2
Vsimnite si, Ze pre dostato¢ne dlhé vstupy (t.j. dostato¢éne velké n) bude vyraz na pravej strane nadobudat
hodnoty Tubovolne blizke k. To ale znamen4, Ze Ziaden online algoritmus pre problém strankovania neméze byt
c-kompetitivny pre ziadne ¢ < k, ¢o je presne to, ¢o sme chceli dokazat.
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