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B-1-1 Kopa triciek

V naSom prvom riesen{ vyuZijeme, Ze po¢ty noseni tri¢iek st rozumne malé (neprevysujt 10°). Namiesto jednej
obrovskej kopy si spravime vela mensich kop: pre kazdé z si spravime kopu, na ktorej buda vsetky tricka, ktoré
mal Zaba zatial na sebe presne z-krat. Na zadiatku tam trickd rozmiestnime tak, aby ich poradie zhora dole
zodpovedalo poradiu zhora dole v pévodnej kope.

Navyse si eSte spravime jednu pomocnti premennil, v ktorej si budeme pamétat, ktoré tricko je prave na vrchu
celej kopy.

Ako bude vyzerat defi podla Lucky? Rano Zaba najde najmensie 2, ktorému zodpoveda neprazdna kopa triciek.
Z tejto kopy si zoberie vrchné tricko — teda to, ktoré bolo najblizsie k vrchu povodnej kopy. No a ked ho vecer
operie a ususi, polozi ho na vrch kopy s ¢islom z+ 1. (Vsimnite si, Ze aj po tomto tukone plati, Ze tricka na kopke
z + 1 st ulozené v tom poradi, v ktorom by v skuto¢nosti boli v pé6vodnej kope — prave nosené tricko totiz slo
na vrch tdplne celej povodnej kopy.) No a na zéver si uz len prave donosené tricko ulozime do premennej pre
vrch kopy.

A ako bude vyzeraf deii podla Zabu? Jeho sposob vyberania tricka sa simuluje Tahko: staéi sa pozrief do
pomocnej premennej na tricko na vrchu kopy. Potom, ako ho donosi, ho v8ak nesmieme zabudntf presuntt 0
kopku vyssie“ — teda ak doteraz bolo na kopke pre y noseni, odteraz bude na képke pre y + 1.

Na zaver zopar implementac¢nych detailov:

o Ked7e ziadnemu tri¢ku pocet noseni neméze ubudnif, nemusi Zaba hladat najmensiu neprazdnu kopu
vzdy odznova. Namiesto toho modZeme Sikovne vyuzit, Ze ak naposledy bral tricko z kopky x, najbliZsie ho
bude brat z kopky s éislom aspori x.

e Na zapamiitanie kopky nadm staéi lubovolnd datova Struktira, z ktorej vieme na jednom konci efektivne
vyberaf prvky a aj na ten isty koniec nové vkladat. Zakladnou takouto Struktirou je zdsobnik. ModZeme
vSak pouzit aj vSeobecnejsie datové Struktiury (ako napr. vector v C++, ArrayList v Jave, pripadne list v
Pythone).

e Pri sikovnej implementécii dostdvame Casovi zlozitost O(n + g + m), kde n je pocet tri¢iek, ¢ je pocet
dni, ktoré treba odsimulovat, a m = maxt; je najvicsi pocet obledeni tricka doteraz.

Listing programu (Python)

N, Q = [ int(_) for _ in input().split() ]
T = [ int(_) for _ in input().split() ]

M = max (T)

T = [ None ] + T

na_vrchu =1

# spravime si prdzdne kdpky
kopky = [ [] for _ in range (M+Q+1) ]
# rozmiestnime tricdkd na kdpky podla podtu noseni
for n in reversed(range (1l,N+1)):
kopky[ T[n] ].append(n)

odkial_ber = 0

# &itame otdzky a simulujeme
for g in range(Q) :
if input() == "Z’:
print (na_vrchu)
kde = T[na_vrchu]
kopky [kde] .pop ()
kopky [kde+1] .append (na_vrchu)
T[na_vrchu] += 1
else:
while kopky[odkial ber] == []:
odkial_ber += 1
nosil = kopky[odkial_ber] .pop ()
print (nosil)
na_vrchu = nosil
kopky[odkial_ber+1].append(nosil)
T[nosil] += 1

Iné efektivne rieSenie mozeme zalozit na pouziti pokrocilejsej datovej struktiry: usporiadanej mnoziny. Pres-
nejsie, dvoch takjchto mnozin. V jednej si budeme udrziavat vsetky trickd usporiadané podla toho, kedy boli
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naposledy nosené (¢ize podla poradia vo velkej kope zhora dole) a v druhej bud usporiadané primérne podla
poctu noseni a az sekundarne podla poradia vo velkej kope.

Podla toho, kto si v ten dern vyberd, vyberieme zdznam o tricku zo zaciatku jednej alebo druhej usporiadane;
mnoziny. Nasledne tento zdznam z oboch zmazeme a namiesto neho tam vlozime novy zaznam, v ktorom uz
ma toto tri¢ko o jedno nosenie viac a navySe dostalo novy vyssi timestamp (CiZe je aj naposledy nosené zo
v8etkych).

Kazd4 operacia s usporiadanou mnozinou, v ktorej je n tric¢iek, ndm trva O(logn), preto méa toto rieSenie ¢asovi
zlozitost O((n + ¢) logn).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

struct tricko { int cislo, timestamp, pocet_noseni; };

struct porovnaj_timestamp {
bool operator() (const tricko &A, const tricko &B) const { return A.timestamp > B.timestamp; }

bi

struct porovnaj_pocet {
bool operator () (const tricko &A, const tricko &B) const {
if (A.pocet_noseni != B.pocet_noseni) return A.pocet_noseni < B.pocet_noseni;
return A.timestamp > B.timestamp;

bi

int main() {
int N, Q;
cin >> N >> Q;

// spravime si dve mnoziny triciek: jednu usporiadanu primarne podla poctu noseni,
// druhu podla toho kedy bolo naposledy nosene

set<tricko,porovnaj_pocet> najmenej_nosene;

set<tricko,porovnaj_timestamp> naposledy_nosene;

// ulozime tricka do oboch mnozin
for (int n=0; n<N; ++n) {
int t;
cin >> t;
najmenej_nosene.insert ( {n+l, N-1-n, t} );
naposledy_nosene.insert ( {n+l, N-1-n, t} );

}

// spracuvame jednotlive dni

for (int g=0; g<Q; ++q) {
string kto;
cin >> kto;
tricko dnes;
if (kto == ”7"”) dnes = *naposledy_nosene.begin(); else dnes = xnajmenej_nosene.begin();
cout << dnes.cislo << endl;
najmene’j_nosene.erase (dnes) ;
naposledy_nosene.erase (dnes);
dnes.timestamp = N+qg;
++dnes.pocet_noseni;
najmenej_nosene.insert (dnes) ;
naposledy_nosene.insert (dnes) ;

B-1-2 O Jankinom bratovi

Predstavme si, Ze spomedzi slov, ktoré sme uz spracovali, vieme vybrat dve rézne postupnosti, ktoré koncia tym
istym pismenom. Napriklad nech jedna z nich je (cat,tea) a druhd (dog,golf,flea). Potrebujeme si pamiitat obe?
Zjavne nie. T prvi, kratSiu, nemé zmysel si pamitat. Hocijaké slovo, ktoré vieme doplnit za 1iu, vieme doplnit
aj za t0 dlhsiu a dostaneme tak lepsie riesenie.

7 toho dostdvame nasledujice pozorovanie: ked postupne ¢itame slova zo vstupu, jedind informécia, ktora si
potrebujeme pamiitat, je pre kazdé pismeno abecedy dlzka najdlhsej postupnosti, ktora nim kondi.

Este si potrebujeme popisat, ako si takto paméitané informécie budeme postupne upravovat podla toho, aké
slova precitame zo vstupu.

Na zadiatku vstupu si pre kazdé pismenko 2 povieme, Ze najlepsie rieSenie konéiace tymto pismenkom ma dlzku
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pz = 0, ¢ize ide o prazdnu postupnost.

Predstavme si teraz, Ze uz sme precitali nejaki ¢ast vstupu a v premennych p, mame prislusné dlzky postupnosti
slov. Nech teraz napriklad ako dalsie prec¢itame zo vstupu slovo ,apple“. Toto slovo zadina na ,a“, takze
ho mozeme pridat za najdlhsiu postupnost skor spracovanych slov ktord konéi préve pismenom ,a“. Takto
dostaneme o jedno dlhSiu postupnost slov, ktora uz ale kon¢i na pismeno ,e“. No a uz sa staéi len pozriet,
¢i tato nova postupnost konciaca na ,e“ nie je dlhSia ako najdlhsia, ktord sme vedeli spravit doteraz. Inymi
slovami, novéd hodnota p. bude maximom zo starej hodnoty p. a z hodnoty p, + 1. Ostatné hodnoty p, sa zjavne
nezmenia.

No a to uz je vsetko. Kazdé slovo zo vstupu spracujeme v konStantnom déase, a teda ¢asova zlozitost je linedrna
od poctu slov.

Listing programu (Python)

def pismenko_na_cislo(z):
return ord(z) - ord(’a’)

def prve_pismenko (slovo):
return pismenko_na_cislo( slovo[0] )

def posledne_pismenko (slovo) :
return pismenko_na_cislo( slovo[-1] )

int ( input () )
[0]1%26

o=z

for i in range(N):

slovo = input ()
prve, posledne = prve_pismenko (slovo), posledne_pismenko (slovo)
P[posledne] = max( P[posledne], P[prvel+l )

print (max (P))

B-1-3 Cudzokrajna abeceda

Kazda dvojica po sebe idtcich slov ndm dé bud prave jednu informéciu tvaru ,toto pismeno musi byt v abecede
skor ako tamto“, alebo sa z nej nedozvieme nic.

Vicsinou nastane ten prvy pripad. Ktoré dve pismend to st? Tie, na ktorych sa doty¢na dvojica po sebe idtacich
slov prvykrat lisi. Napriklad srnka bude v zozname slov skor ako srdce vtedy a len vtedy, ked je n v cudzokrajnej
abecede skoér ako d.

Kedy nastdva ten druhy pripad? Vtedy, ked je prvé slovo prefizom druhého — teda napriklad ked prvé slovo je
pes a druhé pestry. Pre Uplne fubovolni cudzokrajni abecedu bude pes vzdy skor ako pestry.

Predstavme si teraz, ze sme sa postupne pozreli na vSetky dvojice po sebe idiucich slov a vypisali sme si vSetky
podmienky pre cudziu abecedu, ktoré sme nasli. Je zjavné, ze pre hocijaki abecedu, ktora splia takto ziskané
podmienky, uz bude zoznam slov v spravnom poradi. Dostdvame teda novi tlohu: pre dantt mnozinu podmienok
néjst lubovolnt abecedu, ktora ich vietky spliia.

Topologické usporiadanie

Informacie, ktoré sme ziskali vysSie popisanym postupom, si vieme dobre reprezentovat ako orientovany graf.
Vrcholy grafu budu jednotlivé pismenké abecedy. Informéciu ,,& musi byt v abecede skor ako y* si zazna¢ime ako
orientovana hranu z vrcholu = do vrcholu y. Na obrazku je priklad grafu, v ktorom je okrem iného zaznacené,
Ze e mé byt skor ako q.
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Nagou tlohou je teraz vetky vrcholy grafu (teda celt abecedu) zoradit do takého poradia, aby pre kazdd hranu
u — v platilo, Ze u je uvedené skor ako v. Takéto poradie nazyvame topologickym usporiadanim vrcholov grafu.

Tranzitivny uzaver

Jeden Tahky spdsob, ako takéto poradie zostrojit, je vypocet takzvaného tranzitivneho uzdveru. Zaéneme tym,
7e si graf budeme v pamiti reprezentovat ako maticu susednosti: pre kazdé dva vrcholy w a v si budeme v
dvojrozmernom poli pamiitat, ¢i z u do v vedie hrana. (VSimnite si, Ze takto ,zadarmo“ odstranime nisobné
hrany — ak aj bolo na vstupe hrén u — v sedem, stéle si ich zapamiitdme rovnako ako keby bola len jedna.)
Tranzitivny uzéver grafu vznikne tak, Ze don doplnime vSetky hrany, ktoré si vieme odvodit z tych existujtcich.
Teda pre Tubovolné tri vrcholy x, y a z: ak médme v grafe hrany z — y aj y — 2, priddme dofi aj hranu x — 2
(kedze si vieme odvodit, Ze x musi byt v abecede skor ako z).

Systematicky sposob, ako vSetky takéto hrany doplnif, poniika Floydov algoritmus. Ten je velmi jednoduchy:

pre kazdé k:
pre kazdé i:
pre kazdé j:
ak mads hranu z i do k aj hranu z k do j:
doplii hranu z i do j

(Dokaz spravnosti tohto algoritmu je pomerne komplikovany a nebudeme ho tu uvddzat. Jeho ¢asova zlozitost je
O(p?), kde p je pocet pismen abecedy, ¢ize pocet vrcholov grafu. Zovseobecnenim tohto algoritmu je algoritmus
Floyda a Warshalla, pomocou ktorého vieme pocitat dlzky najkratsich ciest v ohodnotengch grafoch.)

Ako ndm tranzitivny uzaver pomoze? Pre kazdé pismeno si budeme vediet presne spocitat, kolko inych m4 byt
od neho mensich. No a teraz uz jednu moznu abecedu zostrojime Tahko: sta¢i v8etky pismend usporiadat prave
podla tohto po¢tu. Totiz ak médme v pévonom grafe hranu z u do v, tak v tranzitivnom uzdveri do v nutne vedie
aspon o jednu hranu viac ako do u, a teda u vypiSeme skor ako vu vypiseme skor ako vu vypiseme skor ako vu
vypiseme skor ako v.

Prehladavanie do hibky

Ukézeme si eSte jeden sposob, ako najst topologické usporiadanie grafu. Tento novy sposob bude efektivnejsi
— presnejsie, jeho Casova zlozitost bude priamo tmernd velkosti grafu na vstupe. Topologické usporiadanie pri
nom vypiseme ,,od konca‘“.

Na kazdu hranu u — v sa teraz mozeme divat ako na ingtrukciu ,skor, nez vypiSes u, musi§ vypisat v“. No
a prave pri prehladdvani do hibky vieme lahko zabezpecif splnenie tychto instrukcii: ked prvykrat navstivime
vrchol u, tak najskor rekurzivne prehladdme (a nésledne vypiSeme) vSetky vrcholy, do ktorych z neho vedd
hrany, a az potom vypiseme samotny u.

Pseudokdd algoritmu:

funkcia prehTadaj(vrchol u):
ak u eSte nebol navstiveny:
ozna¢ u ako navstiveny
pre kazdy vrchol v taky, Ze z u vedie hrana do v:
prehladaj (v)
vypis(u)

hlavny program:
pre kazdy vrchol x:
prehladaj(x)

Ak si graf budeme pamiitat ako zoznam okoli vrcholov (presnejsie, pre kazdy vrchol zoznam vrcholov, do ktorych
z neho vedu hrany), je zjavné, Ze pocas behu tohto algoritmu kazdy vrchol prave raz spracujeme a poéas toho sa
préave raz pozrieme na kazdu hranu grafu. V nasom pripade mame p vrcholov a n hran, dostavame teda casovii
zlozitost O(p + n).

strana 4 z 6 uloha B-I-4



34. ro¢nik (2018/2019)
rieSenia domaceho kola
kategoria B

Olympidda v informatike
http://oi.sk/

B-1-4 Simon a UFO

Postupne si preriesime vSetky tlohy v poradi, v ktorom boli zadané.

Podiloha A (2 body)

Ak Simon vie, ze n = 10, je zachrana macka jednoduché. Jeden mozny postup: Simon najskor 10x stlaéi tlacidlo
N. Ak po desiatom stlaceni pri fiom pristane UFO s mackom, zvitazil. V opac¢nom pripade je X zjavne tlacidlo,
ktoré posiela macka o 10 km dalej. To ale znamend, Ze macko je teraz od Simona presne 110 km, a teda staci
110x stlagit tlacidlo #.

Poduloha B (7 bodov)

Ako ale méa Simon postupovat, ak nevie hodnotu n? D4 sa to vébec?
Zakladné schéma nasho riesenia bude nasledovna:

1. postlacaj tlac¢idla tak, aby si macka urcite zachranil, ak n =1
la. zachran macka ak ho prvé tlac¢idlo vola bliZSie
1b. zachraf macka ak ho druhé tlaclidlo volad blizsie

2. postlacaj tlac¢idla tak, aby si macka urcite zachranil, ak n = 2
2a. zachran macka ak ho prvé tlacidlo vola bliZzSie
2b. zachran macka ak ho druhé tlacidlo vola bliZzSie

3. postlacaj tlacidla tak, aby si macka urite zachrénil, ak n = 3

Rozmyslime si najskor exaktne ako bude vyzerat prvych péar krokov tohto postupu, potom si sformulujeme, ako
ho zovseobecnit.

la Ak n =1 a prvé tlacidlo vola macka blizSie: Sta¢i ho raz stlacit.

1b Ak n = 1 a druhé tlacidlo vold macka blizsie: Uz sme raz stlacili prvé tlac¢idlo, macko by teda teraz bol
vo vzdialenosti 2 km. Treba teda dvakrat stlacif druhé tlacidlo.

2a Nech n = 2 a prvé tlacdidlo volad macka blizsie. Doteraz sme stlacili R@%. Mackova vzdialenost sa teda
menila nasledovne: 2 —+ 1 — 3 — 5. Teraz teda treba 5x stlaéif prvé tlacidlo.

2b Nech n = 2 a druhé tlacidlo vold macka blizSie. V tomto scenédri by momentélne bol macko 12 km od
zeme, treba teda 12x stla¢it druhé tlacidlo.

Simonov postup teda zaéina nasledovne: RPERRRRROOOOOOOOEOOE. . .
Po stlaceni tychto tlacidiel ma uz Simon istotu, e macka zachrani, ak n = 1 alebo n = 2. A uz by malo

.....

priklade: spocita si, kde by pre doty¢né n prave bol macko, a nasledne postlaca prislusny pocet tlacidiel, ktory
by ho mal dostat spéf na Zem.
Cely Simonov postup teda moéZeme naprogramovat nasledovne:

Listing programu (Python)

stlacil_prve = 0

stlacil_druhe = 0

n=1

while True:
# ak prvé tladidlo vold macka bliZSie:
kde_je_macko = n + nxstlacil_druhe - stlacil_prve
print ( kde_je_macko, ’krat.stlac.prvé.tlacidlo’ )
stlacil_prve += kde_je_macko

# ak druhé tladidlo vola macka blizsSie:
kde_je_macko = n + nkxstlacil_prve - stlacil_druhe
print ( kde_je_macko, ’krat.stlac.druhé_tlacidlo’ )
stlacil_druhe += kde_je_macko

n += 1
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Podiloha C (1 bod)

Ako sme uz uviedli v zadani, tdto podiloha bola tazk4 a bola myslend ako vyzva pre najlepsich. Jej rieSenie
bude sice pomerne stru¢né, ale nevyhneme sa pri nom poschodovym mocninam.

Vsimnite si eSte raz rieSenie podulohy A. Uz vieme, Ze toto rieSenie funguje pre n = 10, tak sme ho stvorili.
Lenze ked sa nad tym trochu zamyslime, lahko si v§imneme, Ze funguje aj pre vSetky mensie hodnoty n. Totiz
ak je n < 10 a prvé tlacidlo vola UFO blizsie, tak na nanajvys 10 stlaceni tla¢idla pride UFO k nam. A ak je
n < 10 a spravne tlacidlo je druhé, desat stlaceni prvého tlacidla poslalo macka do vzdialenosti 11n < 110, a
teda naslednych 110 stlac¢eni druhého tlac¢idla privedie macka domov.

Toto isté je pravda aj pre fubovolnt in hodnotu n a fubovolny iny postup: ak mame postup, ktory funguje pre
konkrétne n, musi zjavne fungovat aj pre vSetky mensie hodnoty.

Nemusime teda jednotlivé hodnoty n spractvat kazdu zvlast. Namiesto toho sa na celt ilohu médZzeme pozriet
akoby z opacného konca: zvolime si konkrétny sposob stlacania tlacidiel tak, aby na kazdé n prisiel rad dostatoéne
skoro.

Takychto postupov je vela, my si ukdzeme jeden z nich, ktory ndm prisiel Tahko popisatelny.

nastav x = 2

aktivne tlacidlo je prvé

do nekoneéna opakuj:
x-krat stlac¢ aktivne tlacidlo
umocni X na druhi
zmeni aktivne tlalidlo na opacné

Zaciatok teda vyzera nasledovne: 2x prvé, 4x druhé, 16x prvé, 256 x druhé, 65 536x prvé, 4294 967 296 x druhé,
... Ak si jednotlivé iteracie cyklu oéislujeme od nuly, v i-tej iteracii aktivne tlacidlo stla¢ime 22" -krat.

Teraz si pre lubovolné 7 polozme nasledujicu otdzku: ak je aktivne tlac¢idlo to spravne (teda to, ktoré vola macka
blizsie), pre aké hodnoty n zachranime macka najneskor v i-tej iteracii cyklu?

V tejto iteracii postupne zavoldme macka o b = 22_1 km blizsie k ndm. Pre 7 > 2 sme ho uz aj skor volali blizsie
k nam, tjchto stlaceni viak bolo v porovnani s 22° tak malo, Ze ich spokojne zanedbame.

Kolkokrat sme predtym poslali macka o n km dalej od nas? Dokopy je to d = (22171 +2270 4 ) +1, pricom ta
+1 na konci zodpovedd tomu, ze macko zacina n km od Zeme. Na zaver teraz e2§te spravime posledny, tentokrat
velmi volny odhad:QZjavne pre fubovolné i > 3 plati, ze ak zoberieme n < 22, tak b > nd. Inymi slovami, pre
Tubovolné n < 22 stla¢ime v i-tej faze aktivne tlacidlo dost velakrat na to, aby sme macka zachranili, ak je
toto aktivne tlacidlo to spravne.

No a kedze aktivne tlacidlo po kazdej iteracii vymenime, plati teda, Ze pre fubovolné i > 1 a fubovolné n < 2%
macka zachranime prinajhorSom pocas iteracie 7 + 3. Pri tom ale spravime dokopy urcite menej ako 2 - 22"
stlaceni tlacidla. No a to uz je vsetko. v ,

Najhorsi mozny pripad pre kazdé i je totiz n = 22 + 1 pre ktoré mame horny odhad 2 - 22" stladeni tlacidla.
Noa?2 22" < 2n16. A teda mozeme smelo prehlasit, ze bez ohladu na to, aké velké je n, Simon vzdy dostane
macka do svojich rik po menej ako 2n'® stladeniach tlagidla. Na zaver este raz zdoraznime, Ze tento odhad je
velmi volny, kedZe sme uprednostnili stru¢nost vzorcov pred tesnostou odhadov.
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