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A-1-1 Rusenie ulic

Podme zostrojit jednu moznt mnozinu ulic, ktoré nechat — teda mnozinu ulic, ktord obsahuje vSetky ulice, ktoré
obsahovaf musi, a navySe mé t vlastnost, Ze z kazdej krizovatky ich vychédza parny pocet. V rieSeni pouzijeme
terminoldgiu z tedrie grafov, krizovatky a ulice budeme teda nazyvat vrcholmi a hranami.

Zacnime tym, Ze do naSej mnoZiny zoberieme vSetky hrany, ktoré zobrat musime, a zmaZeme ich z grafu. Tym
dostaneme nov1 tlohu: ,,Dany je graf, ktory ma ku kazdému vrcholu predpisané, ¢ z neho eSte chceme vybrat
parny alebo neparny podet hran. Zistite, ktoré hrany vybrat tak, aby vSetko bolo splnené.“ Inymi slovami, mame
vybrat nejaky podgraf, pricom mame predpisané parity stupiiov vrcholov.

Je zjavné, Ze obéas ziadne rieSenie nebude existovat. Napriklad ak mame izolovany vrchol, ktory by chcel neparny
pocet hran, médme zjavne smolu. Tak isto mame smolu, ak mame dva vrcholy spojené jedinou hranou, pricom
jeden chce mat parny a druhy neparny pocet hran. Vo vSeobecnosti je zjavné, Ze rieSenie nemdze existovat,
ak je v nejakom komponente stvislosti sacet predpisanych parit neparny — totiz na zaciatku su vsetky stupne
vrcholov parne (nulové) a kazdym vyberom hrany zmenime paritu dvoch vrcholov, takze sticet stuptiov vrcholov
v komponente je vzdy parny.

Ukézeme si, ze vo vSetkych ostatnych pripadoch riesenie existuje. Navyse ukadzeme, ze vyssie uvedenti podmienku
vobec netreba testovat explicitne. Staci, ked sa rieSenie poktsime zostrojit, a ak sa ndm to nepodari, budeme
vediet, Ze to vobec neslo.

Myslienka rieSenia je jednoduché. Zoberieme nas graf (ten, v ktorom uz nie sa ulice oblibené Koctrkovskymi
radnymi) a postupne kazdy jeho komponent prehladdme do hibky.

Prehladévanie do hibky je algoritmus, ktory postupne navstivi vsetky vrcholy daného komponentu. Jeho pse-
udokdd je nasledovny:

prehladaj(vrchol V):
pozna¢ si, Ze vo vrchole V si uz bol
pre kazdého suseda S vrcholu V:
ak si eSte nebol vo vrchole S:
prehTadaj(S)

Je zjavné, ze na kazdy vrchol komponentu sa tento algoritmus pozrie prave raz, lebo akondhle don prvykrat
pride, oznaci si ho ako navstiveny a odvtedy uz don znova nevkroci. Nasledne je zjavné, ze sa tento algoritmus
préve dvakrat pozrie na kazdd hranu v komponente — raz pri spractvani jej jedného konca, raz pri spracivani
druhého. Dokopy mé4 teda prehladanie konkrétneho komponentu ¢asovi zlozitost linedrnu od jeho velkosti, ¢ize
od suctu poctov vrcholov a hran v nom.

Tento algoritmus lahko upravime tak, aby riesil nasu tlohu. Najskor si ale ukdzme, ako ho upravit tak, aby nam
vyrobil jednu moznu kostru prehladdvaného komponentu — teda najmensiu mozni mnozinu hrén, ktord ,este
stale drzi cely komponent pokope®. Toto sa robi Tahko, sta¢i si pre kazdy vrchol V' pamitat jeho rodica R (&ize
vrchol, odkial sme doii pri§li) a pre kazdy vrchol V iny ako ten, kde sme zaéinali, vybrat prave hranu do jeho
rodica. V pseudokdde to vyzera nasledovne:

prehladaj(vrchol V, vrchol R):
pozna¢ si, Ze vo vrchole V si uz bol
pre kaZdého suseda S vrcholu V:
ak si eSte nebol vo vrchole S:
prehladaj (s, V)
ak R nie je "nikto":
zober hranu medzi V a R

# na zaCiatku stal&i spustit prehladaj(V, nikto) pre Tubovolnj jeden vrchol V z komponentu

No a takéto prehladévanie teraz uz lahko upravime na rieSenie nasej sttaznej tilohy. Ostatné hrany okrem tych,
ktoré by vybralo vysSie popisané rieSenie, zahodime. No a vzdy, ked pri prehladédvani optustame nejaky vrchol
V, pozrieme sa, ¢i mé alebo nemd spravnu paritu. Ak nemd, hranu z V do R zoberieme (a upravime obom
vrcholom paritu), ak mé, hranu z V do R zahodime. V oboch pripadoch tak zabezpeéime, ze V uz je hotovy.
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V kazdom komponente teda takto zarucene dosiahneme spravnu paritu pre vsetky vrcholy okrem toho, z ktorého
sme zacinali prehladdvanie. A tam uZ vieme, na ¢om sme: ak vysiel spravne, sme spokojni, a ak nie, vieme, Ze
rieSenie nemdze existovat, lebo to znamend, ze v dotyénom komponente sme museli mat predpisany neparny
sucet stupnov.

Pri dobrej implementécii mé toto rieSenie ¢asovu zlozitost O(m + n), ¢iZe linedrnu od velkosti vstupu.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int N, M;

vector< vector<int> > graf; // pre kazdy vrchol zoznam jeho susedov

vector<bool> neparny; // pre kazdy vrchol &i mu esSte treba parny alebo neparny podet hrén
vector<bool> navstivil; // pre kazdy vrchol &i sme ho uZ prehladali

vector<pair<int,int> > riesenie;

void prehladaj(int v, int r) {

navstivil[v] = true;
for (int s : graf[v]) if (s != r) {
if (!navstivil[s]) {

prehladaj(s,v);
} else {
// tato hranu urdéite chceme zrusit, ale do riesSenia ju pridame len ak s < v,
// nech ju tam nemdme dvakrat
if (s < v) riesenie.push_back( {s,v} );
}
}

if (r !'= -1) {
if (neparny([v]) {
neparny[v] = !neparny([v]; neparny[r] = !neparny[r]; // zoberieme hranu do rodica
} else {
riesenie.push_back( {v,r} ); // zruSime hranu do rodiéa
}
}
}
int main() {

cin >> N >> M;
graf.resize(N);
neparny.resize (N, false);
navstivil.resize (N, false);

// naditaj prvych K hrdn a zober ich -- teda len men parity
int K; cin >> K;
for (int k=0; k<K; ++k) {

int x, y;

cin >> x >> y; —--x; —--y;

neparny [x] !neparny[x];

neparny[y] 'neparny([y];

}

// naditaj ostatné hrany a uloZ ich do grafu
for (int k=0; k<M-K; ++k) {
int x, vy;
cin >> x >> y; —=-X; —-V;
graf[x].push_back (y);
grafly] .push_back (x);
}

// postupne sa pozri na vSetky vrcholy
// vzdy, ked stretnes$ nenavstiveny, nasiel si novy komponent, prehladaj ho

for (int n=0; n<N; ++n) if (!navstivil[n]) {
prehladaj(n,-1);
if (neparny[n]) { cout << -1 << endl; return 0; } // rieSenie neexistuje

}

// ak sme vSetky vrcholy nav$tivili a zmenili na parne, vypiSeme rieSenie
cout << riesenie.size() << endl;
for (auto hrana : riesenie) cout << hrana.first+l << ”_.” << hrana.second+l << endl;

A-1-2 Cyklisticky zavod

Udaje zadané na vstupe si mozeme reprezentovat ako orientovany graf. Pre kazdu krizovatku budeme mat jeden
vrchol a pre kazdu cesticku ,z; y; [; r; si spravime hranu z vrcholu x; do vrcholu y; s dlzkou I; — r;. Dlzka
hrany ndm teda hovori, o kolko je na tomto tiseku lava stopa dlhsia ako prava.
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Ak teraz v takomto grafe zoberieme nejaky cyklus, celkovy rozdiel medzi dizkou Tavej a pravej stopy zistime
jednoducho tak, Ze s¢itame dizky jeho hran. Nagou tlohou je teda zistit, ¢ v takomto grafe existuje nejaky
cyklus nenulovej dizky, a ak 4no, tak jeden néjst.

Pre lepsi popis rieSenia si predstavme ini metaforu, ktora vedie k tej istej ilohe: kazdy vrchol ma nejak (nam
neznamu) nadmorski vysku a kazda hrana nadm o dvojici vrcholov hovori, o kolko je druhy vyssie ako prvy.
Nasou tulohou je overif, ¢i sa vSetky informécie, ktoré méme, konzistentné, a ak nie s, najst jeden cyklus
obsahujuci spor.

S touto predstavou uz zacina byt jasné, ako zhruba postupovat. Vstup si rozbijeme na komponenty, ktoré st od
seba nezéavislé. V kazdom komponente lubovolnému jednému vrcholu priradime vysku 0 a postupne sa budeme
pozeraf na hrany, ktoré vedu do jeho susedov, do ich susedov, a tak dalej, a odvadzat si, akii nadmorska vysku
musia mat. Ak sa ndm vSetky podari odvodif a vSetky hrany budu sediet, je vSetko v poriadku. A ak nie, tak
najdeme nejakt hranu, ktora nesedi.

Aké presne ,komponenty“ ale potrebujeme a ¢o to znamend, ze su ,nezévislé“? To, ¢o potrebujeme, si presne
tzv. silno stvislé komponenty. Dva vrcholy u a v leZia v tom istom silno stvislom komponente prave vtedy, ked
sa po hranach vieme dostat aj z u do v, aj z v do u. Kazdy cyklus lezi nutne cely v jednom silno stvislom
komponente. Preto nam staéi zadany graf rozdelif na silno stvislé komponenty a potom o kazdom z nich zvI4st
zistit, ¢i obsahuje hladany cyklus.

Na prvu ¢ast tlohy, teda rozdelenie grafu na silno stvislé komponenty, existuje viacero roznych klasickych algo-
ritmov. Viac o nich najdete na https://en.wikipedia.org/wiki/Strongly_connected_components. Niektori
organizatori OI preferuju algoritmus, ktory ma na svedomi Tarjan, ini zase algoritmus, ktory vymyslel Kosaraju.
Oba tieto algoritmy pracuji v linedrnom céase od velkosti grafu.

Druhé ¢ast tlohy je potom uz Tahké. Prehladame cely silno savisly komponent z jedného jeho vrcholu do hibky.
Tym si zvolime jednu jeho kostru a podla nej kazdému vrcholu priradime jeho ,nadmorska vysku“. Teraz
postupne prezrieme vsetky ostatné hrany. Ak vsetky sedia na vypocitané nadmorské vysky, je cely komponent v
poriadku. A ak ndjdeme nejak, ktora nesedi, potrebujeme teraz ukéazat, ze vzdy vieme najst cyklus s nenulovym
st¢tom dlzok.

Majme teda takito hranu uv. Rozoberme tri moznosti vzhladom na to, kde sa u a v nachddzaja v kostre.

Ak v je predkom u, je to jednoduché: cesta po kostre z v do u a hrana spif z u do v tvoria hladany cyklus.
Ak u je predkom v, ndjdeme v naSom komponente fubovolnii cestu z v do u. Tato cestu teraz vieme na cyklus
doplnit dvoma roéznymi spésobmi: bud do nej priddme hranu uv, alebo cestu po kostre z u do v. KedZe tieto
dva cykly maji roznu dlzku, aspoii jeden z nich moézeme vypisat.

NO a ostava posledny pripad: uv je tzv. prie¢na hrana, teda ani jeden z jej vrcholov nie je predkom druhého. V
takomto pripade opif ndjdeme dva cykly s réznou cenou, a to tak, Ze ndjdeme fubovolnt cestu z vrcholu v do
korena kostry. Jeden cyklus je tato cesta + cesta po kostre z korena do v, druhy cyklus je tato cesta + cesta po
kostre z korernia do u + hrana uwv.

Celkova ¢asova zlozitost vyssie popisaného algoritmu je O(m + n).

A-1-3  Trojuholnik

Na 4 body stacilo vyskusat vsetky trojice bodov, zakazdym vypodcitat obsah trojuholnika a vybrat najmensi z
nich. Na vypocet obsahu trojuholnika existuje viacero vzorcov. Ak pozndme stradnice jeho vrcholov, najjedno-
duchsi je vzorec zaloZeny na vektorovom sucine. Pre dva vektory u a v v rovine vieme, ze ich vektorovy sicin
je vektor, ktory je na oba kolmy a ktorého velkost udéva (orientovany) obsah rovnobeznika uréeného tymito
dvoma vektormi. Inymi slovami, obsah trojuholnika ABC' je rovny polovici velkosti vektorového st¢inu vektorov
B — A a C — A. Este inymi slovami, ked mame trojuholnik s vrcholmi (0,0), (x1,y1) a (x2,y2), jeho obsah je
(1/2) - |lz1y2 — yaz2|.

Ako tiito tilohu ale vyriesit v ¢ase pozadovanom v zadani, teda v ¢ase O(n?logn)?
Predstavme si, ze sme si zvolili dva z troch vrcholov trojuholnika: A a B. Ktory zo zvySnych n — 2 bodov ma
byt jeho tretim vrcholom C? Tentokrat sa oplati pouzif iny vzorec: obsah trojuholnika je sv/2, kde s je dlzka
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strany a v dlzka v{sky na 1iu. Najmensi trojuholnik teda vyrobi ten bod, z ktorého je na nasu stranu najkratsia
vyska.

Uvazujme Tubovolni priamku kolma na AB. To, ¢o nas zaujima, je poradie, v akom na tejto priamke lezia
priemety naSich bodov. Totiz A a B sa premietnu do toho istého bodu a pre kazdy iny bod plati, Ze vyska z
neho na stranu AB ma dlzku rovnt vzdialenosti jeho priemetu od priemetu bodov A a B. Inymi slovami, keby
sme mali vSetky body zoradené do poradia, v ktorom lezia na dotyc¢nej kolmici ich priemety, sta¢i nam uvazovat
dva z nich: najblizsi ku A a B z kazdej strany.

No a préave takéto poradia si vieme postupne vSetky zostrojit a pozrief sa na ne.

Ako na to? Predstavme si, ze priamku, na ktortl premietame body, budeme viest cez zaciatok sustavy stradnic.
Na tvod si zvolime nejaky smer priamky a premietneme na fiu body. Co sa teraz stane, ked nasu priamku
zacneme postupne okolo zaciatku otacat? Ked ju pootoéime len troska, tak sa aj priemety posuni len troska a
ni¢ sa nezmeni. Kedy sa nieco zmeni? Prave v tych chvilach, ktoré nds zaujimaji — teda kedy je priamka kolmé
na usecku uréentt dvoma bodmi. Vtedy sa ich priemety stretnii. A ked budeme pokradovat v otacani dalej, ich
priemety si vymenia poradie.

A to uz ndm dava navod ako postupovat:

1. Vygenerujeme si vietkych O(n?) smerov priamky, ktora je kolmé4 na niektort z tisec¢iek uréenych dvomi
zadanymi bodmi.

2. Tieto smery si v ¢ase O(n?logn) cyklicky usporiadame.

3. Pre jeden smer iny ako tie z minulého bodu si v éase O(n?) alebo lepSom zostrojime (jednoznaéne uréené)
poradie priemetov na priamke.

4. Postupne simulujeme otacanie premietacej priamky okolo zaciatku — prechadzame cez smery, kedy si body
menia poradie, v usporiadanom poradi a kazdt zmenu vykondme v konstantnom c¢ase. Navyse po kazdej
zmene sa pozrieme, ktoré dva trojuholniky obsahuji prave vymienana dvojicu bodov a maji najmensi

obsah.

Pre zaujimavost este uvedieme, Ze pozname aj lepsie rieSenie tejto tilohy. Presnejsie vieme ju riesit v ¢ase O(n?).
Hlavnym trikom pri tomto rieSeni je prechod do takzvanej dudlnej roviny, v ktorom kazdy bod (a,b) zobrazime
na priamku y = ax — b a naopak, kazd nie-zvisli priamku zobrazime na bod. Toto zobrazenie m4 vela dobrych
vlastnosti, napr. v nejakom zmysle zachovava orienticiu; vela bodov na jednej priamke zobrazi na vela priamok
iddacich cez ten isty bod a podobne.

Zéroven existuja pomerne silné dovody, preco sa domnievat, Ze vyrazne lepsie rieSenie neexistuje. Tato tloha
je totiz tzv. 3SUM-fazkd — teda keby sme ju vedeli riesit efektivnejsie, vedeli by sme efektivnejSie riesit aj
nasledujtci problém: , Existuji medzi danymi n ¢islami tri so sté¢tom nula?“ A tento problém sice vieme riesit
o malinky chlp lepsie ako v kvadratickom case, ale rozhodne nec¢akame, ze sa objavi vyrazne lepSie riesenie.
Do detailov uz ale radsej nebudeme zachadzat.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

struct udalost {
int dx, dy; // smer pri ktorom nastane
int a, b; // éisla bodov ktoré sa vymenia
Vi

// porovndvacia funkcia ktord zoradi udalosti podla uhlu z [0,360)
int polovica (const udalost &A) {

return ( A.dy > 0 H (A.dy == 0 && A.dx > 0) ) 2 0 : 1;
}

bool skor (const udalost &A, const udalost &B) {
if (polovica(A) != polovica(B)) return polovica(A) < polovica (B);
return A.dx * B.dy - A.dy % B.dx > 0;

}

// funkcia pocitajuca dvojnasobok obsahu trojuholnika

strana 4 z 6 aloha A-I-3



34. ro¢nik (2018/2019)
rieSenia domaceho kola
kategoria A

Olympidda v informatike
http://oi.sk/

int obsah(const vector<int> &X, const vector<int> &Y, int a, int b, int c) {
int ux = X[b]-X[a]l, uy = Y[bl-Y[a]l, vx = X[c]-X[a], vy = Y[c]l-Y[al;
return abs( uxxvy — vxxuy );

int main() {
// naditame vstup
int Nj;
cin >> N;
vector<int> X (N), Y(N);
for (int n=0; n<N; ++n) cin >> X[n] >> Y[n];

// vygenerujeme vSetky udalosti pri ktorych si dva body menia poradie
vector<udalost> U;
for (int a=0; a<N; ++a) for (int b=0; b<a; ++b) {
int ux = X[b]-X[a], uy = Y[b]-Y[a];
U.push_back ( {-uy, ux, a, b} );
}

// usporiadame vsetky udalosti
sort ( U.begin(), U.end(), skor );

// zostrojime poradie bodov tesne pred prvou udalostou: premietneme body
// na priamku iddcu cez bod (vela,-1)

vector< pair<int,int> > priemety;

for (int n=0; n<N; ++n) priemety.push_back( {10047*X[n]-Y[n], n} );
sort ( priemety.begin(), priemety.end() );

vector<int> poradie (N), kde_v_poradi (N);
for (int n=0; n<N; ++n) { poradie[n] = priemety[n].second; kde_v_poradi[ priemety[n].second ] = n; }

// postupne odsimulujeme vSetky udalosti a zapamdtdme si najleps$i trojuholnik
int najlepsi_obsah = 1<<30;
vector<int> riesenie;

for (auto u : U) {
// potrebujeme vymenit body s cislami u.a, u.b a najst najlepsi trojuholnik pre ne
int ia = kde_v_poradi[u.a], ib = kde_v_poradilu.b];

swap ( poradie[ia], poradielib] );
swap ( kde_v_poradi[u.a], kde_v_poradilu.b] );

int icl = min(ia,ib)-1, ic2 = max(ia,ib)+1;
if (icl >= 0) {
int o = obsah(X,Y,u.a,u.b,poradielicl]);
if (o < najlepsi_obsah) { najlepsi_obsah = o; riesenie = vector<int>{u.a,u.b,poradie[icl]}; }

}
if (ic2 < N) {

int o = obsah(X,Y,u.a,u.b,poradielic2]);
if (o < najlepsi_obsah) { najlepsi_obsah = o; riesenie = vector<int>{u.a,u.b,poradie[ic2]}; }

}

for (int i : riesenie) cout << X[i] << ”_.” << Y[i] << endl;

A-1-4  Online algoritmy

To, Ze algoritmus, ktory dé vsetky predmety jednému lupicovi, je 2-kompetitivny, dokdZeme lahko, staci si
poriadne rozmysliet, ¢o vlastne hovori definicia.

Jeden z lupicov dostane vzdy aspoli polovicu celkovej ceny. Preto pre lubovolny vstup plati, Zze ak mame veci,
ktoré dokopy maji cenu ¢, tak cena optimalneho rieSenia je asponl ¢/2. No a nase rieSenie ma vzdy cenu presne
c. Potom ale vzdy plati, ze ALG(vstup) < 2- OPT (vstup).

Teraz sa pozrime na tretiu podilohu. Ako dokazaf, Ze Tubovolny deterministicky algoritmus musi byt asporn
3/2-kompetitivny?

Predstavme si, ze sedime vo vreci a ideme postupne podavat lupi¢om veci, ktoré si maja rozdelit. Najskor im
podame vec s cenou 1. Je jedno, kto ju dostane. Potom im podéame druht vec s cenou 1. Ak ju daji tomu istému
ako prva, tak povieme, Ze to uz je vSetko. V takomto pripade mame presne situiciu z podilohy A — teda ich
algoritmus vyrobil dvakrat horsie rieSenie ako optimalne.

V opacnom pripade, teda ak lupi¢i daju prvi vec jednému a druhtt druhému, ddme im este tretiu vec, tentokrat
s cenou 2. Bez ohladu na to, komu ju daji, skonéia s rieSenim, ktorého cena je 3. Optimélne rieSenie v8ak malo
cenu 2: jeden lupi¢ mal dostat prvé dva predmety a druhy mal potom dostat ten posledny.
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Inymi slovami, prave sme ukazali, Ze tplne kazdy algoritmus bud na vstupe (1,1) vyrobi 2-krat horsie ako
optimélne rieSenie, alebo na vstupe (1, 1,2) vyrobi 1.5-krat horsie ako optimélne rieSenie. A teda Gplne kazdy
online algoritmus pre tto tlohu je aspon 3/2-kompetitivny.

Ostéava posledna otézka: Ako by mohol vyzerat algoritmus ktory naozaj bude 3/2-kompetitivny?

Celkom prirodzeny algoritmus pre tuto tlohu je algoritmus ,vZdy daj vec tomu lupicovi, ktory ma doteraz
menej“. Ten na prvy pohlad vyzera, Ze by mohol veci rozdelit lepsie. Podme si spoéitat, ako dobry naozaj bude.
Predstavme si, Ze sme vySsie popisanym algoritmom rozdali nejaki postupnost veci. Zoberme toho lupica, ktory
dostal v sucte viac (v pripade rovnosti lubovolného) a pozrime sa na poslednii vec, ktora dostal. Tohto lupica
nazveme prvy lupi¢, dotyént vec nazveme vec V' a jej cenu si oznacime c. Celkovii cenu vSetkych ostatnych veci
oznacime d.

Tesne pred tym, ako prvy lupi¢ dostal vec V, mal menej (alebo rovnako) ako druhy lupié. Preto tesne po tom,
ako ju dostal, mal nanajvys o ¢ viac ako druhy lupi¢. No a kedze odvtedy uz dostal vsetky veci druhy lupi¢, aj
na konci mé prvy nanajvys o ¢ viac ako druhy. Inymi slovami, prvy ma celkovii cenu nanajvys ¢ + d/2 a druhy
m4 celkovi cenu aspon d/2.

Nami zostrojené rieSenie mé teda cenu nanajvys c + d/2.

Teraz rozoberme dva pripady. Ak d < ¢, optimélne rieSenie ma cenu ¢ (jeden lupi¢ dostane vec V' a druhy vsetky
ostatné), zatial ¢o nase rieSenie ma cenu nanajvys d/2 +c < ¢/2 +c = (3/2)c.

No a pre d > ¢ plati, Ze optiméalne rieSenie mé cenu vicsiu alebo rovni ako polovica veci, ¢ize aspoii (¢ + d)/2.
Pomer ceny nasho a optimélneho rieSenia je teda nanajvys rovny (¢ + d/2)/((c+d)/2) = (2c+d)/(c+ d) =
1+c¢/(c+d) <1+c¢/(2¢) =3/2.

A tym sme dokaz skonéili — prave sme ukazali, Ze v oboch pripadoch je nami néjdené rieSenie nanajvys 3/2-krat
horsie ako optimélne.
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