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A-11l-1 Kapitanka hlada posadku

Ulohu mozeme vyriesif, tak Ze vysktisame vietky moznosti, akii posadku moze Kapitanka zostavit a zakazdym
overime, Ci je stredny pirat v posddke dostatocne Sikovny.

KedZe posadka musi byt stvisly tsek piratov, staci skigat iba tie. Tych je O(n?). Pre kazdy tsek vieme stredného
pirata najst tak, Ze piratov v tiseku skopirujeme do pomocného pola a to usporiadame. Takéto rieSenie m4 éasovii
zlozitost O(n3logn).

Na konkrétnych schopnostiach nezalezi

Vsimnime si, ze na konkrétnych schopnostiach pirdtov az tak velmi nezdlezi. Jediné, ¢o nas zaujima, je, ¢i je dany
pirat aspoii tak nadany ako Denis. Podmienku o strednom pirdtovi si zjavne mozeme preformulovat nasledovne:
Posddka je plavbyschopnd, ak aspon polovicu jej clenov tvoria pirdti aspon taki dobri ako Denis.

Pri vyhodnocovani, ¢ je konkrétna posddka plavbyschopnd, preto staci spocitat dostatocne dobrych pirdtov v
nej. Tym vieme vyssie uvedené rieenie vylepsit na casovt zlozitost O(n?).

Rychlejsie riesenie

Vyssie uvedené pozorovanie si vieme aj elegantne matematicky popisat. Predstavme si, Ze mame len dve schop-
nosti pirdtov: vSetci horsi ako Denis maju schopnost —1 a vSetci, ¢o st aspon taki dobri ako Denis, maju
schopnost +1.

Po tejto tprave vieme znova preformulovat podmienku o plavbyschopnej posddke: Posddka je plavbyschopnd
prave vtedy, ak md nezdporny sucet schopnosti.

Oznacme si upravené pole naplnené hodnotami —1 a +1 ako A. Postupne pre kazdé i teraz spravime nasledovné:
Za¢neme od i-teho pirdta. Postupne do posddky priddvame dalsich (i + 1,4 + 2,...) a priebezne si pocitame
sucet ich schopnosti. Vzdy, ked je po pridani pirata tento sti¢et nezdporny, mame jednu mozniu posadku.
Vsimnime si, ze tu sme vzdy vedeli v konstantnom ¢ase povedaf, ¢i je posddka pre kapitanku vyhovujica, a
teda dostéavame riesenie s ¢asovou zlozitostou O(n?)

Vzorové rieSenie

Klacovym prostriedkom na optimélne riesenie boli prefixové sucty. Nech PJi] je sucet prvych 4 policok pola A.
Hodnoty P[i] vieme spoéitat v linedrnom ¢ase: P[0] =0 a Vi : P[i + 1] = A[i] + PJi].

Pomocou prefixovych sti¢tov vieme v konstantnom ¢ase vypodéitat sti¢et Tubovolného tseku pola A. Usek obsa-
hujtci pirdtov od indexu a po index b — 1 vratane m4 stéet P[b] — Pla]. My chceme spoéitat vSetky neprazdne
useky s nezédpornym stuctom. Zaujima nés teda, pre kolko dvojic a < b plati P[b] > P[a]. Teda chceme zistit pre
kazdy prefixovy sucet, kolko spomedzi skorsich prefixovych stétov je mensich alebo rovnych ako on.
Jednym moznym efektivnym rieSenim je pouzit intervalovy strom, v ktorom si pre kazda hodnotu h budeme
pamétaft, kolkokrat sme ju uz videli v poli P. Takto vieme postupne pre kazdy index b v ¢ase O(log n) zistit, kolko
dobrych tsekov na tiom konéi, a nasledne tiez v ¢ase O(logn) do stromu pridat hodnotu prave spracovaného
prvku. Dostavame teda rieSenie s celkovou ¢asovou zlozitostou O(nlogn).

Existuje vsak aj linearne riesenie. Prefixové sic¢ty budeme, rovnako ako v predchadzajacom rieSeni, postupne
spracovavat zlava doprava. V pomocnej premennej si budeme udrziavat pocet skor spracovanych prefixovych
stucétov, ktoré st mensie alebo rovné ako ten aktudlny. Zarovenn budeme mat pomocné pole, kde si budeme na
i-tej pozicii paméitat pocet doteraz videnych prefixovych suc¢tov s hodnotou presne .

Vsimnime si, Ze v nasej tlohe sa susedné prefixové stcty (t.j. susedné hodnoty v poli P) lisia vzdy len o +1 alebo
—1. Ked sa chceme posuntt na dalsi index, vieme lahko vypocitat pocet skor spracovanych prefixovych stctov,
ktoré st od neho mensie alebo rovné. Staci zistit, ¢i sa prave prefixovy sucet zmenil o +1 alebo —1 a podla toho
bud pripoditat alebo odpocitat prislusné policko pomocného pola. Nésledne v pomocnom poli inkrementujeme
poli¢ko zodpovedajiice prave spracovanej hodnote.

Ked7e sa ndm prefixové séty menia len o 1, tak zrejme lezia vSetky v intervale (—n;n) a teda nam staci
pomocné pole velkosti O(n). Vypocet prefixovych sac¢tov aj druhy prechod s vypoctom odpovede tiez zjavne
maju ¢asovu zlozitost O(n).

strana 1z 7 tloha A-III-1



33. ro¢nik (2017/2018)
rieSenia celostatneho kola, den 1
kategoria A

Olympidda v informatike
http://oi.sk/

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main() {
int N, D;
cin >> N >> D;
vector<int> A(N), P(N+1,0);

for (int n=0; n<N; ++n) { int a; cin >> a; A[n] = (a>=D 2 1 : -1); P[n+l] = P[n] + A[n]; }
vector<int> videl (2%N+1,0); // videl[N+i] hovori, kolko uZ spracovanych prvkov P malo hodnotu presne i
int leq = 0; // podet uZ spracovanych prvkov P ktoré boli menSie alebo rovné ako aktudlny

int odpoved = 0;

for (int n=1; n<=N; ++n) {
// pridame prvok P[n-1] medzi uZ videné, aj medzi prvky <= ako aktudlny
++videl[ N+P[n-1] ];

++leqg;
// posunieme aktudlny prvok na P[n], &im bud pribudni alebo ubudni skdr spracované <= od neho
if (P[n] == P[n-1] + 1) leq += videl[ N+P[n] ]; else leq -= videl[ N+P[n-1] ];

odpoved += leq;
}

cout << odpoved << endl;

A-111-2  Zavazia

Zakladnym riesenim tejto tlohy je rieSenie hrubou silou: vygenerujeme stcty vsSetkych 2" podmnozin zavazi, v
Case ©(2"log(2"™)) = ©(n2") ich usporiadame a vyberieme ten na indexe k.

Drobnym zlepSenim je, Ze namiesto triedenia vieme na néjdenie prvku na indexe k pouzit linedrny algoritmus,
ktory je zovSeobecnenim algoritmu na najdenie medidnu postupnosti. Ak navyse Sikovnym sposobom generujeme
vietky siucty podmnozin, dostaneme algoritmus, ktorého ¢asové zlozitost je len ©(2").

Z3akladné polynomialne rieSenie

Pre velké n si uz samozrejme nevieme dovolit vygenerovat vSetkych n podmnozin. Treba vyuzit, ze k je (v
porovnani s hodnotou 2") velmi malé. Budeme teda chcief postupne generovat vSetky podmnoziny usporiadané
podla ich suétu. Pomoze ndm, ak si celd situdciu predstavime ako orientovany graf, ktorého vrcholy predstavuji
jednotlivé mnoziny zavazi — presnejSie, mnoziny ich indexov.

Jedna moznost, ako moze tento graf vyzerat: Z kazdého vrcholu v = {ay,...,a;} povedie pre kazdé j ¢ v hrana
do vrcholu v U {j}. Teda napr. z vrcholu §) povedie presne n hran: do vSetkych moznych 1-prvkovych mnoZin.
Z vrcholu {1} aj z vrcholu {2} povedie hrana do vrcholu {1,2}. Kazdej hrane priradime ako dlzku hmotnost
zavazia, ktoré prave priddvame do mnoziny.

V takto postavenom grafe zjavne plati, ze dizka cesty z vrcholu () do Tubovolného vrcholu v zodpoveda celkovej
hmotnosti zavazi, ktoré dany vrchol v predstavuje.

Ak teraz chceme postupne generovat vsetky mnoziny zavaZi usporiadané podla velkosti, sta¢i na tento graf pouzit
obycéajny Dijkstrov algoritmus na hladanie najkrat$ich ciest. Poradie, v ktorom budeme vrcholy oznadovat za
spracované, bude presne zodpovedat poradiu usporiadanému podla hmotnosti.

Casova aj pamitova zloZitost tohto algoritmu je zjavne polynomialna od n a k, presne ju odhadnif vsak nie je
uplne trividlne a konkrétny odhad zavisi od presnych detailov zvolenej implementacie. Radovo plati, Ze postupne
k vrcholov ozna¢ime za spracované, a kedze z kazdého z nich vedie O(n) hran, dokopy objavime O(nk) vrcholov.
A kedZze kaZzdy z nich je nejakd O(n)-prvkovd mnozina, bude ¢asové zlozitost ich spracovania rddovo Gmernd
O(n?k), plus sa este mozno niekde zjavi nejaky logaritmus navyse.

Pozorovanie o velkosti mnoZin

Mozeme si v8imnuf, ze vSetky mnoziny, ktoré sa nachddzaji na prvych k miestach usporiadaného poradia,
musia nutne mat malo prvkov. Pre¢o? Nech ¢ = [log, k]. Uvazujme Iubovolni (¢ + 1)-prvkovit mnozinu M.
Tato mnozina ma 2t — 1 > k vlastnjch podmno#in a tie st vietky v usporiadanom poradi pred fiou, preto jej
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Vdaka tomuto pozorovaniu teraz vieme spravit implementaciu vyssie popisaného rieSenia, ktora bude mat ¢asovi
zlozitost O(nk(log k)?) alebo podobnti. (Opét, presnd ¢asové zlozitost z4visi od detailov implementéacie.)

Iné polynomialne riesenie

Skor, nez sa dostaneme k vzorovému rieSeniu, spravime este odbocku a ukaZzeme si jedno iné riesenie — o chlp
rychlejsie a o dost jednoduchsie ako to, ktoré sme si ukézali vyssie.

Zacneme tym, Ze zoberieme jeden mo’ny postup, ako vygenerovat hmotnosti vSetkych podmnozin: budeme
postupne priddvat zdvazia. Ak nemdme Ziadne zivazia, jedind hmotnost, ktori vieme vygenerovat, je nula.
Predstavme si teraz, Zze uz sme spracovali nejaké zévazia a mame usporiadany zoznam hmotnosti vSetkych
ich podmnozin. Ako teraz pridat dalsie zavazie m;? Uz pozndme hmotnosti podmnozin, ktoré toto zavazie
neobsahuja. No a hmotnosti podmnozin, ktoré ho obsahujt, vypocitame jednoducho tak, ze ku kazdej hmotnosti
na doterajSom zozname pripocitame m;. Takto dostaneme dva usporiadané zoznamy, ktoré nakoniec spojime
do jedného rovnakym sposobom ako napr. pri triedeni MergeSort.

Takéto riesenie by samozrejme malo ¢asovu zlozitost exponencidlnu od n. My ho ale lahko vieme vylepSit:
po kazdom spracovanom zavazi si staéi zapamétat k najmensSich hmotnosti, vSetky ostatné zjavne mozeme
zahodit, lebo uz st urcite privelké. Spracovanie kazdého zavazia teda zvladneme v ¢ase O(k). A kedZe zavazi je
n, dostdvame rieSenie s ¢asovou zlozitostou O(nk).

Vzorové riesenie

Vrafme sa ale v myslienkach k rieSeniu, ktoré mnoziny zostrojovalo tak, Ze postupne prehladévalo graf. Hlavnym
problémom tohto rieSenia je, Ze mame v grafe zbytoc¢ne vela hrén. Napr. do vrcholu {3,4,7} vedie az osem
roznych ciest. KedZe ale vietky majt rovnakt dizku, nenesti Ziadnu uzito¢nt informéciu. Stacila by nam aj
jedna cesta. Idealne by bolo, keby sme namiesto nasho povodného grafu vedeli vymysliet nejaky iny, ktory bude
mat dve vlastnosti:

e Do kazdého vrcholu vedie prave jedna cesta, takze ziadna hrana nie je zbyto¢na.
e Pre kazda hranu v — v plati, Ze v je asponi tak tazky ako u. Dizky hran st teda nezidporné.

Na Tubovolnom takomto grafe bude Dijkstrov algoritmus zjavne stéle fungovat, lebo ak sme este nejaky vrchol
v neprehlasili za hotovy, tak néas vrcholy, do ktorych sa ide cez v, eSte nezaujimaju, kedze su aspon také tazké
ako on, a teda tiez eSte nemaji byt hotové.

Ako vymysliet konstrukciu takéhoto grafu? Pomoct moZe, ked sa na problém pozrieme z opacnej strany. V
grafe, ktory hladdme, musi do kazdého vrcholu (okrem zaciatku) viest préve jedna hrana. Z opacnej strany teda
dostavame, Ze z kazdého vrcholu musi existovat jednoznacné cesta do zaciatku. MoZeme teda hladat nejaky
lahko popisatelny deterministicky postup, ako Tubovolnii mnozinu zdvazi postupne prerobit na prazdnu.

Jedna takato konstrukcia vyzerd nasledovne: Primarne sa snazime o jedno zmensit najviési index v mnozine,
napr. z mnoziny {3,4, 7} vyrobime {3,4,6}. Ak sa toto ned4 spravit, tak najvicsi index jednoducho vyhodime
- napr. z mnoziny {1,6, 7} spravime {1,6} a z mnoziny {1} spravime 0.

Tu je konkrétny priklad, ako postupne z nejakej mnoziny vznikne opakovanim tychto pravidiel prazdna mnozina:

{1,3,6} — {1,3,5} — {1,3,4} — {1,3} = {1,2} = {1} =0

Je zjavné, Ze ziadny krok tohto postupu nezvysi hmotnost mnoziny — bud jedno zévazie nahradime predchadza-
jucim (ktoré je nanajvys rovnako tazké) alebo jedno zévazie odstranime.
Ako teda bude vyzerat nas graf? Buda v fiom tieto isté hrany, len opa¢nym smerom.

e Z vrcholu ) vedie jedind hrana do vrcholu {1}.

e 7Z vrcholu v = {aq,...,ar} v ktorom a; = n uz neveda ziadne hrany.

e Inak z neho vedu dve hrany: do vrcholu v ktorom do v pribudne index a; + 1 a do vrcholu, v ktorom je
vo v index ax + 1 namiesto indexu ag.

Priklad: ak n > 6 tak z vrcholu {1, 3,6} povedd hrany do vrcholov {1,3,6,7} a {1,3,7}.
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Na tento graf pouzijeme Dijkstrov algoritmus a nechame ho beZat, kym neprehlési k vrcholov za hotové. Kedze
z kazdého vrcholu vedt nanajvys dve hrany, dokopy objavime a spracujeme len O(k) vrcholov. Ako prioritnt
frontu moézeme pouzif obycajnti haldu. NavySe prvky v nej stac¢i porovnavat podla vzdialenosti — nas graf
je strom, a teda nepotrebujeme nijak kontrolovat duplikdty. No a kedze vieme, ze kazdy objaveny vrchol je
mnozina obsahujica nanajvys O(logk) ¢isel, tak pre kazdy objaveny vrchol najskor v O(log k) vygenerujeme
jeho mnozinu a potom tiez v O(log k) priddme jeho zdznam do prioritnej fronty. Celkovo méa teda toto riesenie
¢asovi zlozitost O(klog k).

Nizsie uvedend implementacia je kvoli lepSej ¢itatelnosti trochu pomalsia, jej éasova zlozitost je O(k(logk)?).
Zlepsit na O(klog k) ju vieme tak, Ze do prioritnej fronty budeme ukladat len ukazovatele na jednotlivé vrrcholy
a dodefinujeme pre ne porovnavaciu funkciu, ktora sa bude pozerat len na vzdialenost (a nie na jednotlivé prvky
vektoru, v ktorom je ulozeny dany vrchol).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

typedef pair< int, vector<int> > zaznam;

int main() {
int N, K;
cin >> N >> K;
if (K == 1) { cout << 0 << endl; return 0; }

vector<long long> M(N);
for (auto &m : M) cin >> m;

priority_gqueue <zaznam, vector<zaznam>, greater<zaznam> > PQ;
PQ.push( { M[0], {0} } );

for (int k=2; k<=K; ++k) {
int d = PQ.top() .first;
vector<int> v = PQ.top () .second;

PQ.pop () ;

if (k == K) cout << d << endl;

int vs = v.size(), last = v[vs-1];

if (last == N-1) continue;

++v([vs—-1];

PQ.push( { d+M[last+1l]-M[last], v } );
-—v[vs-1];

v.push_back (last+1);

PQ.push( { d+M[last+1l], v } );

A-111-3 Stavebnica funkcii

Poduloha A: minimum a maximum

Maximum z ¢éisel a a b si vieme definovat nasledovne: ak a > b, tak maximum je a, inak je to b. Zostrojit ho
teda mdzeme pomocou vetvenia — teda konstrukciou, ktort sme vymysleli v poslednej podilohe krajského kola.
Asi najlahSou konstrukciou vetvenia je postup, pri ktorom kazdd moznost vystupu vynasobime predikatom,
ktory hovori, kedy chceme tento vystup. Maximum teda mozeme zapisat nasledovne:

max(a,b) = geq(a,b) - a + not(geq(a,b)) - b
No a tuto konstrukciu uz lahko zrealizujeme pomocou Kompozitora. Postupne vyrobime:

° tmp1 = K[ge(b 7}%7 mul]
o tmp, = K[K|[geq, not], v}, mul]
e mazx = K[tmp:, tmps, add]

Existuje aj viacero inych konstrukcii, napriklad pomocou Cyklovaca. Pri takejto konstrukcii méZzeme napriklad
najskor nastavit vystupnd hodnotu na b a potom ju geq(a, b)-krat zmenit na a.
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Minimum vieme zostrojit analogicky, sta¢i v konstrukcii maxima vymenit v? a v3. Pripadne na este jednoduchsiu
konstrukciu vieme pouzit vztah min(a,b) = a + b — max(a, b).

Podualoha B: posledna cifra

Jednou z moznosti, ako riesit tito podalohu, bolo zostrojif si vSeobecnt funkciu poéitajicu celo¢iselné delenie,
alebo unarnu funkciu poc¢itajicu celociselné delenie desiatimi. Takuto funkciu si zostrojime ako pomocni funkciu
pre podulohu D. Teraz si ukdZeme jednu int konstrukciu, ktord povazujeme za myslienkovo jednoduchsiu.

Zostrojime si pomocnu funkciu, ktora sa na ¢islach 0-8 sprava rovnako ako s (successor, t.j. nasledovnik), ale

.....

.....

Formélne vieme ttito funkciu zostrojit nasledovne: s19 = K[K[k},v1, geql, s, mul].

Hladant funkciu last teraz lahko zostrojime pomocou Cyklovaéa. Staci, ked si uvedomime, ze hodnotu last(n)
vieme vypocitat tak, Ze na nulu postupne n-krat pouzijeme funkciu s19. Inicializaciu teda spravime obycajnou
funkciou z (kons$tantna nula bez vstupov), jednu iterdciu cyklu ndm vypocita funkcia, ktord na svoj druhy vstup
(¢iZe na start hodnotu tmp) pouzije funkciu s1o. Formalne teda last = C|z, K[v3, s10]].

Podiloha C: dolna celd ¢ast odmocniny

V tejto podilohe pouzijeme dve pozorovania. Prvé z nich je, Ze |/n| je najviicsie x také, ze n > x2. No a druhé
z nich je, ze pre dolnt cela ¢ast odmocniny plati Vn : |/n] < n.

Inymi slovami, odmocninu z n vieme najst tak, Ze prezrieme vSetky z od 0 po n a vyberieme najvicsie z nich,
ktorého Stvorec je este stdle mensi alebo rovny n. Toto vieme zapisat nasledovnym pseudokédom:

def sqgqrt ( n ):

tmp = 0
for 1 = 0 to n-1:
if (i+1)#%(i+l) <= n:
tmp = i+l

return tmp

A uZ ndm teraz ostdva len vyssie uvedeny pseudokdd prerobit na formélnu definiciu pomocou Cyklovaca.
Zaéneme pomocnou funkciou sqrs, pre ktora plati sqrs(n) = (n + 1)2. Tato funkciu vyrobime Kompozitorom:
sqrs = K|s, s, mul].

Samotni odmocninu si teraz vyrobime Cyklovadom, ale bude treba upresnit este jeden technicky detail. Vo
vyssie uvedenom pseudokéde pouzivame okrem riadiacej premennej cyklu ¢ aj hodnotu n, tG ale nemame pri
pouziti Cyklovaca k dispozicii. Keby sme Cyklova¢om vyrabali priamo unarnu funkciu sqrt, musela by kazdu
iteraciu cyklu pocitat bindrna funkcia, ktord novii hodnotu tmp vypocita len z i a starej hodnoty tmp.
Spravime to teda tak, Ze namiesto sqrt definujeme bindrnu funkciu sqrépom, ktord bude mat t vlastnost, ze
sqrtpom(n,n) = sqrt(n). Pri definicii sqrtpom uz potom kazdu iterdciu cyklu budeme poécitat funkciou f s
nasledovnou vlastnostou: ak podm(i,n), tak f(i,n,tmp) vrati i + 1, inak f(i,n,tmp) vrati tmp.

Takito funkciu vieme zostrojit nasledovne:

podm(i,n,tmp) = (i +1)*> <n
f(i,n, tmp) = podm(i,n,tmp) - s(i) + not(podm(i,n, tmp)) - tmp

a jej formalny zapis vyzera takto:

podm = K[ v3, K[v3,sqrs], geq ]
f=K[ Klpodm,K[v},s],mul], K[K[podm,not],v3, mul], add ]

Teraz teda sqrtpom = C[k§, f] a nésledne sqrt = K|[vi, v, sqrtpom).
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Podiloha D: Fibonacciho &isla (hlavna myslienka)

Hlavnym problémom, na ktory narazime pri konstrukcii Fibonacciho éisel, je skutoc¢nost, Ze na zostrojenie
nasledujiceho potrebujeme poznat nie jedno, ale hned dve predchadzajice. No a na to nas Cyklovad, aspon
zdanlivo, nie je pripraveny — pri jeho pouZiti musime nasledujicu hodnotu vypocéitat z jednej predchadzajice;.
Hlavny trik teda bude v tom, Ze do tej jednej hodnoty si budeme musiet ,zakédovat“ obe Fibonacciho éisla.
Existuje vela sposobov, ako zakddovat dve prirodzené ¢isla do jedného — samozrejme tak, aby sme ich vedeli
aj jednoznacne ziskat naspif. Zaujemcov o tito tému odkéZeme na ¢lanok https://en.wikipedia.org/wiki/
Pairing_function.

V naSom rieSeni pouZijeme nasledovné pozorovanie: Vn : F,, < 2". Toto vieme dokazat matematickou indukciou:
plati Fy < 29 aj Fy < 2!, no a ako indukény krok dostavame, ze Vn > 2: F, = F,_1 + F,_p <21 42772 <
2.2n" 1 =2m,

Ak teda poznadme ¢islo n a pozndme ¢islo kod(n) = F, 41 - 2™ + F,,, vieme z ¢isla kod(n) zostrojit ¢isla F), aj
F,+1: ¢islo kod(n) stadéi celoéiselne vydelit éislom 2™, hodnoty F,y; a F, dostaneme ako podiel a zvySok po
deleni.

Ked pozndme hodnotu kod(n) aj ¢islo n, vieme teraz lahko vypocitat hodnotu kod(n + 1): z hodnoty kod(n)
zistime F, 41 a F),, z nich vypocitame F,, ;2 a z hodndét F, o a F,, 1 vypocitame vysledny kéd. Funkciu kod
teda vieme zapisaf nasledovnym pseudokédom:

def kod ( n ):
tmp = 1 # teda tmp = F_1 % 2°0 + F_O
for 1 = 0 to n-1:
a = tmp mod pow(2,n)
b = tmp div pow(2,n)
c = atb

tmp = ¢ * pow(2,n+l) + Db
return tmp
Takto definovana funkcia kod pre kazdé n vrati hodnotu Fj,1 - 2" + F,. Samotné Fibonacciho ¢isla potom
zostrojime tak, Ze z prislusnej hodnoty kod vytiahneme len to ¢islo, ktoré nas zaujima: fib(n) = kod(n) mod 2™.

Podiloha D: Fibonacciho &isla (pomocné konstrukcie)

Aby sa ndm vyslednt funkciu zostrojovalo ¢o najpohodlnejsie, zostrojime si najskor niekolko pomocnych funkcii.
Prvou z nich bude funkcia div, robiaca celociselné delenie. Presnejsie, chceme, aby pre vsetky y > 0 platilo
div(z,y) = |z/y|. Toto spravime podobne ako u odmocniny: povieme si, Ze odpovedou je najviésie z, pre ktoré
plati z > yz, a toto z ndjdeme pomocou Cyklovaca (kedZe vieme, Ze z < z, vieme, kolko nanajvys iteracii

treba).
Presnejsie, vid (div s prehodenym poradim parametrov) vieme zapisat nasledujicim pseudokédom:
def vid ( vy, x )
tmp = 0
for 1 = 0 to y-1
if (i+1)xy <= x
tmp = i+1

return tmp

Prepis tejto konstrukcie do formélneho zapisu uz prenechédvame na ¢itatela. Funkciu div nasledne zostrojime z
funkcie vid tak, Ze jej pomocou Kompozitora vymenime poradie vstupov.

(Mozeme si v8imnut, Ze z naSej konstrukcie navySe vyplyva, ze Vz : div(z,0) = 0. Toto v8ak v dalSom rieseni
nikde nebudeme potrebovat.)

Funkciu mod (zvySok po deleni) uz zostrojime lahko: plati mod(z,y) = x — y - div(z, y).

Teraz si uz vieme vyrobit pomocné funkcie proy a druhy, ktoré pre dané x a n vypocitaju z div2™ a x mod 2.
A pre transforméciu opaénym smerom si vieme Kompozitorom poskladat aj funkciu dvojica, ktord na vstupe
(z,y,n) vrati hodnotu z - 2™ + y.

Podiloha D: Fibonacciho é&isla (hlavna konstrukcia)

Funkciu kod, ktorej pseudokdd sme uviedli vyssie, si chceme vyrobif pomocou Cyklovaca. Potrebujeme teda
vyrobit funkciu, ktord vypodita jednu iterdciu cyklu: z hodnot n a tmp (pricom vieme, ze tmp = Fj, 1 -2" 4+ F,)
mame vypocitat novit hodnotu Fj, 1o - 271 + F, 4.
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Tuato funkciu (nazvime ju napr. krok) vieme pomocou uz zostrojenych pomocnych funkcii matematicky zapisat
nasledovne:

Vn: Vimp: krok(n,tmp) = dvojica( proy(tmp,n) + druhy(tmp,n), proy(tmp,n), n+ 1)

Konstrukcia funkcie krok pomocou Kompozitora je pracné ale zjavna. No a na zaver uz len Cyklovacom zostro-
jime funkciu kod ako C[k{, krok] a néasledne Kompozitorom vyrobime funkciu fib, ktora splia Vn : fib(n) =
druhy(kod(n),n).

Poduloha D: Fibonacciho ¢isla (alternativne rieSenia)

Pri volbe jednoznacného kédovania dvoch Fibonacciho &isel do jedného sa tiez dalo napriklad vyuzit skutocnost,
ze dlzky desiatkovych zapisov dvoch po sebe idicich Fibonacciho &isel sa lisia nanajvys o jedna.

Uplne iny typ rieSenia tejto podilohy sa dal spravit na zédklade kombinatorickych tvah. Plati napriklad, Ze pre
kazdé n je Fibonacciho ¢islo F,, 15 rovné po¢tu n-znakovych retazcov nil a jedniciek, v ktorych nikde neméme
dve jednicky za sebou. Staci teda v cykle prejst cez vsetky ¢isla od 0 po 2" — 1 a o kazdom z nich overit, ¢i méa
jeho zapis v dvojkovej ststave tato vlastnost.
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