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A-11-1  Tréning

Uloha ma viacero roznych rieseni ,hrubou silou“. Na tri body stacilo samostatne vyskusat kazdy dostatoéne
dlhy tsek. Styri body ste mohli ziskaf, ak ste predchadzajtce rieSenie trochu vylep#ili: ak uz vieme, kde mé
maximum Gsek a;, ..., a;, fahko v konstantnom ¢ase zistime, kde mé maximum tsek a;, ..., a;1.

Piaty bod sa dal ziskaf za jednoduché, ale velmi uzitoéné pozorovanie: Namiesto tsekov dlzky aspon k staci
uvazovat useky dizky presne k. Ak totiz vieme, Ze nejaké hodnota = je maximom nejakého dlhého tseku, tak
zjavne plati, Ze toto isté z ostane maximom aj ak ten tsek z lubovolného konca skratime (samozrejme tak, aby
x stale v useku ostalo).

Usekov dlzky k je len n — k + 1. Ak budeme kazdy z nich kontrolovat zv1ast, dostaneme riesenie s ¢asovou
zlozitostou O(k(n — k + 1)), ¢o mdZeme zhora odhadntt jednoduchsie ako O(nk).

Listing programu (Python)

N, K= [ int(_) for _ in input().split() ]

A = [ int(_) for _ in input().split() ]

mozne_maxima = set ()

for zaciatok in range (N-K+1): mozne_maxima.add( max( Al[zaciatok:zaciatok+K] ) )

print ( len(mozne_maxima) )

Skoro-vzorové riesenia

Existuje vela sposobov, ako sttazni tlohu vyriesit v ¢asovej zloZitosti O(nlogn) alebo O(nlogk). Za Tubo-
volnt z tychto dvoch éasovych zlozitosti sa dalo ziskat 8 bodov.

Jedno mozné rieSenie je zaloZené na pozorovani, Ze ked sme prave spracovali tsek a, ..., a;1x_1 a chceme
spracovat usek a;y1,...,a;1 tak potrebujeme spravit len dve zmeny: zo spractivaného tGseku odstrénit hodnotu
a; a naopak doii pridat nov hodnotu a; .

Ak si prvky aktudlneho useku budeme udrziavaf v usporiadanej mnozine, budeme vediet v ¢ase O(log k)
pridat novi hodnotu, odstranit odoberanti hodnotu, aj zistit, akii hodnotu mé aktualne maximum.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main() {
int N, K; cin >> N >> K;

vector<int> A(N); for (int &a:A) cin >> a;
set<int> aktualny_usek( A.begin(), A.begin()+K );
int aktualne_max = x*xaktualny_usek.rbegin();

int pocet_maxim = 1;

for (int zaciatok=1l; zaciatok+K<=N; ++zaciatok) {
aktualny_usek.erase( A[zaciatok-1] );
aktualny_usek.insert ( A[zaciatok+K-1] );

int nove_max = *aktualny_usek.rbegin();
if (nove_max != aktualne_max) {
aktualne_max = nove_max;

++pocet_maxim;
}
}

cout << pocet_maxim << endl;

Iné sikovné rieSenie je napriklad toto: Spravime si prazdne pole velkosti n a nad tymto polom si postavime
intervalovy strom. V kazdom vrchole stromu si budeme pamiitat, ¢éi uz je niekde pod nim nejaké neprézdne
policko, a ak dno, tak aky je najmensi a najvicsi spomedzi indexov takychto policok.

Do pola teraz postupne budeme zapisovat na spravne miesta ¢isla naSej postupnosti, ale nie zlava doprava,
ale od najvicsieho po najmensie.

Vzdy, ked ideme pridat nejaké ¢islo = na nejaky index 4, tak sa najskor nasho intervalového stromu opytame
dve otazky: kde je najbliz§ie uz zaplnené policko nalavo a napravo od indexu i? Obe otdzky vieme pomocou
tdajov ulozenych vo vrcholoch intervalového stromu zodpovedat v logaritmickom ¢ase. A naco nam budi od-
povede na tieto otdzky? No predsa ndm udédvaja lavy a pravy okraj najdlhsieho tiseku, ktorého maximom je
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préave pridédvana hodnota z. A uZ len staci skontrolovat, ¢i je tento tisek dostatoéne dlhy, a vieme, ¢i £ mohlo
alebo nemohlo skonéit na Samkovom svetri.

Vzorové riesenie

Vzorové rieSenie bude mat optimélnu ¢asovi zlozitost: O(n), teda linedrnu od velkosti vstupu. Bude zalozené
na rovnakom pozorovani ako predchadzajtce rieSenie: na to, aby sme zistili, ¢i je konkrétna hodnota x maximom
dostato¢ne dlhého tiseku, staéi najst najblizsiu vicsiu hodnotu nalavo aj napravo od z.

Nizsie si ukdzeme, ako vieme na jeden prechod polom zlava doprava v linedrnom ¢ase ndjst ku kazdému prvku

pola najblizsi viacsi nalavo od neho. Rovnaki funkciu potom este raz pouzijeme na reverz zadanej postupnosti
aby sme nasli aj najblizsie vécsie prvky napravo od kazdého prvku.

Budeme postupne zlava doprava spracuvat prvky nasej postupnosti. V kazdom okamihu si budeme pamitat
mnozinu tych prvkov, ktoré este mozu byt ,najbliz§im viac¢sim prvkom nalavo® pre nejaky prvok, ktory pride v
budtcnosti.

Kltéové pozorovanie je nasledovné: Akonahle spracujeme prvok s hodnotou z, mdzeme zabudnif na vSetky
prvky, ktoré st nalavo od neho a maji mensiu hodnotu. Tieto prvky uz v budicnosti nikdy nebudi pre nikoho
najblizsim vicésim prvkom nalavo, lebo x ich zatieni.

Priklad: predstavme si, Ze sme uz spracovali postupnost 100, 14, 74, 39, 40, 27 a 12. V tomto okamihu si staéi
pamétat len nasledovné hodnoty (a ich indexy): 100, 74, 40, 27 a 12. Ak by nasledujicim prvkom postupnosti
bolo ¢islo 47, mohli by sme po jeho spracovani zabudnaf dalsie tri prvky a pamétali by sme si uz len hodnoty
100, 74 a 47.

Spracovanie jedného prvku z teda bude vyzerat nasledovne:

e Zabudneme na vsetky prvky, ktoré st mensie ako x.
e Najmensi z prvkov, ktoré si eSte stale pamitame, je najblizsim vicsim prvkom nalavo od z.
e Priddme x medzi prvky, ktoré si pamétame.

Teraz si uz staci len vSimnut, ze prvky, ktoré si pamétadme, budi automaticky vzdy usporiadané od najvic-
sieho po najmensi — totiz vzdy zabtidame od najmensieho, a v okamihu, ked priddvame novy prvok, je tento
najmensim spomedzi prave pamétanych. Preto nepotrebujeme Ziadne zlozité datové struktiry — na ulozenie si
aktualne pamitanych prvkov nam stacéi obycajny zasobnik.

Odhad casovej zlozitosti potom spravime nasledovne: Kazdy prvok raz spracujeme a vlozime do zasobnika,
a kazdy prvok najviac raz zo zdsobnika vyhodime. Preto dokopy spravime pri celom prechode postupnostou

O(n) operacii.

Listing programu (Python)

N, K= [ int(_) for _ in input().split() ]
A = [ int(_) for _ in input().split() ]
def odzadu(A): return list (A)[::-1]

def indexy_vacsich_nalavo (A):

odpoved = []

kandidati = []

for 1 in range(len(ad)):
# vyhodime primalych kandidatov
while kandidati != [] and A[kandidati[-1]] < A[i]:

kandidati.pop ()

# zapiseme si index najblizsieho vacsieho od A[i]:
odpoved.append( -1 if kandidati == [] else kandidati[-1] )
# pridame noveho kandidata
kandidati.append (i)

return odpoved

nalavo = indexy_vacsich_nalavo (A)
napravo = odzadu( N-1-x for x in indexy_vacsich_nalavo( odzadu(A) ) )
moze_byt_maximum = [ (napravo[i] - nalavo[i] - 1 >= K) for i in range (N)

print ( sum(moze_byt_maximum) )
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Alternativne vzorové rieSenia

Existuju aj iné linearne rieSenia tejto sttaznej tlohy.

Jedno dostaneme tak, ze upravime rieSenie, ktoré postupne spractvalo useky a pamétalo si ich obsah v
usporiadanej mnozine (sete). Namiesto setu totiz vieme Sikovne pouZit tzv. obojstranni frontu (deque). Detaily
tohto rieSenia nechdvame iniciativnym c¢itatelom ako domécu tlohu. Napovieme vam esSte, ze klGcové je opit
vSimnut si, Ze ak prave do tseku pribudla nové hodnota z, tak staré hodnoty mensie ako x uz nikdy maximom
skiimaného tiseku nebudt — a teda ich mo6zeme spokojne zabudnit.

Iné linearne riesenie dostaneme tak, 7e si vstupnt postupnost nakrajame na kusky dlzky k& a v kazdom
ktisku si predpocitame prefixové a sufixové maximé. Z takto ziskanych tdajov uz vieme vypocitat maximum
Tubovolného tseku dizky k v konstantnom Case.

A-11-2 Telenovela Il

RieSenie za¢neme tym, Ze rovnako ako v domdcom kole oSetrime to, Ze treba vidiet prvy aj posledny diel:
najdeme prvy vyskyt prvého dielu, posledny vyskyt posledného, tie oznacime ako pozreté a odteraz sa uz budeme
pozerat len na tsek medzi nimi, vratane nich (alebo zistime, Ze loha nem4 riesenie).

Po tejto tprave uz nemusime nijak Specidlne oSetrovat prvi a posledni epizédu, zjavne totiz existuje opti-
malne riesenie, ktoré ich obe pouzije, takze ked najdeme dizku celkovo najlepsieho riesenia, bude to zaroveti
dlzka najlepsieho riesenia, pri ktorom Ondro za¢ne prvou epizédou a skoné poslednou.

Klic¢ovou myslienkou nasho vzorového rieSenia teraz bude nasledujice pozorovanie: Bez ohladu na to, ¢i je
optimélnym rieSenim rasttica postupnost alebo postupnost s jednou vynimkou, optimélne riesenie urcite vieme
ziskat tak, Ze spractivani postupnost vhodne ,rozstrihneme® na dve Casti a zvlast v kazdej z nich ndjdeme ¢o
najdlhsiu rasticu podpostupnost. Budeme teda postupovat nasledovne:

1. Postupne pre kazdé k zistime, akd najdlhsia rasttiica podpostupnost konéi k-tym prvkom nasej postupnosti.

2. Cez hodnoty ziskané v kroku 1 prejdeme zlava doprava a spoéitame ich prefixové maximé — teda pre kazdé
k ziskame dlzku s;, najdlhsej rastiicej podpostupnosti, ktora sa dé vybraf z prvych k prvkov.

3. Postupne pre kazdé k zistime, aké najdlh$ia rasttica podpostupnost zacina k-tym prvkom naSej postup-
nosti. (V tomto kroku ideme cez zadani postupnost sprava dolava a robime to isté ako v kroku 1, len
hladame klesajiicu postupnost namiesto rastiicej.)

4. Cez hodnoty ziskané v kroku 2 prejdeme sprava dolava a spo¢itame ich sufixové maximé — teda pre kazdé
¢ ziskame dlzku t, najdlhsej rastticej podpostupnosti, ktoréa sa da vybrat z posledngch ¢ prvkov vstupu.

5. Optimalnym riesenim je najvicsia z hodnot sg + ¢,_;. V linedrnom case vyskasame vSetky mozné k a
vyberieme to najlepsie.

V podstate jedinou netrividlnou ¢astou tohto rieSenia je krok 1. (A tiez krok 3, ktory je jeho kdpiou. V
nasej implementécii na oba Sikovne pouzijeme ti istt funkciu.) Algoritmus na rieSenie tohto kroku sme si uz
ale ukazali vo vzorovych rieseniach doméaceho kola.

Pripometime si, ako sme v domécom kole hladali najdlhsiu rastiicu podpostupnost. Udrziavali sme si hod-
noty ¢; s nasledovnym vyznamom: ked sa pozrieme na vSetky mozné rastiice j-prvkové podpostupnosti v uz
spracovanych datach a zoberieme posledny prvok kazdej z nich, najmensia z takto ziskanych hodnét bude prave
cj. Specidlne budeme mat ¢y = —oo (za postupnost dlzky 0 sa dé pridat ¢okolvek) a c¢; = +oo ak este v
spracovanych datach Ziadna rasttica j-prvkova podpostupnost neexistuje.

Ukézali sme si, ze vzdy, ked preéitame a spracujeme nasledujiici prvok postupnosti, zmeni sa ndm nanajvys
jedna z hodnét c¢;. Teraz si uz len stadi uvedomif navyse to, ze prave index tejto hodnoty nam povie dizku
najdlhsej rasttiicej podpostupnosti, ktora kon¢i prave spracovanym prvkom.
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Priklad: ak sme uz spracovali (10,3,8,6,9,4,6,22,8,5) tak budeme mat ¢; = 3, ca = 4, c3 = 5, ¢4 = 8,
a c; = +oo. VSimnite si, Ze rézne ¢; mozu zodpovedat roznym podpostupnostiam. Napriklad v tejto chvili
najlepsou podpostupnosti dlzky 3 je (3,4,5), zatial ¢o pre dizku 4 to je (3,4,6,8).

Ak by nasledujtci prvok postupnosti bol z = 7, prva hodnota ¢;, ktora je viicsia alebo rovna ako x je c4. Ttto
hodnotu teda zmensime z 8 na 7. Zaroven sme ale zistili, Ze najdlhsia rasttica podpostupnost konéiaca tymto x
mé dizku prave 4. Ak by sme namiesto toho mali 2 = 100, menili by sme hodnotu cs, ¢ize sme prave zistili, ze
najdlhsia postupnost konéiaca préave spracivanou hodnotou 100 ma dizku 5. Ak by bolo 2 = 5, nemenilo by sa
ni¢, lebo prave mame c3 = 5. Nasli sme teda len novy sposob ako spravif rastticu postupnost dizky 3 konéiacu
¢islom 5.

Kroky 1 a 3 vieme teda takto implementovat v éase O(nlogn), ostatné kroky v linedrnom ¢ase. Celkova
Casovd zlozitost tohto riesenia je teda O(nlogn).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

// v &ase n log n vypo&itame diZku najdlh$ej rasticej podpostupnosti pre kazdy prefix A
vector<int> dlzky_lis(const vector<int> &A) {
// inicializujeme si C tak, aby C[0]=-inf; v kaZdom okamihu si budeme pamdtat len ta cast C ktord je < inf.

vector<int> C(1, -1);
vector<int> odpoved;
unsigned najviac = 0;

for (int a : A) {
// ndjdeme najmensie i také, Ze C[i] >= a

unsigned i = upper_bound( C.begin(), C.end(), a-1 ) - C.begin();
// upravime hodnotu C[i] na a

if (i == C.size()) C.push_back(a); else C[i] = a;

najviac = max( najviac, i );

odpoved.push_back (najviac);
}

return odpoved;

}

int main() {
int N, E; cin >> N >> E;
vector<int> epizody (N); for (int n=0; n<N; ++n) cin >> epizodyl[n];

// ndjdeme prvé vysielanie prvej a posledné vysielanie poslednej epizdédy
int prva = 0, posledna = N-1;

while (prva < N && epizody[prval != 1) ++prva;

while (posledna >= 0 && epizody[posledna] != E) --posledna;

// ak sa nestihaji oba alebo niektoru vdbec nevysielaji, rieSenie neexistuje
if (posledna < prva) { cout << -1 << endl; return 0; }

// zostrojime si postupnost, v ktorej ideme naozaj hladat
vector<int> ostalo( epizody.begin()+prva, epizody.begin()+posledna+l );

// zistime optimdlnu diZku rastiicej podpostupnosti pre kazdy prefix
vector<int> S = dlzky_lis(ostalo);

// obraitime postupnost, predislujeme epizddy naopak a pouZijeme td istd funkciu
// na najdenie optimdlnej diZky rasttcej podpostupnosti pre kaZdy sufix
reverse ( ostalo.begin(), ostalo.end() );

for (int &e : ostalo) e = E+l-e;

vector<int> T = dlzky_lis(ostalo);

// ndjdeme najleps$i spdsob ako nasu postupnost rozdelit na prefix a sufix

int odpoved = 0;

for (int i=1; i<int (ostalo.size()); ++i) odpoved = max( odpoved, S[i-1]+T[ostalo.size()-1i] );
cout << odpoved << endl;

Alternativne pomalsie riesenie

Uké4Zzeme si este rieSenie, ktoré bude lahsie na implementaciu, ale pobezi v ¢ase O(n?). Upravime pomalSie
rieSenie z domaceho kola.

Rovnako ako v domécom kole oznaéme b; dlzku najdlhsej rastiicej podpostupnosti, ktorej posledny prvok
je na indexe i. NavySe teraz ozna¢me c¢; dlzku najdlhsej rastticej podpostupnosti s hladanou vlastnostou (teda
rasticej az na mozno jednu vynimku), ktorej posledny prvok je na indexe .

Hodnoty b; uz vieme pocitat. Hodnoty ¢; vypocitame nasledovne: ak je posledny prvok na indexe i a pred-
posledny na indexe j < i tak st dve moznosti: ak a; < a;, mozeme zobrat najdlhsiu postupnost s najviac jednou
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vynimkou ktora konéi na indexe j a za fiu pridat prvok na indexe i. Ak a; > a;, tak tym, Ze za prvok na indexe
j priddme prvok na indexe i vyrobime vynimku. Od zaciatku po prvok na indexe j preto moZeme zobrat len
postupnost, ktord je éisto rastica.

Dokopy teda dostavame nasledovné riesenie:

Listing programu (C++)

// vstup mame uloZeny v premennej N a v poli hodnét A[0..N-1]
vector<int> B(N), C(N);

for (int i=0; i<N; ++i) {
B[i] = C[i] = 1;

for (int j=0; Jj<i; ++3j) if (A[J] < A[i]) B[i] = max( B[i], 1+B[]J] );

for (int j=0; Jj<i; ++3) {

if (A[J] < A[i]) C[i]

else Cli]

max ( C[i], 1+4C[3] );
max ( C[i], 1+B[J] );

A-11-3 Varenie

Téato sttaznd tloha tizko suvisi s tlohami o najkratsich cestach v grafoch. Vsetky algoritmy, ktoré si budeme
ukazovat, budil priamymi analégiami grafovych algoritmov.

Optimalne varenie je acyklické

Predstavme si, ze uz pozname pre kazdé jedlo najlacnejsiu cenu jednej jeho porcie. Ak si jedl4d podla tejto
ceny usporiadame, tak zjavne bude platif, Ze pri optimélnej priprave konkrétneho jedla sa ako ingrediencie
oplati pouzit len jedld ,nalavo“ od neho, teda tie s mensou cenou.

Ak by nam niekto sprdvne poradie jedal (to podla optimalnej ceny) prezradil, vedeli by sme uz sufaznt
tlohu vyriesit lahko: i8li by sme po spravnom poradi zlava doprava a podcitali by sme optiméalne ceny.

Zistenie optiméalnej ceny pre konkrétne jedlo by bolo jednoduché: bud ho priamo ktpime, alebo ho uva-
rime podla niektorého receptu. A ak je optimélne ho uvarit, v tejto chvili uz pozname optiméalne ceny oboch
ingrediencii a z tych hravo vypocitame optimélnu cenu prave spractivaného jedla.

V tomto okamihu uz vieme implementovat prvé korektné, aj ked dost zifalo pomalé rieSenie: vyskisame
vSetkych n! moznych poradi jedal a pre kazdé z nich pouzijeme vysSie popisany postup. Najlepsi spésob, ako
navarit jedlo ¢islo 1, je potom minimom cez vSetkych n! moznosti.

Bellmanov-Fordov algoritmus

V tejto Casti si ukdZeme jednoduchy polynomialny algoritmus rieSiaci nasu stitaznu ulohu.

Pre kazdé jedlo i bude b; oznacovat najlepsiu cenu, za ktort ho aktualne vieme navarit. Za¢neme tym, Ze
kazdé b; nastavime na cenu c;, za ktort vieme prislusné jedlo kupit v obchode.

Vypodet teraz bude az prekvapivo jednoduchy: postupne (n — 1)-krat prejdeme cez cely zoznam receptov a
pre kazdy z nich skontrolujeme, ¢i pomocou neho nevieme zlepsit hodnotu b pre jedlo, ktoré vyréba.

Ak teda mame recept, ktory z jedal s; a t; navari jedlo u;, pozrieme sa, ¢i b, + by, nie je menej ako doterajsia
hodnota b,,. A ak ano, hodnotu b,, zmensime na prave najdend lepsiu cenu.

Je zjavné, Ze pre n jedal a r receptov mé tento algoritmus ¢asovi zlozitost O(nr). Naozaj ale funguje?

Dokazeme si, ze ked algoritmus skonéi, vSetky hodnoty b; zodpovedaju skuto¢ne najlacnej$im cendm, za
ktoré sa daju jednotlivé pokrmy navarit.

Ako v minulej Givahe, aj teraz si predstavme, Ze ndm uz niekto zoradil pokrmy do poradia pq, ..., p,_1 podla
optimalnej ceny, za ktoru ich vieme vyrobit.

Zjavne plati by, = ¢;,, teda najlacnejsi pokrm je najlepsie rovno kupit. Teda uz na zaéiatku vypoétu (po
inicializacii hodnot b; na ¢;) pozname optimalnu cenu pokrmu pq.
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No a teraz si uz len stac¢i vSimnut, Ze kazdym prechodom cez vSetky recepty uz spravne uréime cenu aspon
jedného dalSiecho pokrmu v nasom optimalnom poradi: po prvom prechode cez recepty uz budeme poznat
optimalnu cenu pre pi1, po druhom aj pre ps, po trefom aj pre ps, a tak dalej.

Dévod je presne rovnaky ako v ivahe v predchadzajiicej Casti rieSenia: Nech plati, ze po i prechodoch cez
zoznam receptov uz pozndme optiméalne ceny pre pokrmy po,...,p;. Ked budeme eSte raz prechddzat vSetky
recepty, vyskiSame (okrem iného) vSetky sposoby ako z uz optimélne vyrieSenych pokrmov navarit pokrm p; 1,
a teda urcite ndjdeme aj optimélne riesenie pre tento pokrm.

Moze sa samozrejme stat, Ze v jednom prechode cez recepty ndjdeme optimalne rieSenia pre viaceré (mozno
dokonca rovno pre vSetky) jedlad. Namiesto toho, Ze budeme fixne robit n — 1 prechodov cez zoznam receptov,
by sme nés algoritmus mohli sformulovat aj nasledovne: dokola prechédzaj cez zoznam receptov dovtedy, kym
sa pri nejakom prechode uz ziadna z hodnot b; nezmeni. Takto implementovany Bellmanov-Fordov algoritmus
bude mat stile v najhorSom pripade ¢asovi zloZitost ©(nr), ale v praxi bude ¢asto o ¢osi rychlejsi.

Dijkstrov algoritmus

Je asi dost zjavné, ¢o je pomalé na predchadzajicom algoritme: v kazdej ,faze“ znova a znova prechadzame
tplne vsetky recepty, priCom mnohé ndm nijak nepomdézu — niektoré preto, ze uz sme ich pre aktualne vstupy
pouzili, niektoré zas preto, ze pre ich vstupy este nepozname optiméalne ceny.

Omnoho lepsie by bolo, keby sme poznali spravne poradie jedal podla optimélnej ceny, potom by stacilo
kazdy recept vyskasat pouzif len raz.

Na prvy pohlad to znie ako zac¢arovany kruh — to poradie sa predsa snazime zistit, nie? Trik bude v tom, Ze
to poradie nepotrebujeme poznat hned celé. Poc¢as behu programu ho budeme postupne zostrojovat.

Pocas behu tohto nového algoritmu budeme jedl4 postupne oznadovat ako hotové. V okamihu, ked nejaké
jedlo oznacime za hotové, budeme si isti, Ze jeho hodnota b; uz zodpoveda optimalnej cene jeho vyroby.

Jedla, ktoré este nie st hotové, budeme nazyvat kandidédtmi. Pre kazdého kandidata i bude platit, Ze b; je
minimum z dvoch moznosti: jeho ndkupnej ceny ¢; a najlacnejSieho spoésobu, ako jedlo ¢ vyrobif len pomocou
samych hotovych jedal.

Na za¢iatku behu programu budu vsetky jedla kandidatmi. KedZe eSte nemédme hotové jedl4, jedingm povo-
lenym spésobom vyroby je priama kiipa, a teda pre kazdé jedlo plati b; = c¢;.

Hlavnou myslienkou algoritmu bude nasledovné pozorovanie: Kandidata, ktorého b; je najmensie spomedzi
vSetkych kandidatov, mozeme prehlasit za hotového.

Preco? No lebo uz jeho cenu nevieme nijak zlepsit. Za cenu mensiu ako sicasné b; nevieme ani navarit nic
iné z uz hotovych jedal, ani nijaké iné jedlo kupit.

Teraz teda vieme o dalSom jedle, ktoré mdzeme prehlasit za hotové. Co ale presne treba spravit, ked sa
tak stane? Potrebujeme zabezpecit, aby opif platilo, Ze pre ostatnych kandiddtov pozndme najlacnejsi sposob,
ako ich vyrobit pomocou hotovych jedal. Tym, Ze nam pribudlo hotové jedlo, pribudli ndm mozZno nejaké nové,
lacnejsie sposoby ako navarit inych kandidatov. Tieto musime prezrief. Nagtastie ich nie je az tak vela — staci
nam prezriet tie recepty, ktoré priamo zahfnaju ako surovinu to konkrétne jedlo, ktoré sme prave prehlasili za
hotové.

Pocas tohto nového algoritmu teda kazdé jedlo prave raz niekedy vyhlasime za hotové a kazdy recept prave
dvakrat spracujeme (vzdy, ked vyhldsime za hotovi jednu z dvoch ingrediencii, ktoré sa v ilom pouzivaji).

Potrebujeme este vediet efektivne robit dve veci: Za prvé, potrebujeme k danému jedlu vediet prejst vSetky
recepty, v ktorych sa pouziva. Toto je lahké, uz pri naéitani vstupu si vieme recepty roztriedit do samostatnych
zoznamov pre kazdé jedlo.

Za druhé, v kazdom ,kole“ potrebujeme vediet najst, ktory recept spomedzi kandiddtov mozeme prehlésit
za hotovy.

Toto modZeme robif hrubou silou: v kazdom kole prejdeme vSetkych kandiddtov a takto ndjdeme, ktory z
nich mé najmensie b;. Kedze kol, rovnako ako jedal, bude n a v kazdom strdvime hladanim O(n) ¢asu, bude
mat toto riesenie ¢asovi zlozitost O(n? + 1) = O(n?).
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Sikovnejsie je ale pouzit lepsiu datova strukttru. Kandidatov si napriklad méZzeme udrziavat usporiadanych
podla aktudlnej hodnoty b;. Presnejsie, budeme mat usporiadani mnozinu, v ktorej budt zdznamy tvaru (b;, ).
Pri takejto implementécii vieme v ¢ase O(logn) ndjst najlacnejSieho spomedzi kandiddtov — je nim aktudlne
minimum. Naopak sa nam trochu spomali spracovanie konkrétneho receptu. Totiz ak nejakému jedlu chceme
zmens$it jeho hodnotu b;, musime to spravit aj s jeho zdznamom v nasej usporiadanej mnozine. To sa najlahsie
robi tak, Ze zmazeme stary zdznam a priddme novy. Takato implementécia mé ¢asovi zlozitost O((n+1)logn).

(Existuje aj o chlp lepsia implementacia s ¢asovou zlozitostou O(n log n+r), t4 vSak pouziva pokrocilé détové
struktiry a ziskané zlepSenie uz nie je prili§ zaujimavé. Rovnako dobra ¢asové zlozitost ako mé naSe vzorové
rieSenie sa d4 dosiahnut aj implementdciou pomocou prioritnej fronty. T4 sa od naSej lisi tym, Ze zdznamy
nemazeme. Ak nejakd hodnotu b; zlepsime, jednoducho do prioritnej fronty vloZime aj novy, lepsi zaznam. Pri
tomto rieSeni moze prioritna fronta narast az na O(r) zdznamov, toto ndm vSak ¢asovi zlozitost nepokazi.)

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

typedef struct { int par, vystup; } recept;
typedef struct { long long cena; int jedlo; } zaznam;

bool operator< (const zaznam &A, const zaznam &B) {
return A.cena < B.cena || (A.cena == B.cena && A.jedlo < B.jedlo);

}

int main() {
int N, M;
cin >> N >> M;
vector<long long> nakup (N);
for (int n=0; n<N; ++n) cin >> nakup[n];
vector< vector<recept> > kucharka (N);
for (int m=0; m<M; ++m) {
int vysledok, surovinal, surovina2;
cin >> vysledok >> surovinal >> surovina2;
--vysledok; --surovinal; --surovina2;
kucharka[surovinal] .push_back( {surovina2,vysledok} );
kucharka[surovina2] .push_back( {surovinal,vysledok} );
}

set<zaznam> Q;

for (int n=0; n<N; ++n) Q.insert( {nakup[n],n} );
vector<long long> best = nakup;
while (!Q.empty()) {

int mam = Q.begin()->jedlo;

Q.erase( Q.begin() );

for (const recept &r : kucharka[mam]) {

if (best[mam] + best[r.par] < best[r.vystup]
Q.erase( { best[r.vystupl, r.vystup } );
best [r.vystup] = best[mam] + best[r.par];
Q.insert ( { best[r.vystup], r.vystup } );

) |

}

cout << best[0] << endl;

A-11-4 Stavebnica funkcii

Postupne si ukdZeme rieSenia jednotlivych stufaznych podiloh.

Poduloha A: umochnovanie

Podobne ako sc¢itanie bolo opakovanym pouzitim nasledovnika a nasobenie opakovanym pouzitim séitania,
umoctiovanie je opakovanym pouzitim nésobenia. Vypocet x¥ si mdzeme predstavit tak, ze zaéneme z hodnoty
1 a ta postupne y-krat vynasobime hodnotou x.

Tu ale vidime jeden drobny rozdiel. S¢itanie aj nasobenie boli komutativne, takze napriklad u nasobenia
bolo jedno, ¢i xz-krat s¢itame y alebo y-krat sc¢itame z. U umocnovania uz na poradi parametrov zalezi.
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A ako na potvoru, my by sme chceli nejaky postup opakovat y-krat, Cyklovac ale vie ako pocet opakovani
pouzit len prvy parameter, nie druhy. Postupovat budeme podobne ako pri vyrobe odéitania: najskor si vyrobime
pomocn funkciu wop, ktord robi umocrtiovanie, ale mé opa¢né poradie parametrov — teda V, y : wop(z,y) = y*.

Hladantd funkciu wop chceme vyrobit pomocou Cyklovada. Podme si teda zistif, aké dve funkcie f a g doi
musime vlozit, aby ndm von vypadlo prave takéto umoctiovanie. Ked do Cyklovaca vlozime unarnu funkciu f
a ternarnu funkciu g, dostaneme nasledujicu binarnu funkciu:

to x-1:
tmp = g (i,y,tmp)
return tmp

(¥)
0

Pre 2 = 0 tato funkcia vrati hodnotu f(y). No a kedZze hoci¢o umocnené na nulti je jedna, potrebujeme ako
f pouzit unarnu konstantnt funkciu ktora vzdy vrati hodnotu 1, ¢ize funkciu ki. Program sa nam teda upravil
nasledovne:
def mul (x,y):

tmp = 1

for 1 = 0 to x-1:

tmp = g(i,y,tmp)

return tmp

My by sme teraz chceli, aby kazda iteracia cyklu vynasobila pomocnt premenni tmp premennou y. Preto
ako g chceme pouzit funkciu troch premennych, ktora na vystup vrati sic¢in druhého a tretieho vstupu. To je
skoro, ale nie tplne, funkcia mul. Ale my uz predsa vieme, ako pomocou Kompozitora upravit pocet a poradie
vstupov funkcie. Hladant funkciu g vyrobime napriklad nasledovne: g = K[v3, v3, mul].

Dokopy teda dostavame, ze wop = C[ki, K[v3,v3, mul]].

A uz len treba vymenit poradie parametrov: pow = K[v3, v, wop).

Poduloha B: signum

Signum je najlahsie zostrojit drobnym trikom pomocou Cyklova¢a. Premennt tmp na zaciatku nastavime
na 0 a v kazdom cykle ju potom nastavime na 1. Ak sa teda nevykonal ani jeden cyklus, vratime nulu, ak sa
vykonala aspon jedna iteracia cyklu, vratime jednotku.

Na korektné pouzitie Cyklovaca teda potrebujeme funkciu f s aritou 0 ktora vrati nulu a funkciu g s aritou
2 ktord vzdy vrati jednotku. Plati teda: sgn = C|z, k.

.....

.....

jednotku a potom sa pozriet, ¢ je nové z vicsie ako v.
Postupujme teda nasledovne:

e Pomocné funkcia f; = K[v?, s] ma dva vstupy, zoberie prvy z nich, pripo¢ita k nemu jednotku a ziskant
hodnotu dé na vystup.

e Pomocna funkcia fo = K|[fi,v3, sub] mé dva vstupy. K prvému z nich pripo¢ita jednotku a potom od neho
odc¢ita druhy z nich.

e My uz vieme, Ze fo vrati kladnti hodnotu prave vtedy, ak jej prvy vstup bol vicsi alebo rovny ako druhy.
Jedind tprava, ktort eSte potrebujeme spravit, je, ze vo vSetkych tych pripadoch chceme na vystup vracat
hodnotu 1. To je ale trividlne: sta¢i na jej vystup pouzif funkciu signum zostrojenti v podilohe B.

Predikdt geq teda zostrojime nasledovne: geq = K| fa, sgn].
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Podialoha D: vetvenie

V tejto podilohe sme mali zobraf nezndme, ale uz zostrojené funkcie fy, f1 a predikat g a mali sme ukézat,
ako z nich zostrojit funkciu h definovani nasledovnym predpisom:

Wz o) = fo(z, ..., xn) ak g(zy,...,x,)
Lroeotn filz, ..., zn) ak g(zy,...,z,)

Zacneme tym, ze si definujeme funkciu not, ktord bude robit logicky not — teda pre nulu vrati jednotku a
pre jednotku (a tiez pre akykolvek iny kladny vstup) vréti nulu. Tato funkcia je velmi podobnd funkcii signum
a vieme ju definovat presne rovnakym sposobom: not = C[k?, k3].

0
1

Teraz uz modzeme priamo zostrojit h. Pomodzeme si jednoduchym trikom. Vyber z dvoch hodnét spravime
tak, Ze obe séitame, ale tl z nich, ktort prave nechceme, vynasobime nulou. Inymi slovami, uvedomime si, ze
plati nasledujuci vztah:

hzy,...,xy) = not(g(x1,...,xn)) folx1, ... 2n) + glz1,...,2n) - fi(z1, ..., 2,)
Preco? Ak pre nejaké x1,...,x, ndm predikit g vrati nulu, zjednodusi sa nas vyraz na
h(zy,...,zn) = 1- folxr,...,zn) + 0- fi(z1, .. 2n) = folxr,...,25)
a to je presne to, ¢o sme chceli. No a ak g vrati jednotku, vdaka ndsobeniu nulou zmizne zase druhy clen:
h(x1,...,xn) = 0- folx1,...,2n) + 1- fi(z1,. . 2n) = fi(zr,...,20)
Hladan4 funkcia h bude teda sictom dvoch funkcii a kazda z nich bude stéinom dvoch funkcii s aritou n.

Formalne moézeme pisat:

h= K[ K[K]|g,not], fo, mul], K|g, f1,mul], add ]

toto je not(g)-fo
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