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A-1-1 Trojice

Ziskat nejaké body v tejto tlohe je lahké: stadi vygenerovat vSetky trojice a usporiadat ich podla stétu:
vector<long long> sucty;
for (int p=0; p<N; ++p)

for (int g=0; qg<p; ++q)

for (int r=0; r<qg; ++r)
sucty.push_back ( A[p] + A[g]l + A[r] );

sort ( sucty.begin(), sucty.end() );
cout << sucty[K-1] << endl;
Takéto riesenie mé éasovi zlozitost O(n®logn) kvoli triedeniu. Této ¢asové zlozitost sa d4 o maly chlp zlepsit
na O(n?), a to bud tak, Ze pouzijeme efektivnejsie triedenie (napr. radixsort) alebo tak, Ze namiesto triede-
nia pouzijeme linedrny algoritmus na najdenie k-teho najmensieho prvku. Kedze vSak existuji omnoho lepsie

rieSenia, detaily tychto drobnych zlepseni si odpustime.

Zhruba-kvadratické rieSenie

Ako by sa tuto tlohu dalo riesit lepsie? Jednou inou technikou, ktora vedie k lepsiemu rieSeniu, je napriklad
bindrne vyhladdvanie odpovede.

Pouzime nové znadenie ¢(x) pre poclet trojic, ktoré maji stéet najviac x. Sufaznt dlohu si teraz mozeme
sformulovat nasledovne: ku danému k& treba najst najmensie z, pre ktoré je ¢(x) > k. (Slovne: existuje aspon k
trojic z ktorych kazdd ma sicet = alebo mene;j.)

Vieme, 7e hladana hodnota x lezi niekde medzi 0 a 3 - 10'2. Ak by sme vedeli hodnotu ¢(z) efektivne poécitat,
moZeme to spravne x najst bindrnym vyhladdvanim v tomto intervale.

Ako vieme hodnotu ¢(x) poéitat v lepSom ako kubickom case?

Uvazujme vyssie popisany algoritmus generujici vetky trojice indexov (p, ¢, 7). Ked sme si zvolili p a ¢, dosta-
vame nasledovnt otézku: kolko réznych moznosti pre r ndm dé dostato¢ne maly stéet? KedZe ¢isla na vstupe
méame usporiadané od najmensieho po najvicsie, namiesto skiSania vSetkych moZnych r sta¢i najst najvicsie
vyhovujtce r. Toto vieme spravit v logaritmickom ¢ase (opét) bindrnym vyhladédvanim. Takto teda vieme kon-
krétnu hodnotu ¢(z) vypoéitat v ¢ase O(n?logn). A kedze spravne x hladdme v intervale konstantnej dlzky,
budeme potrebovat vypoéitat len konstantne vela hodnot ¢, a teda celkova asymptotickd ¢asova zlozitost nagho
riesenia bude tiez O(n?logn).

Este trochu lepSie riesenie sa zaobide bez vnitorného bindrneho vyhladévania. Namiesto toho si sta¢i vSimnut, Ze
ked pre pevne zvolené p postupne zviéSujeme ¢, tak sa postupne zmensuje maximéalne vyhovujtce r. Presnejsie,
st len dve moznosti: bud je maximalne vyhovujtce r eSte stale rovné ¢ — 1, alebo je uz Alp] + Alg| také velké,
Ze trojica indexov (p,q,q — 1) uz nevyhovuje. Akondhle nastane tdto druhd situdcia, tak uZz bude platit, Ze
ked zvicSujeme ¢, tak sa ndm nikdy nezviési maximéalne vyhovujice r. A preto si stac¢i udrziavat premenni
s maximéalnym vyhovujicim r a vzdy, ked zvicSime ¢, tak tito premennti podla potreby zmenSovat. Takéto
rieSenie ma ¢asovi zlozitost O(n?).

Listing programu (C++)

long long lo = A[O]+A[1]+A[2]-1, hi = A[N-1]+A[N-2]+A[N-3];
// invariant: je primdlo trojic so suétom <= lo, je dost trojic so siétom <= hi
while (hi - lo > 1) {
long long med = (lo+hi) / 2;
// ideme vypoditat, kolko trojic md sudet <= med
long long cnt = 0;
for (int p=2; p<N; ++p) {
int max_r = 0;
for (int g=1; q<p; ++q) {
// upravime hodnotu max_r: najvadsie r také, Ze A[p]+A[gl+A[r] <= med
if (Alp] + Alg] + A[g-1] <= med) {
max_r = g-1;
} else {
while (max_r >= 0 && A[p] + A[g] + A[max_r] > med) --max_r;
}
cnt += (max_r + 1);
}
}
// podla vysledku zmensime na polovicu interval v ktorom hladdme odpoved
if (cnt >= K) hi = med; else lo = med;
}

cout << hi << endl;
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Vzorové rieSenie

DoterajSie rieSenia esSte nijak nevyuzili jeden z predpokladov uvedenych v zadani: skutoc¢nost, Ze k je roz-
umne malé. Vzorové rieSenie tito skutoénost vyuziva, a to nasledovne: k-ty najmensi sicet ndjdeme tak, Ze
postupne vygenerujeme vSetkych k najmensich suctov. Presnejsie, vygenerujeme im zodpovedajtce trojice in-
dexov (p, q,r), pricom tentokrat bude vzdy platit p < ¢ < r.

Zacat je lahké: najmensi sicet zjavne zodpovedd trojici indexov (0,1,2). Aj druhy krok je dokonca este vzdy
rovnaky: druhy najmensi stiéet zodpoveda trojici (0, 1, 3). Ako ale pokracovat?

Nase vzorové rieSenie bude fungovat nasledovne: v kazdom okamihu budeme matf mnozinu kandiddtov: trojic,
ktoré mozu byt nasledujtiicou trojicou s najmensim stétom spomedzi vSetkych eSte nespracovanych trojic.

Na zaiatku sme eSte nevygenerovali ziadnu trojicu a mame jediného kandidéta: trojicu (0,1,2).

Teraz k-krat zopakujeme nasledujtci postup:

1. Spomedzi vSetkych kandiditov vyberieme ta trojicu indexov, ktorej zodpovedd najmensi sucet. (Ak je
takych viac, tak fubovolna z nich.) Vybrana trojicu odstranime spomedzi kandidatov. Ak je toto uz k-ta
spracovand trojica, vypiSeme na vystup jej zodpovedajuci sucet a skoncime.

2. Ak sme prave spracovali trojicu (a,b,c), priddme medzi kandidatov nasledujice trojice: (a + 1,b,¢),
(a,b+1,¢) a (a,b,c+ 1). Presnejsie, pridame len tie, ktoré st platné usporiadané trojice indexov.

Dokazme si teraz, ze toto rieSenie skutoc¢ne funguje, teda ze skutocne generuje trojice indexov v spravnom
poradi. Na to stac¢i dokdzat nasledujtce tvrdenie: v lubovolnom okamihu plati, Ze ak eSte nespracovand trojica
indexov nie je medzi kandidatmi, tak ur¢ite nema najmensi sicet spomedzi vSetkych nespracovanych trojic.
Toto tvrdenie vyplyva z nasledovného pozorovania: trojica indexov (a,b,c¢) ma ostro vicsi stucet ako kazda
z platnych trojic spomedzi (a — 1,b,¢), (a,b — 1,¢) a (a,b,¢c — 1). Trojicu (a,b,c) teda chceme spracovat az
po vSetkych tychto trojiciach. A teda rozhodne plati, Ze kym Ziadna z nich nebola spracovand, nemé zmysel
zaradovat (a, b, c) medzi kandidétov, kedZe vieme o nespracovanej trojici s mensim stuc¢tom.

(Technicky by stacilo (a, b, ¢) zaradif medzi kandidatov az ked spracujeme posledni spomedzi vyssie spomenu-
tych ,,0 jedno mensich* trojic, zatial ¢o my to spravime uZ ked spracujeme prvii z nich. To vSak zjavne nepokazi
korektnost nésho algoritmu — len méme ob¢as mnoZinu kandiddtov o Cosi viiéSiu ako by bolo nutné. A ako
uvidime nizsie, nepokazi to ani ¢asovu zloZitost.)

Pri udrziavani mnoziny kandidatov potrebujeme vediet efektivne priddvat novych kandidatov a vyberaf naj-
lep$ieho. Mozeme teda na ich ulozenie pouzif prioritn frontu, a ti implementovat bud pomocou haldy alebo
pomocou vyvazovaného stromu. V oboch pripadoch bude kazda operdcia s mnozinou kandidatov bezaf v Case
logaritmickom od ich poc¢tu. No a kedZe za kazdého spracovaného kandidéta priddme nanajvys troch novych,
bude pocet kandidatov linedrne rast s po¢tom uz spracovanych trojic, a teda bude kandidédtov O(k). Nésledne
teda vieme, Ze kazdého kandiddta spracujeme v ¢ase O(logk), CiZe toto rieSenie ma celkovi ¢asovi zloZitost
O(klogk).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int N;
long long K;
vector<long long> A;

struct triple {

int a,b,c;

long long sum() const { return Ala]+A[b]l+A[c]; }
i

set<triple> candidates;

bool operator<(const triple &X, const triple &Y) {

long long xs = X.sum(), ys = Y.sum();

if (xs != ys) return xs < ys;

return make_tuple(X.a,X.b,X.c) < make_tuple(Y.a,Y¥.b,Y.c);
}

int main() {
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cin >> N >> K;
A.resize (N);
for (int n=0; n<N; ++n) cin >> A[n];

candidates.insert ( {0,1,2} );
while (true) {
triple curr = *xcandidates.begin();
candidates.erase( candidates.begin() );
——K;
if (K == 0) { cout << curr.sum() << endl; break; }
if (curr.a+l < curr.b) candidates.insert( {curr.a+l,curr.b,curr.c} );
if (curr.b+l < curr.c) candidates.insert( {curr.a,curr.b+l,curr.c} );
if (curr.c+l < N ) candidates.insert( {curr.a,curr.b,curr.c+l} );

A-1-2 Telenovela

Riesenie za¢neme tym, ze zabezpecime, aby sme videli prvy aj posledny diel telenovely. Je zjavné, ze prvy
diel chceme vidiet ¢o najskor a posledny ¢o najneskor, aby ndm medzi nimi ostalo ¢o najviac inych dielov.
Néjdeme preto prvé vysielanie prvého dielu a posledné vysielanie posledného dielu. Ak niektory z nich vébec
nevysielaju, alebo ak prvy diel vysielaja len neskér ako posledny, illoha nemaé riesenie. V opac¢nom pripade nam
ostala jednoduchsia verzia stutaznej tlohy: v ¢asti televizneho programu ktora zodpoveda tseku medzi prvou a
poslednou epizédou potrebujeme vybrat ¢o najviac ostatnych epizéd v spravnom poradi.

Inymi slovami, z danej postupnosti ¢isel chceme vybrat ¢o najdlhsiu rasticu podpostupnost tvorend ¢islami 2
az e — 1. Vo zvysku tohto riesenia si ukdzeme dva rézne efektivne algoritmy ktoré riesia tento problém.

Kvadratické rieSenie

Uvazujme nasledujiicu verziu nasej tlohy: na vstupe je postupnost ésel ay, ..., a, a nas zaujima dlzka najdlhsej
ostro rasticej podpostupnosti tejto postupnosti.

Na vyriesenie tilohy pouZijeme dynamické programovanie. Ozna¢me b; dlzku najdlhsej rastiicej podpostupnosti,
ktorej posledny prvok je na indexe i. RieSenim nasej tlohy je zjavne max; b;, takze na vyrieSenie tilohy nam
sta¢l postupne vypoditat vsetky hodnoty od b; po b,.

No a ako na to? Ak je na indexe i posledny prvok rastticej podpostupnosti, st len dve moznosti: bud ma dizku 1
(¢ize uZ ziaden iny prvok neobsahuje), alebo mé predposledny prvok na nejakom indexe j < i. KedZze celd
postupnost ma byt rastica, pripadaji do tvahy len tie j, pre ktoré plati a; < a;. No a pre kazdé takéto j plati,
7e najdlhsia rastica podpostupnost, ktora konéi na indexe j, méa dlzku b;. Ak teda chceme vyrobit najdlhsiu
rastcu podpostupnost koné¢iacu na indexe ¢, musime spomedzi vhodnych j vybrat to s najvacsim b;. Doty¢na
podpostupnost konéiaca na indexe j spolu s prvkom na indexe i potom vytvori rasticu podpostupnost dlzky
b; + 1 konciacu na indexe 1.

Vsetky hodnoty b; teda vieme vypoéitat v ¢ase O(n?) nasledovnym postupom:

Listing programu (C++)

// vstup mame uloZeny v premennej N a v poli hodnét A[0..N-1]
vector<int> B(N);

for (int i=0; i<N; ++i) {

// hodnotu B[i] inicializujeme na 1, &o zodpovedad jednoprvkovej postupnosti
B[i] = 1;
// ak je optimdlna postupnost dlh$ia, vyskUSame vSetky moZnosti pre to,
// kde mad predposledny prvok a vyberieme najlepS$iu z nich
for (int 3j=0; Jj<i; ++J) {

if (A[3] < A[i]) |

B[i] = max( B[i], 1+B[J] );
}

\/zorové riesenie

Existuje viacero roznych algoritmov, ktoré vedia najdlhsiu rasticu podpostupnost najst v éase O(nlogn). V
tejto Gasti si ukdZeme jeden z nich. Bude zaujimavy aj tym, Ze je to online algoritmus, ktory vie fungovat aj
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bez toho, aby vopred vedel, aka dlht postupnost budeme spracuvat. Jednoducho budeme zo vstupu postupne
¢itat prvky postupnosti a po kazdom z nich budeme vediet, aki najlepSiu podpostupnost sme mali v doteraz
spracovanych datach. ) Zakladné pozorovanie, na ktorom algoritmus zalozime, je nasledovné: Predstavme si,
Ze sme uZ spracovali nejaka ¢ast vstupnej postupnosti, napriklad (10, 3,8,6,9,4,6,22,7,5). V tejto postupnosti
mohlo byt vela réznych dvojprvkovych rastiacich podpostupnosti, napriklad (10,22), (6,7), alebo (3,4). Teraz
nam na vstupe pride novy prvok z. Predstavme si, Ze chceme vyrobitf trojprvkova rasticu podpostupnost, ktora
konéi tymto x. Toto musime spravit tak, Ze zoberieme niektort dvojprvkovi rastticu podpostupnost, ktorti sme
mali v uz spracovanych datach, a na jej koniec prididme z. No a ktora zo vsetkych moznych dvojprvkovych pod-
postupnosti je na to najvhodnejsia? Je zjavné, Ze ak je napriklad postupnost (5,7, x) rasttca, tak aj postupnost
(3,4, z) bude rasttca, lebo ak x > 7, tak tym skor plati aj x > 4. Inymi slovami, najlepsia je t4 postupnost,
ktora kon¢i najmensim moznym ¢islom. Kazdé z, ktoré by ,pasovalo® za ini podpostupnost, bude pasovat aj
za, tuto.

Budeme si teda udrziavat hodnoty ¢; s nasledovnym vyznamom: ked sa pozrieme na vSetky mozné rastice
j-prvkové podpostupnosti v uz spracovanych datach a zoberieme posledny prvok kazdej z nich, najmensia z
takto ziskanych hodnot bude prave c;. Specidlne budeme mat ¢y = —oc (za postupnost dlzky 0 sa dé4 pridat
¢okolvek) a ¢; = +00 ak este v spracovanych datach ziadna rastica j-prvkova podpostupnost neexistuje.
Priklad: ak sme uz spracovali (10,3,8,6,9,4,6,22,7,5) tak budeme mat ¢; = 3, ¢ = 4, ¢35 = 5, ¢4y = T,
a c; = +oo. VSimnite si, Ze rézne ¢; mozu zodpovedat roznym podpostupnostiam. Napriklad v tejto chvili
najlepsou podpostupnosti dizky 3 je (3,4, 5), zatial ¢o pre dizku 4 to je (3,4,6,7).

Nasledujice pozorovanie, ktoré pouZijeme: koneéné hodnoty ¢; st vzdy usporiadané podla velkosti v ostro
rastiicom poradi. Napriklad vizdy plati ¢ < ¢4, lebo ked zoberiem najlepsiu rastiicu podpostupnost dizky 4 a
odstranim z nej posledny prvok, tak dostanem nejakid (dokonca nie nutne najlepsiu) rastiicu podpostupnost
dlzky 3, ktora konéi hodnotou ostro mensou ako c4.

Predstavme si teraz, ze precitame zo vstupu nasledujici prvok x a zaujima néas, akd najdlhsia rastiica podpo-
stupnost konéi tymto prvkom. Aby sme to zistili, chceme najst najviiésie i také, ze ¢; < x. Potom je zjavné, Ze
najdlhsia rastiica podpostupnost konéiaca prave pre¢itanym x mé dizku i + 1. No a kedZe vieme, Ze hodnoty ¢
st usporiadané podla velkosti, vieme hladané ¢ najst v logaritmickom ¢ase bindrnym vyhladévanim.

Ostéva nam posledny krok: zistitf, aké nové rastiice podpostupnosti vznikli tym, Ze sme do postupnosti pridali
préave precitany prvok x. Presnejsie, chceme zistif, ktoré z hodnot ¢ sa ndm zmenili a ako.

Ukéaze sa, ze zmena je vzdy len minimélna. Spomenme si, ze v predchadzajicom kroku sme nasli najvicsie ¢
také, ze ¢; < x. Teraz plati:

e Pre kazdé j < i existuje j-prvkova rastica podpostupnost konc¢iaca prvkom mensim ako x. Hodnoty ¢; az
¢; sa teda nezmenia.

e Nemame ziaden sposob, ako vyrobif rastticu podpostupnost dlzky i + 2 a viac, ktora by konéila prave
preéitanym z. Ani hodnoty od ¢;4o dalej sa teda nezmenia.

e Tym padom jediné, ¢o sa modze zmenit, je hodnota ¢;; 1. Doteraz sme mohli maf c¢;11 > x, teraz zjavne
mame ¢;41 = Z.

Napriklad ak by sme pokracovali vo vysSie uvedenom priklade tym, Ze preéitame zo vstupu ako dal$i prvok
postupnosti hodnotu x = 6, zmenila by sa hodnota ¢4 zo 7 na 6. Ak by sme namiesto toho precitali x = 100,
ostala by ¢4 = 7 a zmenila by sa c¢5 z oo na 100.

Po precitani a spracovani n prvkov budeme mat nanajvys n-prvkovi rastiicu podpostupnost, preto je v fubovol-
nom okamihu len O(n) prvkov postupnosti ¢ ktoré maji koneént velkost. A teda bindrne vyhladdvanie v nich
bezi v ¢ase O(logn). Kazdy prvok zo vstupu teda precitame a spracujeme v logaritmickom ¢ase, a tym padom
je celkova Gasova zlozitost tohto rieSenia O(nlogn).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
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// v &ase n log n vypo&itame diZku najdlh$ej rasttcej podpostupnosti v A
int lis_nlogn(const vector<int> &A) {
// inicializujeme si C tak, aby C[0]=-inf; v kaZdom okamihu si budeme pamidtat len tu dast C ktord je < inf.
vector<int> C(1, -1);
for (int a : A) {
// ndjdeme najmensie i také, Ze C[i] >= a

unsigned i = upper_bound( C.begin(), C.end(), a-1 ) - C.begin();
// upravime hodnotu C[i] na a
if (i == C.size()) C.push_back(a); else C[i] = a;
}
return C.size()-1;
}
int main() {
int N, E; cin >> N >> E;
vector<int> epizody (N); for (int n=0; n<N; ++n) cin >> epizody[n];

// ndjdeme prvé vysielanie prvej a posledné vysielanie poslednej epizdédy
int prva = 0, posledna = N-1;

while (prva < N && epizody[prva] != 1) ++prva;

while (posledna >= 0 && epizody[posledna] != E) --posledna;

// ak sa nestihaji oba alebo niektord vdbec nevysielaji, rieSenie neexistuje
if (posledna < prva) { cout << -1 << endl; return 0; }

// zostrojime postupnost vysielani zvysSnych epizdd ktoré stihame vidiet
vector<int> ostalo;
for (int i=prva+l; i<posledna; ++i) {
if (1 < epizody[i] && epizody[i] < E) {
ostalo.push_back ( epizody[i] );
}
}

// ndjdeme v nich najdlhS$iu rasticu podpostupnost a pripoditame 2 za prvia+poslednu
cout << 2 + lis_nlogn(ostalo) << endl;

A-1-3 Reverzy prefixov

Riesenia poduloh si ukdzeme v trochu inom poradi: podilohu C si nechdme na koniec.

Poduloha A: usporiadaj pole

Usporiadané pole budeme vyrabat od konca. Pomocou nanajvys dvoch operécii flip vieme dostat najvicsi prvok
na koniec pola. Sta¢i ho najst v poli (nech je na indexe k), spravit flip(k), nech ho dostaneme na zaciatok pola,
a nésledne spravit flip(n), nech ho dostaneme na koniec pola. Od tejto chvile uz budeme robit flip len s
parametrom mensim ako n, éim dosiahneme, Ze najvicsi prvok uz bude az do konca nepohnute sedief na konci
pola. Analogicky postupujeme aj dalej. Takto celé pole usporiadame pomocou nanajvys 2n — 2 operécii flip.
A kedze pred kaZzdou z nich potrebujeme nanajvys O(n) ¢asu, mé tento algoritmus polynomidlnu (presnejsie,
kvadraticktl) ¢asovi zlozitost.

Poduiloha B: testovanie pre 10 prvkov

V tejto podulohe mame postupne prejst vsetkych 10! permutécii desiatich prvkov a pre kazd z nich odsimulovat
deterministicky postup zo zadania.

Implementovat postup zo zadania je Tahké. Jediné, ¢o potrebujeme navyse, je vediet prejst cez vSetky permu-
tacie. Pri praktickej implementécii sa na to d4 pouzit kniZniéni funkciu (napr. next_permutation v C++, alebo
itertools.permutations V I)yt}u)ne).

Ak by sme si takuto funkciu potrebovali implementovat sami, d4 sa to spravif tak, Ze si vyrobime pomocni
funkciu ktora z danej permutéacie vyrobi nasledujicu v lexikografickom poradi. Podrobnejsi popis implementacie
takejto funkcie najdete napr. v rieSeni ulohy A-2-3 z 26. ro¢nika OI.

Priklad implementécie:

Listing programu (Python)

def simuluj(pole):
krokov = 0
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while pole[0] != 1:
k = pole[0]
pole = pole[:k][::-1] + polelk:]

krokov += 1
return krokov

from itertools import permutations

pocty_krokov = [ ( simuluj(perm), perm ) for perm in permutations(range(1l,11)) ]
pocty_krokov.sort ()
for row in pocty_krokov[-10:]: print (row)

Spustenim programu zistime, Ze najvicsi pocet krokov je 38, a to pre jedind permutéciu: (5,9,1,8,6,2,10,4,7, 3).

Poduloha D: vzdy skoncime?

Ako uz naznacuju naSe experimenty, deterministicky proces popisany v zadani vzdy skonverguje k tomu, Ze sa
na zaciatok postupnosti dostane ¢islo 1. Ako to ale dokazat?

Sporom. Predpokladajme, Ze to neplati, teda Ze sa pre nejakti permutaciu ¢islo 1 nikdy na zaciatok nedostane.
Predstavme si, Ze na$ proces budeme opakovat do nekonecna. KedZe réznych permutécii je len konecéne vela,
Casom sa nejakd celd permutdcia zopakuje. A kedZe nds proces je deterministicky, od tohto okamihu sa cely
proces zacykli a bude sa dookola opakovat t4 ist4 postupnost permutécii.

Ozna¢me k najvicsie ¢islo, ktoré sa pocas tohto cyklu zjavi na zaciatku permutécie. Nase tvrdenie teraz do-
kidZeme sporom. Predpokladajme, 7e k > 1. Co sa stane? Hned v nasledujicom kroku spravime flip(k), ¢im
sa k dostane na index k. Z definicie k vieme, Ze vSetky ostatné Cisla, ktoré sa pocas cyklu zjavia na zaciatku
permutéacie (vratane toho, ktoré je tam teraz) si mensie ako k. To ale znamend, Ze teraz spravime flip(¢) pre
nejaké ¢ < k. Takyto flip ale nechd prvok k na mieste, preto aj on musi na zaéiatok pola presunaf nejaku
hodnotu mensiu ako k. Lenze tu dostdvame hladany spor — na jednej strane sme predpokladali, Ze k sa na
zaciatku zjavuje periodicky, na druhej strane ale vidime, Ze k sa uz na zaciatku nezjavi nikdy, pretoze tam uz
stdle budeme mat hodnotu ostro mensiu ako k.

Preto ostdva jedind moZnost: k = 1, a teda sa nas proces nutne vzdy zacykli v situécii, v ktorej je na zaciatku
pola ¢islo 1.

(Ind mozna formulacia dokazu vyzera nasledovne: Nech z je najvidsie ¢islo ktoré sa aspon raz zjavi na zaciatku
permutécie. Ak x > 1, tak podobnou tvahou ako vy$sie vieme ukéazaf, Ze sa x na zaciatku zjavi prave raz a
odvtedy uz bude navzdy sediet nedotknuté na indexe x. No a teraz moZeme zobrat ten okamih ¢;, kedy toto
nastane, a od neho dalej zopakovat tuto isti1 ivahu: aké je najviicsie ¢islo, ktoré sa na zaciatku zjavi po case t17
Kazdou iterdciou tejto ivahy sa dostaneme k mensiemu éislu, a kedze tych mame len kone¢ne vela, po koneénom
pocte opakovani tejto ivahy sa dostaneme k tomu, Ze najvicsie ¢islo, ktoré sa odteraz vyskytne na zaciatku, je
uz len ¢islo 1.)

Podiloha C: hfadanie dobrej permutacie

Na koniec tohto vzorového riesenia sme si nechali podilohu, ktora naschval bola formulovana otvorene: bolo
treba najst Tubovolnii dostatoéne dobrii permutéaciu.

UZ z podulohy B méame implementovant funkciu, ktord ndm pre konkrétnu permutaciu spocita pocet krokov.
Najlahsi sposob, ako ziskat nejaké body, je jednoducho skusat tito funkciu spustit na réznych nadhodnych
vstupoch a zapamétat si najlepsi, ktory stretneme.

PodTla nasich experimentov by malo par miliénov pokusov skoro uréite stac¢it na prekrocenie 500-krokovej hranice.
No a pri par miliardach pokusov (éize ked ten isty program nechdte bezat cez noc) by ste uz mali narazit na
nejakt permutéciu, ktora potrebuje viac ako 750 krokov.

Existuju aj efektivnejsie spdsoby hladania. Vieme si napriklad v8§imnuat, Ze pre permutécie, ktoré sa lisia len na
par pozicidch, bude ¢asto znacnd cast krokov nasho algoritmu prebiehat rovnako. Preto ked stretneme nejaku
permutéciu, ktora vyzaduje vela krokov, oplati sa pozrief sa aj na iné, ktoré sa na tiu podobaju. Na takomto
pozorovani sa d& zalozit napriklad algoritmus, ktory pri hladani dobrjch permutécii pouziva optimaliza¢ni
techniku hill climbing. Najlepsia permutacia, ktort nés sikovnejsi program za par hodin nasiel, potrebuje az 899
krokov. Vyzera nasledovne: (35, 45, 23, 38, 11, 6, 15, 39, 43, 32, 20, 18, 30, 16, 5, 29, 7, 12, 14, 37, 31, 3, 17, 41,
36, 13, 19, 2, 10, 28, 44, 42, 47, 1, 25, 46, 21, 8, 27, 34, 4, 26, 22, 33, 24, 9, 40).
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Na zéver dodame, Ze ndm nie je znamy ziadny exaktny postup, ktory by pre dané n zarucene vyrobil permutéciu,
ktora bude potrebovat vela krokov. Ak nejaky vymyslite, dajte ndm vediet :)

A-1-4 Stavebnica funkcii

Postupne si ukazeme riesenia vSetkych poduloh.

Poduloha A: ternarna nula

Mame zostrojit funkciu zzz3, ktord mé tri vstupy, ale bez ohladu na to, éo na nich dostane, vzdy vrati nulu.
V studijnom texte sme si v Priklade 5 zostrojili unarnu konstantnt nulu: funkciu zz', ktord ma jeden vstup a
vzdy vrati nulu.

Najlahsi sposob, ako teraz vyrobit 2223, je pomocou Kompozitora. ZloZime dokopy napriklad vyberaciu funkciu
v} s funkciou zz!. Vznikne ndm tym funkcia s tromi vstupmi. Tie vloZime do funkcie v$, ktord z nich vypoécita
nejak pomocnii hodnotu. Je jedno aki, lebo t nésledne vlozime do funkcie zz!' a t4 na vystup vrati nulu.
(Namiesto v§ sme mohli pouzit aj lubovolnt int ternarnu funkciu, konstrukcia by stale fungovala — prave preto,
Ze na vystupe pouzitej ternarnej funkcie nezalezi.)

Forméalne mozeme vyssie popisantt konstrukciu zapisat nasledovne: z22° = K[v3, 221].

Iné riesenie tejto podiulohy vyuziva Cyklova¢. V Priklade 5 sme mali postup, ktorym sme z konstantnej funkcie
s aritou 0 spravili kon§tantni funkciu s aritou 1. Ak analogicky postup zopakujeme eSte dvakrat, dostaneme
postupne konstantni funkciu s aritou 2 a nasledne s aritou 3.

Formdlne: najskor si zostrojime pomocnt funkciu 22222 = C[z21,v3] a z nej potom vyrobime hladant funkciu
2223 = Clzz222,v]).

Podualoha B: preusporiadanie parametrov

V tejto podtlohe mame z neznamej funkcie ¢* vyrobit novt funkciu 93 definovant nasledovne: Va,b,c :
3 (a,b,c) = p*(b,a,c,a).

Prave na takéto ,technické upravy* sluzia vyberacie funkcie. Funkciu 1 vyrobime pomocou Kompozitora. Tomu
povieme, ze v druhom kroku chceme pouzit funkciu * a ze v prvom kroku jej chceme vybrat jednotlivé vstupy
vhodnymi vyberacimi funkciami. Presnejsie, do ¢* chceme postupne zadat druhy, prvy, treti, a znova prvy
vstup.

Vysledna konstrukcia teda vyzera nasledovne: v = K| v3,v$,v3,v3, ¢ ].

Poduiloha C: nasobenie

Intuitivne, tak ako séitanie bolo opakovanym pouzitim nasledovnika, tak nasobenie je opakovanym pouzitim
séitania. Na vyrieSenie tejto podulohy bude teda treba spravif nie¢o podobné tomu, ¢o robime v $tudijnom texte
v Priklade 4 pri vyrobe scitacej funkcie add.
Postupujme teda podobne. Chceme hladanti funkciu mul vyrobit pomocou Cyklovac¢a. Podme si teda zistit, aké
dve funkcie f a g donl musime vlozit, aby ndm von vypadlo prave ndsobenie. Ked do Cyklovada vlozime unarnu
funkciu f a ternarnu funkciu g, dostaneme nasledujiicu binarnu funkciu:
def mul (x,y):

tmp = £(y)

for 1 = 0 to x-1:

tmp = g(i,y,tmp)

return tmp
Pre z = 0 tato funkcia vrati hodnotu f(y). No a kedZe nula krat ¢okolvek je nula, potrebujeme, aby f(y) vidy
vratila nulu. Inymi slovami, ako f chceme pouZit unarnu konstantnt nulu, teda funkciu zz! zo studijného textu.
Program sa nam teda upravil nasledovne:
def mul (x,y):

tmp = 0

for 1 = 0 to x-1:

tmp = g(i,y,tmp)
return tmp
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My by sme teraz chceli, aby kazdé z = pouziti funkcie g zvicSilo premenni tmp o y. Funkcia g teda musi na
vystup vratit hodnotu y+t¢mp. Inymi slovami, ako g chceme pouzit funkciu troch premennych, ktora na vystup
vrati sucet druhého a tretieho vstupu. To je skoro, ale nie tplne, funkcia add. Nastastie sme uz v podilohe B
vymysleli, ako funkciu add upravit do pozadovanej podoby.

Najskor si teda z funkcie add vyrobime Kompozitorom vhodnt funkciu g = K[v3,v3, add], a potom uz Cyklo-
vacom vyrobime nasobenie: mul = C[zz1, g].

Poduiloha D: predchodca

Na zostrojenie funkcie predchodcu Sikovne (dalo by sa povedat, Ze az trikovo), pouzijeme Cyklovaé¢. Zaciatok je
Tahky: predchodcom nuly je nula. Co ale spravif pre 2 > 0?7 Pozrime sa opit na pseudokéd funkcie, ktorti ndm
Cyklova¢ vyrobi, ak doii vloZzime nularnu funkciu z a neznadmu bindrnu funkciu g:

def p(x):
tmp = z() #t.j. tmp =0
for 1 = 0 to x-1:
tmp = g (i,tmp)

return tmp

Nase doterajsie pouzitia Cyklovaca doteraz spokojne ignorovali premennu i, teda riadiacu premennt cyklu.
Tentokrat ju vsak pouzijeme. VSimnime si, Ze tadto premennad postupne nadobtuda hodnoty od 0 po = — 1.
Posledna hodnota i je teda presne hodnota, ktort chceme vratit na vystup. Uz je zjavné, ako na to?

Presne tak. Uplne staéi, ked g na vystup vrati vidy svoj prvy vstup. Tym dostaneme nasledujici pseudokéd:

def p(x):
tmp = 0
for 1 = 0 to x-1:
tmp = i

return tmp

Je to sice neefektivne (kto to kedy videl, poc¢itat predchodcu v linedrnom case, ze?), ale robi to to, ¢o ma.
Vidime teda, Ze undrnu funkciu predchodcu vieme vyrobit Cyklovadom z funkcie z a vyberacej funkcie v3.
Formélne, p = C|[z, v?].

Poduloha E: odcitanie

Na zaver domaceho kola si chceme zostrojit od¢itanie, respektive teda funkciu, ktora sa naii ¢o najviac podobé:
bindrnu funkciu sub taki, ze pre x > y je sub(x,y) =z —y a pre < y je sub(x,y) = 0.

Zakladna myslienka je zjavna: tak, ako je s¢itanie opakovanym pouzitim nasledovnika, tak je odé¢itanie opako-
vanym pouzitim predchodcu. Takto automaticky zabezpecéime aj to, ze pre z < y dostaneme ako vysledok nulu.
Ak by sme chceeli napriklad robif 3 minus 7, tak na ¢islo 3 pouzijeme 7-krat funkciu p, é¢im dostaneme nulu, lebo
p(0) = 0.

Trocha problém je v tom, ze Cyklova¢ vzdy pouZzije prvy parameter funkcie ako pocet opakovani. Nevieme
teda odéitanie zostrojif priamo. Vyrobime si preto najskor pomocnt funkciu bus, ktord bude mat parametre v
opacnom poradi: bus(z,y) bude y minus x.

Funkciu bus uz vieme vyrobit Cyklovacom. Pre z = 0 plati, Ze y minus 0 je y, ako prva funkciu do Cyklovaca
teda vlozime identitu. No a druh4 funkcia bude, analogicky k Prikladu 4, funkcia K[v3, p] — teda funkcia ,zober
predchadzajucu hodnotu ¢tmp a pouzi na nu funkciu predchodcu®.

Formélne teda bus = C[v{, K[v3,p]].

No a vymenit poradie parametrov uz vieme z podilohy B: sub = K[vZ,v?, bus].
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