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A-11-1 Vzostup a pad Kocirkova

V tejto sttaznej ulohe sme k danému polu P[l..n] mali ndjst trojicu indexov a < b < ¢ taki, Ze plati
P[c] < Pla] < PIb]. Existuje vela réznych sposobov, ako tuto tlohu riesif. Najpriamodciarej$im, ale najmenej
efektivnym, je vysktSanie vSetkych moznosti. Takéto riesenie ma ¢asovi zlozitost ©(n?).

Sikovnejsie rieSenie mézeme zacat nejakymi pozorovaniami. Za¢nime napriklad tym, Ze si zvolime index b.
Teraz chceme nalavo od neho zvolit index a a napravo od neho zase index c. Aj Pla] aj P[c] ma byt mensie ako
PJb]. Do tivahy budi teda pripadat len niektoré moznosti pre a a c.

NavySe eSte musime zabezpecit, aby bolo Pla] > P|c]. Ako na to? Jednoducho: spomedzi vSetkych pri-
pustnych a vyberieme to, pre ktoré je Pla] najviicSie, a spomedzi vSetkych ¢ vyberieme to, pre ktoré je P|c|
najmensie. Ak tato dvojica (a, c) vyhovuje, nasli sme riesenie, a ak nie, tak vieme, ze pre nami zvolené b ziadne
rieSenie neexistuje.

Vyssie popisané riesenie vieme Tahko implementovat s ¢asovou zlozitostou ©(n?): postupne vysktsame vietky
moznosti pre b a pre kazdu z nich v linedrnom ¢ase ndjdeme optimalne volby a a c.

Iny mozny postup, tiez vedici k rieSeniu s kvadratickou ¢asovou zloZitostou: Tentokrat zaéneme tym, Ze
si zvolime a. Ako je optimélne zvolit b? Mozeme pouzit hocijaké b, pre ktoré Pla] < P[b], ale potom za nim
potrebujeme este néjst ¢, pre ktoré Pla] > PJc]. Najlepsie, ¢o mozeme spravit, je spomedzi vSetkych b, ktoré
spliiaji Pla] < P[b], zobrat hned to prvé, teda najmensie. To preto, Ze oproti inym volbam b ndm ostane najdlhsi
mozny usek, z ktorého mozeme nasledne vyberaf c.

Cely algoritmus moézeme teda sformulovaf takto: Pre kazdé mozné a sprav nasledovné: Najskor chod v poli
doprava, kym nenajdes prvy index b taky, ze Pla] < P[b]. Potom chod od b dalej doprava, kym nendjdes index
¢ taky, ze Pla] > Plc]. (Samozrejme, ob¢as vyhovujice b alebo ¢ nendjdeme, ¢o znamend, Ze pre dotyéné a
rieSenie neexistuje.)

Vyssie popisané rieSenia vieme aj dalej optimalizovat. Opit existuje vela roznych sposobov. Niektoré z nich
vedi k rieSeniam s ¢asovou zlozitostou O(n logn), iné dokonca k rieSeniam s linedrnou ¢asovou zlozitostou. Jedno
takéto riesenie si ukazeme. Vznikne tak, Ze vylepsime druhé z vyssie uvedenych rieSeni beziacich v kvadratickom
case.

V tomto rieSeni potrebujeme vediet zefektivnit dve operacie:

1. Ked si zvolime index a, potrebujeme rychlo néjst index b najblizsieho vécsieho prvku napravo od a.

2. Ked uz mame index b, potrebujeme rychlo najst vyhovujici index ¢. Toto vieme spravit tak, Ze rychlo
najdeme index najmensieho spomedzi prvkov napravo od b. Totiz ak nevyhovuje ten, tak ani ziaden iny.

Zacneme druhou operéciou. T si vieme velmi lahko v linedrnom ¢ase predpocitat. Postupne pre kazdé k od
1 do n najdeme minimum poslednych k prvkov pola (presnejsie, jeho index) a vSetky tieto minim4 si ulozime
do pola. Ked potom budeme mat konkrétny index b, staéi sa pozriet do tohto pola na spravne policko a tam si
najst jemu zodpovedajice najlepsie c.

Prva operaciu tiez vyriesime tak, ze si vSetky potrebné odpovede predpocitame. Chceme teda k tplne

.....

.....

prvok a ten méa hodnotu 25?7 K prvkom s hodnotou 10 a 20 si mdéZeme poznacit, Ze prave toto je ten prvok, na
ktory ¢akali — najblizsi, ktory je od nich vicsi. Prvky 30 a 40 éakaju dalej. No a pribudne k nim aj prvok, ktory
sme prave spracovali. Aktudlne pamiitand mnozina prvkov sa teda zmenila na (25, 30,40).

Ako si sikovne pamiitat aktuédlnu mnozinu prvkov? Staci na to oby¢ajny zdsobnik, v ktorom budid aktuélne
prvky ulozené usporiadané, a to tak, ze najmensi je na vrchu. Spracovanie nového prvku p potom vyzera
nasledovne:

.....

prvkom prave spractvany prvok p.
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e VloZ p na vrch zasobnika. KedZe v zdsobniku uz boli len prvky viicsie alebo rovné p, aj po vloZeni p je
zasobnik usporiadany.

Aj ked sa to mozno na prvy pohlad nezd4, takéto spracovanie pola mé linedrnu ¢asovi zlozitost. Ano, méze
sa nam staf, Ze niektoré konkrétne prvky budeme spractvat dlho. Pozrime sa vSak na beh ndsho programu
sikovnejsim sposobom: vsetko, ¢o pocas neho robime, je, Ze nejaké prvky vkladame do zasobnika a nejaké prvky
z neho vyberame. No a kedZe kazdy prvok vlozime prave raz, je vloZzeni presne n, a teda vybrati dokopy tiez
nemdze byt viac ako n.

Zhriime si teda eSte raz celi mySlienku nésho vzorového rieSenia. V prvej faze prejdeme celé pole zlava
doprava a pomocou zasobnika si ku kazdému prvku najdeme najblizsi vicsi napravo od neho. V druhej faze
prejdeme pole sprava dolava, pri¢om si ku kazdému sufixu pola zapamitame, kde m4 minimum. V tretej faze
potom vyskuSame vSetky moznosti pre a. Ku kazdému a pomocou predpocitanych informécii ndjdeme najlepsie
b a ¢ a otestujeme, & spliiaji podmienky zo zadania. Kazd4 fiza ma linedrnu ¢asovi zlozitost, a teda celé
rieSenie bezi v ¢ase O(n). V programe predpokladdme, Ze n je aspon 3.

Listing programu (Python)

N = int ( input() )

P = [ int(x) for x in input () .split() ]

# prva faza: ku kazdému prvku najdi najblizs$i vacési

bestB = [ None for n in range(N) ]

aktivne = []

for n in range(N) :

while len(aktivne) > 0 and P[ aktivne[-1] ] < P[n]:

bestB[ aktivne.pop() ] = n

aktivne.append (n)

# druha faza: ku kazZdému indexu n ndjdi index minima v dseku napravo od n

bestC = [ None for n in range (N) ]
bestC[N-2] = N-1
for n in reversed(range (N-2)):

bestC[n] = bestC[n+1]

if P[n+l] < P[bestC[n]]: bestC[n] = n+l

# tretia faza: ku kazZdému a ndjdi najlepSie b, c
for a in range (N):
b = bestBl[al]
if b is None: continue
c = bestC[b]
if ¢ is None: continue
if P[c] < Pla] < P[b]:
print ( a+l, b+l, c+1 )
import sys
sys.exit ()
print (' neexistuje’)

A-11-2  Bicykle

Tato sttazni tlohu vieme pomerne priamociaro vyriesit pomocou Dijkstrovho algoritmu na néjdenie naj-
kratsej cesty v grafe. Grafom vSak nebude pdvodny graf zo zadania tlohy. Ked si kladieme otdzku ,ako sa
najrychlejsie dostanem z bodu A do bodu B¥, zalezi odpoved aj na tom, ¢i prave pri sebe mame bicykel.

My si preto postavime z povodného grafu novy graf s 2n vrcholmi: ku kazdému vrcholu v v pévodnom grafe
budeme mat vrcholy (v,0) a (v,1). Prvy z nich predstavuje situdciu ,som vo v bez bicykla“ a druhy situdciu
»,S0m vo v a mam bicykel“.

Ak som vo vrchole v, v ktorom sa nachadza pozicoviia, st vrcholy (v,0) a (v,1) prepojené hranou dizky 0.
V nulovom é&ase tu totiz viem bicykel vratit alebo naopak ziskaf. V ostatnych pripadoch tieto dva vrcholy nie
st priamo spojené hranou — ak mam bicykel, musim ist dalej na fom, ak nie, musim ist dalej bez neho.

Ak v povodnom grafe mame hranu medzi vrcholmi u a v, v novom grafe budeme mat hranu medzi (u,0) a
(v,0) a tiez hranu medzi (u,1) a (v,1). Prvej dlzka zodpoveda ¢asu pesieho presunu, druhej dizka zase presunu
na bicykli. No a to uz je vsetko. V takto postavenom grafe jednoducho najdeme najkratsiu cestu z vrcholu
(1,0) do vrcholu (n, 0).
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Detailny popis Dijkstrovho algoritmu najdete napriklad vo vzorovom rieseni tlohy A-III-4 z 26. ro¢nika OI.

V programe pouzivame implementaciu Dijkstrovho algoritmu pomocou prioritnej fronty, na jej ulozenie
pouzivame set v ktorom si udrziavame zéznamy tvaru (d(v), v), kde d(v) je najmensia zatial zndma vzdialenost
do vrcholu v.

Takato implementacia ma ¢asovi zlozitost ©(mlogn). Pre jednoduchost vrcholy ¢islujeme od 0 a namiesto
vrcholov (v,0) a (v,1) mame vrcholy 2v a 2v 4 1.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

struct edge { int to, length; };

int main() {
// naditame zdkladné parametre
int N, M, P;
cin >> N >> M >> P;
vector< vector<edge> > graph (2x*N) ;

// naditame polohy poZidovni a priddme im zodpovedajice hrany
while (P--) {
int x;
cin >> x;
——x;
graph[2*x ].push_back( {2xx+1,0} );
graph[2*x+1] .push_back ( {2%x ,0} );

}

// naditame ulice a pridame im zodpovedajice hrany
while (M--) {

int x, vy, tp, tb;

cin >> x >> y >> tp >> tb;

—X; —Y;
graph [2%x .push_back ( {2xy ,tp} );
graph[2x*y .push_back ( {2xx ,tp} ;

] )i

[ ] )i

graph[2xx+1] .push_back ( {2*y+1,tb} );

graph([2*xy+1] .push_back ( {2*xx+1,tb} );
}

// pomocou Dijkstrovho algoritmu ndjdeme najkrat$iu cestu

int source = 0, target = 2% (N-1);
vector<int> min_distance( 2%N, INT_MAX );
min_distance[ source ] = 0;

set< pair<int,int> > active_vertices;
active_vertices.insert ( {0, source} );

while (l'active_vertices.empty()) {
int where = active_vertices.begin()->second;
if (where == target) { // dostali sme sa do ciela, vypiSeme odpoved a skonéime

cout << min_distance[where] << endl;
return 0;
}
active_vertices.erase( active_vertices.begin() );
for (auto ed : graph[where])
if (min_distance[ed.to] > min_distance[where] + ed.length) {

active_vertices.erase( { min_distance[ed.to], ed.to } );
min_distance[ed.to] = min_distance[where] + ed.length;
active_vertices.insert( { min_distanceled.to], ed.to } );

A-11-3  Wi-Fi

Ulohu zjavne staci vediet riesit v jednom smere, napr. pre kazdy dom najst najlavejsi ing, s ktorym vie
komunikovat. Akondhle mame takéto rieSenie, moéZzeme ho pouzit dvakrat (raz na povodny vstup a raz na jeho
reverz) a nasledne si uz len pre kazdy dom vybraf lepSiu z oboch vypoéitanych moznosti.

Antény sa nachddzaji v bodoch (x1,v1), ..., (zn,v,), pricom z; < -+ < z,. Ako ndjst pre i-tu anténu
najlavejSiu int, s ktorou sa priamo vidia?

Predstavme si, Ze sme nasli horny konvexny obal bodov (z1,y1) az (z;,y;) — inymi slovami, taka loment
Ciaru, ktord zacina v (z1,y1), prechddza cez niektoré iné z nasich bodov (a len v nich smie menit smer) a konéi
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v (24,¥;), priom plati, Ze vietky body lezia bud na nej alebo pod fiou. Potom tvrdime, Ze hladanym bodom je
predposledny bod j, ktory lezi na tomto konvexnom obale.

Horny konvexny obal mnoziny bodov.

Preco je to tak? V prvom rade, kedze body i a j lezia na konvexnom obale, ich spojnica neprechadza ziadnym
domom, a teda sa tieto dva body naozaj priamo vidia. No a ziaden bod nalavo od bodu j uz neméze na bod ¢
vidief. Sporom: keby pre nejaky bod k < j prechédzala spojnica bodov k a i ponad bod j, znamenalo by to, Ze
bod j na hornom konvexnom obale vébec nelezi.

Keby sme teda pre kazdy bod i vedeli, ako vyzera horny konvexny obal bodov 1 az ¢, mali by sme nasu
stutazni tlohu vyrieSent. Toto ale naozaj vieme spravit, a dokonca v linedrnom déase. My totiz vieme Tahko
zobraf horny konvexny obal bodov 1 az ¢ a prerobif ho na konvexny obal bodov 1 az i + 1.

Princip je jednoduchy. Do naSej mnoziny bodov priddme bod ¢ + 1, ktory lezi viac napravo ako vsetky
doteraz spracované body. Z toho je jasné, ze tento bod bude lezat na novom konvexnom obale. Vsetky body,
ktoré lezali pod povodnym konvexnym obalom budi zjavne lezaf aj pod tym novym, na tie uz teda mozeme
spokojne zabudnit. Jediné, ¢o sa zmeni, je Ze niektoré body z konvexného obalu ubudni, kedZe po pridani bodu
1+ 1 sa ocitli pod spojnicou tohto bodu s nejakym inym. Nie je tazké nahliadnut, Ze tieto zmeny sa vzdy udeji
len na pravom konci konvexného obalu — niekolko poslednych bodov z neho ubudne.

Exaktne mozeme tento algoritmus sformulovat nasledovne: predstavme si, Ze sme len zobrali doterajsi kon-
vexny obal a na jeho koniec sme pridali tisecku z 7 do ¢ + 1. Spravny konvexny obal vyzerd tak, Ze ked po fiom
ideme zlava doprava, tak v kazdom jeho vrchole zato¢ime doprava. Jediné miesto, kde toto nemusi byt pravda,
je prave v bode i. Toto miesto teda skontrolujeme, a ak zistime, Ze nasa lomena Ciara zataca do nespravnej
strany, bod ¢ z nej vyhodime. Tto Gvahu nésledne opakujeme s dal$imi bodmi, az kym nedostaneme spravny
novy konvexny obal.

Vypocet nového horného konvexného obalu mnoziny bodov.

Na obrazku je priklad toho, ako to celé moze vyzerat. Oproti prvému obrazku ndm napravo pribudol novy
bod, ktory sposobi, Ze zo starého obalu postupne vyhodime jeho dva najpravejsie body. Ciarkované ¢iary ukazuja,
kadial viedla postupne upravovanéd lomend ¢iara pocas vyroby nového konvexného obalu. Vsimnite si, Ze oba
vyznacené uhly st mensie ako 180°. (V programe toto vieme Tahko kontrolovat pomocou vhodného vektorového
stcinu.)

Body, ktoré lezia na aktudlnom hornom konvexnom obale, si budeme udrziavat v zdsobniku s tym, Ze na
vrchu bude najpravejsi z nich. Takto vieme vzdy pri pridédvani nového bodu v konstantnom ¢ase vyhodnotit, ¢i
eSte treba nejaky bod vyhodif, a ak ano, tak to spravit.

Prechod celou mnozinou bodov a postupné zostrojovanie vsetkych ¢iastocnych konvexnych obalov méa dokopy
linedrnu ¢asovu zlozitost. To preto, Ze kazdy bod na obal (do zésobnika) raz pridame a kazdy bod odtial nanajvys
raz odstranime. V programe predpokladame, Ze n je aspon 2.

Listing programu (Python)

def zataca_dolava(P,Q,R):
ux, uy, vx, vy = Q[0]-P[0], Q[1]-P[1], R[0]-Q[0], R[1]-Q[1]
return uxkxvy - vxxuy > 0
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def kolko_dolava (body) :
# na vstupe dostaneme stUradnice bodov
# na vystupe pre kazdé i vratime, kolko najdalej dolava dovidi bod i

# spracujeme prvé dva body
odpoved = [ 0, body[1][0] - body[0][0] ]
obal = [ O,

# postupne priddvame dalSie body
for n in range( 2, len(body) ):

while len(obal) >= 2 and zataca_dolava( body[ obal[-2] ], body[ obal[-1] ], body[n] ):
obal.pop ()
odpoved.append ( body[n] [0] - body[ obal[-1] 1[0] )

obal.append (n)
return odpoved

# naditame vstup
N = int ( input() )
body = []
for n in range (N):
body.append( [ int(_) for _ in input().split() ] )

# spracujeme vstup aj jeho reverz, vypiSeme odpoved
dolava = kolko_dolava (body)

body = [ (-x,y) for x,y in reversed (body) 1]

doprava = list (reversed(kolko_dolava (body)))

for n in range(N): print( max( dolava([n], dopravaln] ) )

A-11-4 Stromochod

UkéZzeme si najskor, ako skontrolovat, ¢i je vybratd mnoZzina vrcholov naozaj nezavisla. Dobra formulacia
podmienky, ktortt médme skontrolovat, je nasledovna: ak je vrchol vybraty, ziaden jeho syn nesmie byt vybraty.

Naprogramujeme teda stromochod tak, aby celj strom prehladal do hibky (ako v priklade v $tudijnom texte),
len navySe pridame, ze v kazdom vrchole, ked doni poslednykrat prideme, skontrolujeme, ¢i ndhodou on spolu s
niektorym jeho synom neporusuji nasu podmienku. Stromochod bude mat svoju premennti, ktorii nosi so sebou
a v ktorej si pamiita, ¢i uz nasiel nejaky spor. Ked skonéi celé prehladévanie, negaciu tejto premennej zapise do
premennej nezavisla v koreni. Program m4 zjavne linedrnu ¢asovi zlozitost.

Listing programu (Pascal)

var nasiel_spor : boolean; { na zadiatku nastavend na false }

type vrchol = record { typ ”"vrchol” popisuje, aké znacky ukladdme do vrcholov }
stav: 0..3; { poditadlo kolkokrat sme uZ tento vrchol navstivili }
vybraty: boolean; { vstup }
nezavisla: boolean; { v koreni tato znadka sliZi ako vystup, inde ju nepouzZivame }
end; { na zadiatku je v kaZdom vrchole stav = 0 }
begin
while true do begin { nekoneény cyklus }

V.stav := V.stav + 1;
case V.stav of
1: if ex_1 then krok_1;
2: if ex_p then krok_p;
3: begin
{ naposledy opustame vrchol, skontrolujeme, &i tu nevznikd spor }
if V.vybraty and ex_1 then begin
krok_1;
if V.vybraty then nasiel_spor := true;
krok_o;
end;
if V.vybraty and ex_p then begin
krok_p;
if V.vybraty then nasiel_spor := true;
krok_o;
end;

{ a po kontrole sa uzZ len chceme vratit do nésho otca }

if ex_o then krok_o else begin
{ nemdme otca, sme teda v koreni stromu a program kondi }
V.nezavisla := not nasiel_spor;
halt;
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end;
end.

Vo vSeobecnych grafoch je problém nédjdenia najviiéSej nezavisle] mnoziny velmi tazky — dokonca az tak
tazky, ze nepozndme Ziaden algoritmus riesiaci tato tlohu v polynomidlnom case a domnievame sa, Ze taky
algoritmus vobec neexistuje. Nastastie, na stromoch je hladanie najvicSej nezavislej mnoziny vyrazne lahsSie:
vieme ju vybrat pazravo. Existuje viacero sposobov, ako to robif, ukdzeme si jeden, ktory sa bude dat lahko
implementovat pomocou stromochodu.

Predstavme si, Ze uz niekto nasiel v nasom strome najvicsiu nezavisli mnozinu a oznadil ju tak, Ze na kazdy
vybraty vrchol polozil kamienok. My teraz budeme tieto kamienky po strome posivat. Vyrobime si tak mozno
ind mnozinu, ale bude tiez nezavisla a bude rovnako velkd ako t4 povodnd (¢iZe tiez najviiéSia moznd), lebo
kamienky len prestivame, nepridadvame ich.

Ako budeme kamienky prestivat? Velmi jednoducho: kedykolvek, ked mozeme kamienok posunit dodola (t.j.
pre¢ od korefia) bez toho, aby sme pokazili nezévislost nasej mnoziny, tak to spravime. Skon¢ime, ked uz ziaden
kamienok nevieme posunut.

Ako bude vyzeraf nezdvisla mnozina, ktort takto vyrobime? V prvom rade vieme povedat, ze v kazdom liste
stromu bude kamienok. (Sporom. Nech nie je v nejakom liste a. Ozna¢me jeho otca b. Ak nie je kamienok ani
v b, mame spor s maximalnostou nasej nezdvislej mnoziny, lebo vieme pridat kamienok na a. A ak je kamienok
na b, mame spor s tym, %e by sme ho posunuli na a.)

Na vrcholoch, ktoré susedia s listami, potom Ziadne kamienky byt nemozu. No a podobnii ivahu mézeme
robit aj dalej: ak mam vrchol v ktorého niektorom synovi je kamienok, on sdm kamienok maf nesmie. A naopak,
ak Ziaden z jeho synov kamienok nem4, on kamienok mat musi. (Opit sporom, ako vyssie. Keby kamienok nemal
ani jeho otec, mozeme kamienok pridaft, keby kamienok jeho otec mal, méZeme ho sem presunit.)

No a pouzitim vyssie popisaného pravidla vieme nasu maximélnu nezavisli mnoZinu zostrojit pocas jedného
prechodu stromu prehladévanim do hibky, teda v linearnom case.

Listing programu (Pascal)

var mozem_vybrat: boolean;

type vrchol = record { typ ”"vrchol” popisuje, aké znadky ukladame do vrcholov }
stav: 0..3; { poditadlo kolkokradt sme uz tento vrchol navstivili }
vybraty: boolean; { vystup, na zadiatku je false }
end; { na zadiatku je v kaZdom vrchole stav = 0 }
begin
while true do begin { nekoneény cyklus }
V.stav := V.stav + 1;
case V.stav of
1: if ex_1 then krok_1;
2: 1f ex_p then krok_p;
3: begin
{ naposledy opustame vrchol, skontrolujeme, &i ho vybrat }
mozem_vybrat := true;
if ex_1 then begin
krok_1;
if V.vybraty then mozem_vybrat := false;
krok_o;
end;
if ex_p then begin
krok_p;
if V.vybraty then mozem vybrat := false;
krok_o;
end;
vybraty := mozem_vybrat;
{ a uz sa len chceme vratit do nasho otca, resp. skondit ak sme v koreni }
if ex_o then krok_o else halt;
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