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B-1-1 Pokémoni

Odpovedzme si najskor na otazku, ktora sa objavila aj v ndvodnych tlohéch. Oplati sa Pefovi odist z pokéstopu
a mat pri sebe menej ako m pokélopt? Samozrejme, Ze nie. Ved ¢im viac prazdnych pokélopt nesie, tym viac
pokémonov moéze chytif. A ak sa mu aj stane, ze niektora pokéloptu nevyuzije, tak sa ni¢ nedeje — nosil ju sice
zbytocne, ale to mu vadif nemusi.

Povedané formalne: k lubovolnému rieSeniu, v ktorom Peto opusti pokéstop s k pokéloptami (pricom k < m)
vieme vytvorit rovnako dobré rieSenie, v ktorom z tohto pokéstopu odide s m loptami: jednoducho tych m — k
pokélopt, ktoré nesie naviac, na ni¢ nevyuzije.

Teraz si uvedomme, ze vzdy ked pride na pokéstop, ocita sa akoby na zacdiatku. Ni¢ z toho ¢o sa dovtedy stalo
totiz neméa vplyv na jeho dalsie rozhodovanie. K dispozicii mé totiz znovu m pokélopt a k pokémonom, ktorych
stretol cestou do tohto pokéstopu, sa nemoze vracat. Zaujimava je teda zjavne cesta Peta od jedného pokéstopu
k druhému (popripade od zaciatku k prvému pokéstopu).

Zoberme si preto nejaky tisek udalost! medzi dvoma pokéstopmi. V tomto tiseku stretol niekolko rozne silnych
pokémonov. Aky je najvicsi sucet sil pokémonov, ktorych vedel na tomto tiseku pochytat? Je jasné, Ze v kazdom
tseku nemoze chytit viac ako m pokémonov, lebo len tolko pokélopt ma. A kedze kazdy pokémon mé kladni
silu' neoplati sa mu nechytit niektorého z pokémonov a zaroveil nevyuzit pokéloptu. Ak to teda pdjde, bude sa
vzdy snaZzit chytit m pokémonov.

To samozrejme nebude mozné vtedy, ak ich v danom tseku stretne menej ako m. V tom pripade je vSak situacia
jednoducha, pochyta vsetkych, ktorych stretne. O nieco komplikovanejsie to je, ak je v danom useku viac ako
m pokémonov, pretoze si musi vybrat, ktorych m z nich chyti.

Jeho ciefom je v8ak maximalizovat stuéet sil pokémonov, ktorych chyti. Je preto jasné, Ze chce chytit m najsilnej-
sich z tychto pokémonov. (Najlepsie sa nieco takéto dokaze nasledovne: Predstavme si, Ze Pefo chytil nejakého
pokémona P;, ktory medzi m najsilnejSich nepatri. Kedze dokopy mohol chytit len m pokémonov, musi existovat
aspon jeden spomedzi m najsilnejsich, ktorého nechytil. Nazvime ho P,. Ak by ale chytil P, namiesto P;, dostal
by lepsie rieSenie.)

Toto nam déva aj jednoduchy popis algoritmu, ktory riesi nasu tlohu. Pre kazdy tisek pokémonov medzi dvoma
pokéstopmi sa najskor pozrieme, ¢i ich je najviac m. A ano, tak pochytame vSetkych. A ak je ich viac, tak m-
krét budeme hladat najsilnejsieho z nich. Ked ho ndjdeme tak ho odstranime (alebo ho nahradime pokémonom
so silou 0), pripoc¢itame si jeho silu k vysledku a pokrac¢ujeme. Takéto riesenie je vSak eSte vcelku pomalé, ma
¢asovu zlozitost O(nm).

Chceme preto hladanie m najvicésich pokémonov nejakym spoésobom urychlit. Napriklad by sme si ich mohli
usporiadat od najsilnejSieho po najslabsieho a potom len zobrat prvych m. Vieme v8ak rychlo usporiadat velké
mnozZstvo éisel podla velkosti?

ktora usporadiva ¢isla v poli podla velkosti. A to dokonca s ¢asovou zlozitostou O(k log k), kde k je pocet prvkov,
ktoré chceme usporiadat. Pouzitim takejto funkcie preto vieme nasu tlohu vyriesit v ¢asovej zlozitosti O(n logn).
Nizsie nasleduja dve implementacie vzorového rieSenia za pomoci knizni¢nych funkcii, jedno v jazyku C++ a
druhé v jazyku Python.

Implementacia v jazyku C++

Funkcia, ktord triedi prvky pola sa vold sort () a nachadza sa v kniZnici algorithm. Ako parametre musime tejto
funkcii zadat zaciatok a koniec pola, ktoré chceme usporiadat. Ak mame napriklad pole s ndzvom arj, ktoré
ma n prvkov, zavolame tato funkciu prikazom sort (a, a+n);. Po skonceni tejto funkcie s hodnoty v poli a(;
usporiadané od najmensej po najvicsiu.

V pripade, Ze chcete pouzivat dynamické polia — vectory — mozete tito funkciu zavolat ako sort (v.vegin(), v.end();,
kde v je prislusny vector.

Funkcia sort () vie okrem ¢isel triedif aj Tubovolné iné objekty, ktoré sa daji porovnavat, napriklad retazce,
znaky, desatinné ¢isla (alebo aj nase vlastné typy, ak im bud definujeme operator< alebo funkcii sort () ako treti
parameter odovzddme meno porovnéavacej funkcie).

1Ano, aj psyduck.
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Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <algorithm>
using namespace std;

int udalosti[1000047];
int tried[1000047];

int main() {
int n,m;
scanf (”7%d.%d”, &n, &m) ;
for (int 1=0; i<n; i++)
scanf (”%d”, &udalosti[i]);
udalosti[n++] = -1; // pridédm si pokéstop na koniec ako zardzku
int zaciatok_useku=0;
long long vysledok=0;
while (zaciatok_useku < n) {

int velkost_useku = 0;
while (udalosti[zaciatok_useku + velkost_useku] != -1) {
tried[velkost_useku] = udalostilzaciatok_useku + velkost_useku];

velkost_useku++;
}
sort (tried, tried + velkost_useku); // usporiada pole od najmenS$ieho po najvadésie &islo
for(int i=1; 1 <= min(velkost_useku,m); i++)
vysledok += tried[velkost_useku - 1i];
zaciatok_useku += velkost_useku + 1;
}
printf (”$11d\n”,vysledok);

Implementacia v jazyku Python

V jazyku Python je triedenie implementované ako metéda samotného pola (listu). Ak teda mame naSe tdaje
uloZené v poli a, stadi zavolat a.sort () a prvky v a sa preusporiadaji od najmensieho po najvicsi.

Navyse z pola lahko vyberieme poslednych m prvkov: a(-n) je m-ty prvok od konca, a a(-m:] st vSetky prvky
od neho (vratane) aZ po koniec pola.

Listing programu (Python)

# naditame vstup
N, M = [ int(x) for x in input().split() ]
pokemoni = [ int(x) for x in input().split() ]

# na koniec si pridame esSte jeden pokéstop ako zardzku
pokemoni.append (-1)

# prechaddzame pole pokémonov a pri kazZdom pokéstope vyhodnotime aktudlny tusek
odpoved = 0
aktualny_usek = []
for x in pokemoni:
if x == -1:
# vyberieme najsilnejSich m pokémonov (alebo vSetkych, ak ich je menej)
aktualny_usek.sort ()
if len(aktualny_usek) < M:
odpoved += sum(aktualny_usek)
else:
odpoved += sum( aktualny_usek[ -M : ] )
# a zaéneme novy usek
aktualny_usek = []
else:
# pridame pokémona do aktudlneho useku
aktualny_usek.append (x)

# hotovo
print (odpoved)

Pre zaujimavost uvddzame aj stru¢nejsiu implementéciu, ktord ukazuje, ¢oho vSetkého je Python schopny :)

Listing programu (Python)

def numbers(string): return [ int(x) for x in string.split () ]
def solve(segment,M): return sum( sorted(numbers (segment)) [-M:] )
N, M = numbers (input ())

segments = input () .split(’-1")
print ( sum( solve (segment,M) for segment in segments ) )
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No a tplne na koniec eSte spomenieme, Ze ani efektivne triedenie nie je najefektivnej$im riesenim tejto stitaznej
tlohy (hoci na plny pocet bodov bez problémov stacilo). Existuja totiz aj pokrocilejsie algoritmy, pomocou
ktorych vieme m najviiésich spomedzi danych n prvkov nijst v ¢ase O(n).

B-1-2 Obracanie pola

Existuje viacero efektivnych rieSeni tejto stifaznej tlohy. Jedno z nich (to, ku ktorému sme sa vés snazili na-
smerovat zadanim aj ndvodnymi tlohami) si ukdZeme do detailov, o inom si na konci asponl spomenieme, Ze
existuje.

Jednotlivé policka pola, ktoré ideme menit, si predstavme ako krabice. Kazda krabica obsahuje prave jednu
hodnotu. Dalej si nase pole rozdelme na tiseky dizky 1000 a predstavme si, Ze kazdy tisek sme nalozili na jeden
vagon. Vagény si ocislujeme od 0 po v — 1, kde v = n/1000 je pocet vagénov. Krabice na kazdom vagdne si
oc¢islujeme od 0 po 999. Na zaciatku teda celd situacia vyzera nasledovne:

Vsimnime si, ¢o sa teraz stane, ked nejaky tsek pola reverzneme. Kedze hranice kazdého reverzu st na nédsobkoch
1000, znamené to vlastne, Ze zoberieme niekolko po sebe idicich vagénov a vratime ich naspit obratene. Ak
by sme napr. v nasom vysSie znadzornenom priklade reverzli tisek na pozicidch od 2000 po 5000, dostali by sme
nasledovnu situaciu:

Co sa teda vlastne zmenilo? V reverznutom tseku sa stali dve veci: 1. reverzlo sa poradie vagonov, 2. reverzlo
sa aj poradie krabic na kaZdom z nich. Ako taktto operaciu spravit sikovne? NapiSeme si na zem ku vlaku ¢isla
od 0 pov—1:

Teraz nam staéi paméitat si nasledovné veci:

e Ku kazdému ¢islu na zemi ¢islo vagéna, ktory tam prave stoji. (Napr.: ,na pozicii 2 mame vagén ¢islo
4“.) Na toto ndm staci obyc¢ajné pole.

e Ku kazdému ¢slu vagéna pole dizky 1000: obsahy krabic naloZenych na tiom. Na toto nam staéi obyc¢ajné
dvojrozmerné pole: prvy rozmer je ¢islo vagdna, druhy je ¢islo krabice na nom.

e Ku kazdému cislu vagdna este jednu boolovskl premenn, hovoriacu, ¢i je momentalne zaradeny vo svojom
poévodnom smere.

Pomocou takychto informacii:

e Vieme v konStantnom c¢ase ,pristupovat do pola“. Ak chceme krabicu, ktord sa aktudlne nachddza na
indexe , spravime to nasledovne:

1. Spocitame si, Ze spravne miesto na zemi ma ¢islo a = |7/1000] a Ze na tomto mieste chceme krabicu
s poradovym ¢islom b = 7 mod 1000 zlava.
2. Pozrieme sa, ktory vagoén stoji na mieste a.

3. Ak je tento vagoén zaradeny v povodnom smere, chceme z neho krabicu ¢islo b. V opa¢nom pripade
chceme krabicu ¢islo 999 — b.
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e Vieme v ¢ase nanajvys priamo iimernom poc¢tu vagénov odsimulovat lubovolny reverz. Stacéi v poli, kde si
paméitame postupnost éisel vagénov, reverznut prislusny tsek, a navyse kazdému z dotknutych vagénov
znegovat jeho boolovskl premennii.

Vsimnite si, ze takdto implementéacia reverzu je zhruba 1000x rychlejsia ako keby sme postupne po jednej
presuvali vSetky krabice — presunutim jedného vagénu ich presunieme tisic naraz.

Listing programu (Python)

naditame diZku pola, spoditame podet vagénov

int ( input () )
N // 1000

<z =

# vyrobime si polia spominané vo vzorovom rieSeni
poradie_vagonov = [ v for v in range (V) ]
je_vagon_naopak = [ False for v in range (V) ]
obsahy_vagonov = []
for v in range (V) :
vagon = []
for 1 in range(1000): vagon.append( 1000*xv+i )
obsahy_vagonov.append( vagon )

# pomocnd funkcia, ktord zmeni index do pola na dvojicu (vagdén, &islo krabice na riom)

def najdi_index (index) :

cislo_na_zemi = index // 1000

cislo_vagona = poradie_vagonov[ cislo_na_zemi ]

cislo_krabice = index % 1000

if je_vagon_naopak[cislo_vagonal]: cislo_krabice = 999 - cislo_krabice

return cislo_vagona, cislo_krabice
# naditame podet udalosti
Q = int ( input () )
# spractvame udalosti

for query_id in range (Q) :
query = [ int(x) for x in input () .split() ]

if query[0] ==
# zapis do pola
cislo_vagona, cislo_krabice = najdi_index( query[1l] )
obsahy_vagonov[ cislo_vagona ][ cislo_krabice ] = query[2]

if query[0] == 2:
# reverz kusu pola

lo, hi = queryl[l], query[2]
otocit = poradie_vagonov[lo:hi]
for vagon in otocit: je_vagon_naopak[vagon] = not je_vagon_naopak[vagon]
poradie_vagonov = poradie_vagonov[:1lo] + otocit[::-1] + poradie_vagonov[hi:]
if query[0] == 3:
# vypis
vystup = []
for index in range( query[l], query[2]+1 ):
cislo_vagona, cislo_krabice = najdi_index (index)
vystup.append( obsahy_vagonov[ cislo_vagona ][ cislo_krabice ] )
print (" .’ .Jjoin( str(x) for x in vystup ))

Poznamky na zaver:

Trik s vagénmi, ktory sme si ukdzali v rieSeni tejto tlohy, sa da tspesne pouzif aj pri rieSeni mnohych inych
tloh. Ide zvicsa o tlohy typu ,tu mas n-prvkové pole, potrebujeme efektivne spracivat také a onaké operacie,
pricom kazda operécia pracuje s nejakym stvislym tisekom pola“. Pole si rozdelime na /n vagénov a na kazdy
nalozime /n prvkov (vhodne zaokrihlené). Ked chceme spracovat lubovolny tsek pola, vieme to spravit tak,
7e sa pozrieme na niekolko (nanajvys y/n) celych vagénov a nanajvys na dvoch vagénoch — jeden na lavom a
jeden na pravom konci tseku — sa pozrieme na jednotlivé krabice (ktorych je dokopy nanajvys 2/n).

Existuju aj iné rieSenia tejto stfaznej tlohy, vratane rieseni, ktoré su efektivnejsie a dokonca aj vSeobecnejsie.
D4 sa napriklad implementovat rieSenie, ktoré bude vediet uplne lubovolny tsek n-prvkového pola reverznuft
v ¢ase O(logn) a v rddovo rovnakom ¢ase budeme vediet aj indexovat do takéhoto pola. Takéto rieSenia st
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v8ak velmi ndro¢né na implementéciu — ani od riesitelov kategdrie A by sme ich nechceli :) Jedno mozné takéto
rieSenie je zalozené na tom, ze si prvky paméitame vo vrcholoch tzv. splay stromu, a navyse si v kazdom vrchole
pamétame, ¢i je jeho cely podstrom momentalne reverznuty.

B-1-3 Hra s kartami

V tejto llohe mame dany zoznam kariet a chceli by sme v fiom néjst najdlhsi Gsek, v ktorom sa Ziadna hodnota
nevyskytuje dvakrat.

Predstavme si, Ze sme karty ulozili v danom poradi do radu idtceho zlava doprava. Pozicie v tomto rade si
ocislujeme od 0 po n — 1. Predstavme si dalej, Ze sme si zvolili index z: ¢islo pozicie, na ktorej chceme mat
zaciatok useku. Ako najdeme najdlhsi dobry tsek, ktory na tomto indexe zacina? Jednoducho: budeme sa
postupne pozerat na karty na indexe z, z+1, ..., aZ kym sa ndm nejaké hodnota nezopakuje. Index, na ktorom
lezi tato hodnota, ozna¢me k, (,koniec zodpovedajici zadiatku 2*). Ak sa aZ po koniec radu ziadna hodnota
nezopakuje, bude k, = n.

Ku konkrétnemu zadiatku z takto vieme v ¢ase O(n) najst zodpovedajtci koniec k.. Dizka prave najdeného
dobrého tseku kariet je k. — z. (Pripominame, Ze karta na indexe z do najdeného useku patri, ale karta na
indexe k, uZ nie.)

VysSie popisana ivaha ndm stfazni tlohu vyriesi v ¢ase O(n?). Stadi si uvedomit, Ze existuje len n moznych
zaciatkov. Mozeme teda postupne vyskuasat kazdy z nich. Na zaver uz len spomedzi n ndjdenych dobrych tsekov
vyberieme ten najdlhsi.

RieSenie v linearnom case

Tato sufaznd tloha vSak mé aj efektivnejSie rieSenie. Vieme ho vyrobit tak, ze z predchédzajiceho rieSenia
Sikovne vynechame niektoré zbytocné casti.

Vsimnime si situdciu, ked sme prave k nejakému zaciatku z nasli zodpovedajtci koniec k.. V pamiiti eSte mame
ulozentt mnozinu hodnét, ktoré sa nachadzaju v tseku od z po k, — 1.

Teraz by sme cheeli ku zaciatku z 4+ 1 ndjst zodpovedajuci koniec k,1;. Tento ale nemusime za¢at hladat Gplne
odznova! V prvom rade, urcite plati k.11 > k.: tym, Ze sme posunuli za¢iatok z pozicie z na poziciu z + 1,
sme len z nagho tseku odstranili jednu hodnotu. KedZe vSetky hodnoty na poziciach z az k, — 1 boli navzajom
rozne, tym skor musia byt navzajom rozne hodnoty na pozicidch z + 1 az k, — 1.

A navySe presne vieme, ktoré hodnoty na tychto pozicidch mame: z mnoziny, ktort mame uloZzeni v paméti,
staci odstranit hodnotu z pozicie z. TakZe namiesto toho, aby sme koniec k., hladali za¢inajic na pozicii z+1,
vieme ho zacdat hladat priamo od pozicie k..

A to uz je vSetko. Postupne budeme sktsaf hodnoty z = 0,1, ...,n—1 a zakazdym postvat koniec tiseku doprava,
kym nenarazime na prvy duplikdt. A kedZe koniec postvame len doprava, dokopy pocas celého algoritmu ho
posunieme nanajvys n-krat. Celkovy pocet krokov preto bude linearny od poctu kariet.

Listing programu (Python)
# nacditame vstup

N, M = [ int(x) for x in input () .split() ]
karty = [ int(x) for x in input () .split() ]

# inicializujeme si doteraz najlepSie rieSenie na l-prvkovy usek
best_z, best_k = 0, 0
# spravime si pomocné pole, v ktorom si budeme pamdtat, ktoré hodnoty su v aktudlnom useku
vnutri = [ False for m in range (M+1l) ]
# ideme postupne skusat vSetky zadiatky
k =0
for z in range (N):
# ak je z > 0, odstrdnime z aktudlneho useku prvok na indexe z-1

vnutri[ karty[z-1] ] = False

strana 5z 7 uloha B-I-3



32. ro¢nik (2016/2017)
rieSenia domaceho kola
kategoria B

Olympidda v informatike
http://oi.sk/

# aktudlny Usek je z .. k-1, ideme postupne posuvat k, kym sa to da
while (k<N) and not vnutri[ karty[k] ]:

vnutri[ karty([k] ] = True

k 4= 1

# ked sa vysSSie uvedeny cyklus zastavil, mdme ku aktudlnemu zadiatku z
# ndjdeny najlep$i mozZny koniec k

if k = z > best_k - best_z:
best_z, best_k = z, k

# vypiSeme najlepSie rieSenie (s tym, Ze v zadani indexujeme od 1)

print ( "dlzka’, best_k-best_z, ’'zaciatok’, best_z+1 )

B-1-4 Tabula

Kto si vyskusal, ako sa hra zo zadania sprava pre hodnoty mensie ako 50, uréite nemohol mat problém ziskat
za tuto lohu nejaké body. Pozrime sa postupne na to, ako sa dali riesit jednotlivé podilohy.

Poddloha A: vyrob 1

Existuje vela Tahko popisatelnych postupov. N4§ oblibeny je nasledovny: Na zacdiatku si ¢isla rozdelime do
dvojic: 1 s 2,3 s04, 5s06, ..., az 49 s 50. Kazdu dvojicu od seba od¢itame, ¢im na tabuli dostaneme 25x
¢islo 1.

Jednu jednotku si ,,odlozime nabok“. Ostatnych 24 rozdelime do 12 dvojic. Kazda dvojicu jednotiek zmazeme
a namiesto nej dostaneme nulu. V tejto chvili teda méme na tabuli jednu 1 a dvanast 0. A odtialto je uz cesta
do ciela zjavnd, ba priam by sa dalo povedat, Ze uz nie je ¢o pokazit :)

Poduloha B: najvacsie Cislo pocas hry

Kazdé ¢islo na tabuli bude nezdporné, minimum je teda 0. Najviicsie ¢islo na zaciatku je 50. Kazdé dalsie ¢islo
vznikne ako rozdiel dvoch uz existujtcich. Nikdy preto nevyrobime ¢islo vécsie ako 50 — 0 = 50.

Ostéva uz len dodat, ze Kaja vie skutocne aj pocas hry zapisat ¢islo 50. Toto vieme dosiahnut napr. nasledovne:
3—-2=1,1-1=0,50—-0=50.

Podiloha C: da sa 14?7

Kto si vyskusal vsetky mozné priebehy hry, ktord zacina tym, Ze s na tabuli len ¢isla 1, 2, 3, 4, mohol si
vSimnut, Zze posledné ¢islo na konci hry je vzdy parne. Naopak, ak st na zaciatku na tabuli &sla od 1 po 5,
skonc¢ime vzdy s neparnym vysledkom. Preco ale?

Odpoved je jednoducha. Stac¢i sa pozerat na to, kolko mame v ktorej chvili na tabuli neparnych cisel.

e Rozdiel dvoch parnych ¢isel je parny. Ak teda zmaZeme dve parne ¢isla, napiSeme nové parne c¢islo. Pocet
neparnych sa nezmenil.

e Aj rozdiel dvoch nepérnych éisel je parny. Ak teda zmaZeme dve neparne ¢isla, napiSseme nové parne ¢islo.
Pocet neparnych klesol o 2.

e No a rozdiel neparneho a parneho ¢isla (v fubovolnom poradi) je vidy neparny. Ak teda zmaZeme neparne
a parne ¢islo, napiSeme namiesto nich nepérne ¢éislo. Podet nepérnych ¢isel na tabuli sa teda opéf nezmenil.

Co sa teda stane, ak mame na zaciatku na tabuli &sla od 1 do 50?7 Neparnych ¢isel medzi nimi je presne 25.
Ako bude hra pokracovat, v niektorych fahoch sa ich pocdet zmensi, ale vzdy presne o 2. Preto vzdy bude na
tabuli neparnych ¢isel neparny pocet — a teda aspoii jedno. No a z toho uz je zjavné, Ze tiplne na konci hry, ked
nédm uz ostalo jedno jediné ¢islo, musi toto ¢islo byt nepéarne.

Nech teda Kaja hra ako len chce, ¢islo 14 na konci hry dosiahnut nemoze.
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Podiloha D: najdi vSetky moZné hodnoty na konci hry

Uz vieme, ze posledné ¢islo musi byt neparne a musi lezat medzi 0 a 50. Zostdva ukazat, ze hociktoré takéto
islo vieme vyrobit. Zovseobecnime postup z podulohy A.

Povedzme, Ze chceme na konci vyrobit ¢islo 2k + 1 (pre nejaké k > 0). ,,Odlozime si nabok® ¢isla 1 a 2k + 2.
Ostatné ¢isla poparujeme za radom do dvojic. VSimnime si, ze v kazdej dvojici sa ¢isla lisia o 1.

(Priklad: Nech k = 3. Nabok si odlozime ¢isla 1 a 8. Pary, ktoré vyrobime, budua 2-3, 4-5, 6-7, 9-10, 11-12, ...,
49-50.)

Postupne kazdy par zmazeme a napiseme jeho rozdiel, teda ¢islo 1. Mame 24 parov, dostaneme teda 24 jednotiek.
Tieto poparujeme, dostaneme 12 nul.

No a teraz uz len od seba odc¢itame 2k +2 a 1, ¢im dostaneme zZelané ¢islo 2k + 1. V tejto chvili méme na tabuli
jedenkrat ¢islo 2k + 1 a dvanéastkrat ¢islo 0. Dohrat hru do uspes$ného konca uz urcite zvladnete.
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