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A-1-1 Bezecké preteky

Uloha 3la Tahko riesit v kvadratickom &ase: Pre kazdého bezca si spocitame jeho poradie v prvom aj v druhom
preteku. Potom vieme pre kazda dvojicu bezcov v konstantnom ¢ase povedaf, ¢ spliiaji podmienku zo zadania.
Takéto rieSenie mohlo ziskat az 6 alebo 7 bodov. V dalSom texte si popiSeme, ako hladané dvojice spoéitat
sikovnejsie.

Zabudnime na chvilu na to, Ze beZci uz st na vstupe nejakym sposobom odislovani. Namiesto toho si ich v cieli
prvého preteku oéislujeme od 1 po n v poradi, v akom dobehli do ciela. V druhom preteku si potom tieto nové
¢isla zapiSeme, a to opidf v poradi, v akom dobehli bezci do jeho ciela. Pole ¢isel, ktoré takto dostaneme, si
oznacme D[l..n].

Dvojica beZcov, ktori v prvom preteku dostali ¢isla i < 7, spliia podmienku zo zadania préave vtedy, ked plati
aj D[i] < DIJj]. Spocitanie takychto dvojic tizko stvisi s inym zndmym kombinatorickym problémom: Dvojice
bezcov, ktoré podmienku zo zadania nespliiaji, zodpovedaji tzv. inverzidm v poli D.

Existuje viacero roznych algoritmov, pomocou ktorjch vieme inverzie spoéitat v ¢ase O(nlogn). Vieme to
napriklad spravit pomocou nejakej stromovej datovej Struktiry (napr. intervalovy strom alebo vyvaZzovany
bindrny strom) do ktorej postupne vkladdme prvky postupnosti D a ktord nam vie v logaritmickom case
povedat pocet prvkov vicsich ako ten, ktory prave vkladdme. Asi najjednoduchsi algoritmus rieSiaci nasu tlohu
je zaloZeny na triediacom algoritme MergeSort. Priamo pocas usporadivania pola D MergeSortom si vieme
pocitat dvojice, ktoré nas zaujimaja.

Cely algoritmus bude vyzerat nasledovne:

1. Rekurzivnym volanim funkcie MergeSort usporiadaj prva polovicu pola a spo¢itaj v nej dvojice, ktoré nas
zaujimaju.

2. Rekurzivnym volanim funkcie MergeSort usporiadaj druht polovicu pola a spoé¢itaj v nej dvojice, ktoré
nas zaujimaju.

3. Spoj obe usporiadané polovice pola do jedného usporiadaného pola. Podas tohto spajania spocitaj také
dvojice, ktorych prvy prvok je v prvej polovici a druhy v druhej.

Jedinou netrividlnou ¢astou je posledny krok. Ako ho spravit Sikovne? Ked spdjame dve usporiadané polia,
chceme pre kazdy prvok v prvej polovici v konstantnom case zistit pocet prvkov v druhej polovici, ktoré s od
neho vicsie. Toto ale spravime lahko: v okamihu, ked konkrétny prvok z prvej polovice priddvame do vystupného
usporiadaného pola, staci sa pozriet na pocet prvkov z druhej polovice pola, ktoré sme do vystupného pola este
nepridali.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

long long MergeSort (vector<int> &pole) {
// usporiada "pole” a ako navratovi hodnotu vrati podet dvojic (i,]),
// pre ktoré v pévodnom poli plati i<j aj pole[i]<polel[j]

int n = pole.size();

if (n <= 1) return 0;

vector<int> lave ( pole.begin(), pole.begin()+(n/2) );
vector<int> prave ( pole.begin()+(n/2), pole.end() );

long long odpoved = 0;
odpoved += MergeSort (lave);
odpoved += MergeSort (prave);
unsigned 1=0, p=0;
vector<int> pomocne;

while (1 < lave.size() && p<prave.size()) {
if (lave[l] < pravelp]) {
odpoved += prave.size() - p; // podet eSte nespracovanych prvkov v pravej casti
pomocne.push_back ( lave[l++] );
} else {

pomocne.push_back ( prave[p++] );
}
}
while (1 < lave.size()) pomocne.push_back( lave[l++] );
while (p < prave.size()) pomocne.push_back( prave[p++] );
pole = pomocne;
return odpoved;
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int main() {
int N; cin >> N;
vector<int> kde (N+1);
for (int n=0; n<N; ++n) { int x; cin >> x; kde[x] = n; }

vector<int> D(N);
for (int n=0; n<N; ++n) { int x; cin >> x; D[n] = kde[x]; }

cout << MergeSort (D) << endl;
}
Pre zaujimavost e$te uvddzame velmi struénti implementaciu v C++ vyuzivajicu pokroéilt datova struktiru:
vyvazovany bindrny strom, ktory ma metddu order_of_key (val). Tato metéda v logaritmickom ¢ase vypocita pocet
hodnét ktoré su ulozené v strome a mensie ako va1. Ide o rovnaky strom aky sa pouziva napr. v implementacii
datovych Struktdr set a map, len si navySe v kazdom vrchole pamita pocet prvkov ulozenych v podstrome pod
nim.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

#include <ext/pb_ds/assoc_container.hpp>
using namespace __gnu_pbds;

typedef tree< int, null_type, less<int>, rb_tree_tag, tree_order_statistics_node_update > ordered_set;

int main() {
int N; cin >> N;
vector<int> kde (N+1);
for (int n=0; n<N; ++n) { int x; cin >> x; kde[x] = n; }

vector<int> D(N);
for (int n=0; n<N; ++n) { int x; cin >> x; D[n] = kde[x]; }

ordered_set 0S;
long long answer = 0;
for (int n=0; n<N; ++n) { answer += OS.order_of_key(D[n]); OS.insert(D[n]); }

cout << answer << endl;

A-1-2 Rekonstrukcia skoly

Zadanie tlohy nam hovorilo, Ze mame mriezku s prekdzkami, v ktorej sa pohybuje stvorec 2 x 2. Nasou tlohou
bolo zistit, ¢i sa vieme dostat pomedzi prekazky zo zaciatocnej pozicie do koncovej, pricom mozeme odstranit
najviac jednu prekazku.

Ako prvé sa ndam preto Crta rieSenie, v ktorom pre kazdu prekizku vyskusame, ¢i neexistuje rieSenie, v ktorom
odstranime dant prekazku. Tym sa ndm problém zjednodusi, lebo prekézka je uz odstranend a my mame zistit
iba to, ¢ sa d4 dostat zo zaciatku do konca nejakou volnou cestou.

Ak by sme tuto tlohu mali riesit pre Stvorec 1 x 1, rieSenie by malo byt pomerne priamociare. MoZeme pouZif
napriklad algoritmus prehladdvania do $irky, ktory postupne zistuje, kam vSade sa vieme dostat zo zaciatoéného
policka. Princip tohto algoritmu je pomerne jednoduchy — postupne objavujem vsSetky policka, ktoré st od
zaciatku vzdialené na 0, 1, 2 ...pohyby. Ak totiZz vieme, ktoré policka st od zacCiatku vzdialené k, tak policka
vzdialené k+1 musia s tymito polickami susedif a nemohli byt objavené predtym. Takto vieme o kazdom policku
zistit nie len to, ¢ sa nan da dostat zo zacdiatku, ale aj to, na kolko najmenej pohybov to vieme spravit.

Po skondeni prehladévanie iba overime, ¢i sa vieme dostat na policko s koncom. Tento algoritmus je navyse
pomerne rychly, kedze kazdé policko navstivi najviac raz. To vedie k zlozitosti linedrnej od pocétu policok, teda
O(rs). Nizsie si mozete pozriet aj implementaciu tohto algoritmu.

V nasom priklade sa vSak pohybujeme so Stvoréekom velkosti 2 x 2, takZe si naSu mapu musime mierne upravit.
Presnejsie, vSetky pozicie, na ktorych sa nas stvorec moze nachadzat st nejaké stvorceky 2 x 2. A takito pozicia
je zablokovana a nemdzeme na tiu stpit, ak obsahuje aspon jednu prekdzku. Vyslednd mapa bude preto o jeden
riadok a jeden stipec kratsia. Nasledne uz mozeme pouzif vyssie spomenuté prehladavanie do sirky.

Okrem samotného zistenia, ¢i sa vieme dostat zo zac¢iatku do konca vSak musime aj vypisat postupnost pohybov,
ktoré mame spravit. Ak uz mame implementované prehladévanie do sirky, vieme tato funkcionalitu naviac lahko
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pridat. Jednoducho si pre kazdé poli¢ko zapamiitdme, z ktorého susedného poli¢ka sme ho objavili, popripade
este lepsie — z ktorého smeru sme do tohto policka prisili. Nasledne vieme od konca zrekonstruovat cestu do
zaflatku a vypisat ju v obratenom poradi.

Vysledna ¢asova zlozitost takéhoto riesenia je O(r?s?), pretoze pre kazda prekdzku musime spustif jedno pre-
hladdvanie do $irky. Takéto rieSenie nam vSak zaruéi 7 bodov a naviac sa vdaka nemu vyhneme vSetkym
neprijemnym Specidlnym pripadom, ktoré, ako uvidime, nastavaji vo vzorovom rieSeni.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <iostream>
#include <string>
#include <algorithm>
#include <vector>
#include <cmath>
#include <queue>
#include <set>
#include <map>
#include <stack>
using namespace std;

#define For(i,n) for(int i=0; i<(n); i++)
#define mp(a,b) make_pair((a), (b))
typedef long long 11;

typedef pair<int,int> pii;

int r,s;

pii zac, kon;

char mapa[2047][2047];

int spatne_hrany[2047]1[2047];

int dy([] = {-1,0,1,0};
int dx[] = {0,1,0,-1};
char smer[] = {'N’,’E’,’S’,"W};

//najde najskorsi vyskyt znaku c
pii najdi_znak (char c) {
For (i, r+2) For(j,s+2)
if (mapali] [j] == c) return mp(i, J);

}

int prekazka(char c) {
if(c == "#') return 1;
return 0;

}

//pocet prekazok v 2x2 stvorci

int pocet_prekazok (int y, int x) {
int res=0;
For(i,2) For(j,2) res += prekazka(mapaly+i] [x+]]);
return res;

}

//algoritmus prehladavania do sirky

void prehladavanie_do_sirky(pii pozicia) {
queue<pii> Q; //fronta v ktorej mam ulozene policka, ktore este potrebujem spracovat
Q.push (pozicia);

spatne_hrany[pozicia.first] [pozicia.second] = -2; //oznacim si zaciatok
while (!Q.empty()) { //kym mam co spracovavat

pozicia = Q.front(); Q.pop(); //vyberiem prvy prvok

For(i,4) { //pre kazdy smer

int y=pozicia.first+dy([i], x=pozicia.second+dx[i];

//overim ci mozem ist na danu poziciu, pripadne ci som tam uz nebol
if (pocet_prekazok(y,x) > 0 || spatne_hrany[y] [x] != -1) continue;
spatne_hrany([y] [x] = i;

Q.push(mp (y,x)); //vlozim dalsie policko na spracovanie

}

void vypis_cestu(pii pozicia) {
if (spatne_hrany[pozicia.first] [pozicia.second] == -2) return;
int p = spatne_hrany[pozicia.first] [pozicia.second];
//najskor vypisem cestu po toto policko a az potom aktualny znak
vypis_cestu(mp (pozicia.first - dyl[p], pozicia.second - dx[pl));
printf (”"%c”,smer[pl);

}

int main() {
scanf (”%d.%d"”, &r, &s) ;
//sentinely
For (i, r+4) mapal[i] [0]=mapal[i] [s+2]=mapali][l]l=mapalil [s+3]="#";
For (i,s+4) mapal[0] [i]l=mapa[r+2] [i]l=mapa[l] [i]=mapal[r+3][i]="#";

//nacitanie mapy zo vstupu
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For(i,r) For(j,s) scanf(”.%c”,&mapali+2][j+2]);
//najdem zaciatocnu a konecnu poziciu
zac = najdi_znak ("K’);
kon = najdi_znak ('T’);
//vyskisam odstranit kazda prekazku
for (int y=2; y<r+2; y++)

for (int x=2; x<s+2; x++) {

if (mapaly]l[x] != ’"#’) continue;

ror

mapaly] [x] = ".";
For(i,r+4) For(j,s+4) {
spatne_hrany[i] [j] = -1;

}
//prehladaj planik z policka zaciatku
prehladavanie_do_sirky (zac);
//ak existuje cesta do konca
if (spatne_hrany[kon.first] [kon.second] != -1) {
vypis_cestu(kon);
printf (”\n”);
return 0;
}
mapaly] [x] = "#';

//vyskusam bez odstranenia prekazky
For (i, r+4) For(j,s+4) {
spatne_hrany[i] [J] = -1;
}
prehladavanie_do_sirky (zac);
if (spatne_hrany[kon.first] [kon.second] != -1) {
vypis_cestu (kon) ;
printf ("\n”);
return 0;

//cesta neexistuje
printf ("neexistuje\n”);

\/zorové rieSenie

Ak chceme naSe rieSenie zrychlif, musime si uvedomif, ¢o robime zbytocne velakrat. Uvedomme si, ze ked
odstranime nejakt prekazku, ovplyvni nam to najviac 4 pozicie, do ktorych tato prekdzka zasahovala. Ak teda
zakazdym sputime BFS (prehladavanie do §irky) na celom planiku, budeme velké asti spracovévat stle dokola
bez toho, aby sa v nich nie¢o zmenilo.

Je zjavné, ze ak nejakd cesta zo zaciatku do konca potrebuje odstranif prekdzku na pozicii (z,y), tak bez
odstranenia fubovolnej prekdzky (teda na pdovodnom pléniku) sa tato cesta musela dostat az do stavu, ktory
tesne susedil s polickom (z,y). To znamend, ze ked uvazujeme o odstraneni tejto prekazky, zaujima nas len jej
okolie velkost 5 x 5 — 0 2 policka do vSetkych stran. A toto je len kontantne maly vysek povodného planiku,
na ktorom si, ¢o sa tyka ¢asovej zlozitosti, mozem dovolif robit takmer vsetko.

Riesenie teda moze vyzerat nasledovne: Na zaciatku spustime jedno BFS zo zacdiatocnej pozicie, ¢im si vyznacime
policka, na ktoré sa vieme dostat zo zaciatku bez toho, aby sme odstranili nejaki prekdzku. Ak sa medzi tymito
polickami nachadza aj ciel, jednoducho vypiSeme cestu a moézeme skondit.

Ak sa tam nenachédza, budeme musief odstranit aspon jednu prekdzku (a moZno ani to ndm nepomdze).
Najskor vsak spustime jedno BFS aj z konca, ¢im zistime, z ktorych policok sa vieme dostat do konca. Néasledne
sa pokusime odstranit kazda prekazku.

Pozrieme sa na vysek 5 x 5 okolo tejto prekazky a tuto prekdzku z neho odstranime. Medzi polickami v tomto
vyseku st mozno nejaké policka, do ktorych sa vieme dostat zo zaciatku a mozno nejaké policka, z ktorych sa
vieme dostat do konca. Pre kazdu dvojicu takychto policok preto mdzeme spustif jedno BFS na tomto malom
vyseku. Ak zistime, Ze medzi nimi existuje nejaké cesta, tak vieme prepojit aj zac¢iatok a koniec a mozeme teda
vypisat odpoved a program ukoncit.

Bohuzial, ako vidime na obrazku, moze nastat aj taky pripad, v ktorom po odstraneni prekdzky nevieme
zaciatok a koniec prepojit vnitri ndsho 5 x 5 vyseku, ale spravna cesta vedie oklukou. Nagtastie, pocas tejto
okluky nemozeme odstratiovat ziadnu dalSiu prekézku a preto by sme si ju mali byt schopni predpocitat dopredu.
Konkrétnejsie to bude fungovat tak, Ze povodny planik rozdelime na oblasti, v ktorych sa vieme pohybovat bez
toho, aby sme museli odstranit nejakt prekazku. Tieto oblasti si oéislujeme. O kazdom policku teda vieme, do
ktorej oblasti patri. Nech zacdiatok patri do oblasti 1 a koniec do oblasti 2. Opét sa budeme snazif odstranit
kazdu prekdzku a pozeraf sa iba na vysek velkosti 5 X 5.
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Obr. 1: Obréazok popisujici $pecialny pripad. Zltou st oznac¢ené policka, na ktoré sa vieme dostat zo zaciatku. (Presnejsie,
vieme tam mat nas$ Tavy horny roh.) Zelenou su tie, z ktorych sa vieme dostat do konca. Odstranujeme prekazku
oramovanu ¢ervenou a pozerame sa na ¢ierny 5 X 5 vysek. Vidime Ze po odstraneni vedie cesta zo zaciatku do konca po

modrej ceste prekracujicej nas vysek.

V tomto vyseku vSak nebudeme hladat iba priamu cestu medzi poli¢kom patriacim oblasti 1 a poli¢kom patriacim
oblasti 2. Bude nam stacit aj to, ak existuje in4 oblast k takd, Ze z policka z oblasti 1 sa vieme dostat na policko
oblasti k£ a z policka z oblasti 2 sa viem presunit tiez na policko oblasti k. Tym padom totiz ndjdeme cestu

vediicu zo zacdiatku do konca, ktord prechadza oblasfou k.

Zlozitost takéhoto riesenia je uz vzorovych O(rs), kedZze na zaciatku potrebujeme spustif BFS na oéislovanie
oblasti a potom uZ riesime vSetko len na najviac rs vysekoch konstantnej velkosti 5 x 5. A na takych malych

vysekoch si moZzeme dovolit robif aj pomerne vela maljch prehladévani.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <iostream>
#include <string>
#include <algorithm>
#include <vector>
#include <cmath>
#include <queue>
#include <set>
#include <map>
#include <stack>
using namespace std;

#define For(i,n) for(int i=0; i<(n); i++)
#define mp(a,b) make_pair((a), (b))
typedef long long 11;

typedef pair<int,int> pii;

int r,s;

pii zac, kon;

char mapa[2047][2047];

int komponenty[2047][2047];
int spatne_hrany[2047] [2047];
int dy[] = {-1,0,1,0};

int dx[] = {0,1,0,-1};
vector<pii> zaciatky;

//najde najskorsi vyskyt znaku c
pii najdi_znak (char c) {
For (i, r+2) For(j,s+2)

strana 5 z 12

aloha A-I-2



32. ro¢nik (2016/2017)
rieSenia domaceho kola
kategoria A

Olympidda v informatike
http://oi.sk/

if (mapa[i]l[j] == c) return mp(i,J);

}

int prekazka(char c) {
if(c == "#’) return 1;
return 0;

}

//pocet prekazok v 2x2 stvorci

int pocet_prekazok (int y, int x) {
int res=0;
For(i,2) For(j,2) res += prekazka (mapal[y+i] [x+3]);
return res;

}

//prehladame komponent, ktoremu patri policko pozicia
//takisto si vypocitame spatne hrany veduce do policka pozicia aby sme mohli
//rekonstruovat cestu
void oznac_komponent (pii pozicia, int farba) {
queue<pii> Q; Q.push (pozicia);

komponenty [pozicia.first] [pozicia.second] = farba;
spatne_hrany[pozicia.first] [pozicia.second] = -2;
while (!Q.empty()) {
pozicia = Q.front(); Q.pop();
For(i,4) {
int y=pozicia.first+dy[i], x=pozicia.second+dx[i];
if (komponenty[y][x] != -1 || pocet_prekazok(y,x) != 0) continue;
komponenty[y] [x] = farba;
spatne_hrany[y] [x] = i;
Q.push (mp (y,x));

}
int komponent (pii kde) {
return komponenty[kde.first] [kde.second];
}
char smery[] = {'N’,’E’",’S","W'};

string otoc_smery (string s) {
For (i,s.length()) {

if(s[i]=='N") s[i]="S";

else 1f(s[i]=="8") s[i]='N’;
else 1f(s[i]=="W") s[i]="E’;
else 1f(s[i]=="E’) s[i]="W";

}

return s;

}

//vypis cestu z policka odkial do policka kam
string vypis_cestu(pii odkial, pii kam) {
int komp = komponent (odkial);
if (odkial != zaciatkyl[komp]) {
string zac = vypis_cestu(zaciatky[komp], odkial);
string kon = vypis_cestu(zaciatky[komp], kam);
reverse (zac.begin(),zac.end());
return otoc_smery(zac) + kon;
}
string res =
while (spatne_hrany[kam.first] [kam.second] != -2) {
int smer = spatne_hrany[kam.first] [kam.second];
res += smery[smer];
kam = mp (kam.first-dy[smer], kam.second-dx[smer]);

wer .
i

}
reverse (res.begin(),res.end());
return res;

}
int nahlad_vysekul[6][6];

//pozriem sa ako vyzera okolie odstranenej prekazky
void sprav_vysek (int y, int x) {

For (i, 6) For(j,6) nahlad_vysekul[i] []] = 4;
y-=2; x-=2;
For(i,4) For(j,4) nahlad_vysekul[i+1l][j+1] = pocet_prekazok (y+i,x+7j);

}
string cesta_vo_vyseku[6][6];

//rprehladam vybrany vysek zo zadaneho policka
void prehladaj_vysek (pii odkial) {
For (i, 6) For(j,6) cesta_vo_vysekul[i][]]="!";
queue<pii> Q; Q.push(odkial);
cesta_vo_vyseku[odkial.first] [odkial.second]

—r.
7

while (!Q.empty()) {
odkial = Q.front(); Q.pop();
For(i,4) {
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int yl=odkial.first+dy[i], xl=odkial.second+dx[i];

if (cesta_vo_vyseku[yl][x1] != ”!” || nahlad_vyseku[yl][xl] != 0) continue;
cesta_vo_vyseku[yl] [x1] = cesta_vo_vyseku[odkial.first] [odkial.second]+smery[i];
Q.push (mp (y1,x1));

}
pii pozicia_vo_vyseku(pii povodna, pii stred) {

return mp (povodna.first-stred.first+3, povodna.second-stred.second+3);

}

int main ()
scanf ("%d.%d”, &r, &s);
//sentinely
For (i, r+4) mapali] [0O]l=mapa[i] [s+2]=mapa[i] [l]=mapa[i] [s+3]1="#";
For(i,s+4) mapal0] [i]=mapa[r+2] [i]l=mapa[l] [i]=mapa[r+3] [i]="#";
//nacitanie mapy zo vstupu
For(i,r) For(j,s) scanf(”.%c”,&mapal[i+2] [Jj+2]);

//najdem zaciatocnu a konecnu poziciu
zac = najdi_znak ('K’);
kon = najdi_znak ('T’);
//prehladaj vsetky suvisle komponenty, v ktorych sa vieme pohybovat bez odstranovania
For (i, r+4) For(j,s+4) {
komponenty([i] [j] = -1;
spatne_hrany[i] [J] = -1;
}

For (i, r+2) For(j,s+2) {

if (komponenty[i][j] == -1 && pocet_prekazok(i,j) == 0) {
oznac_komponent (mp (i, j), zaciatky.size());
zaciatky.push_back (mp (i, j));

}
}
//ak su zac a kon v rovnakom komponente odpoved pozname
if (komponent (zac) == komponent (kon)) {

printf ”%s\n",vypis_cestu(zac,kon).c_str());

return 0;

//pokusme sa odstranit kazdu prekazku a overme, ci po jej odstraneni existuje hladana cesta
for (int y=2; y<r+2; y++)
for (int x=2; x<s+2; x++) {
if (mapaly] [x] !'= "#’) continue;
mapaly] [x] = ".";
//ak odstranujem prednasku, zmeni sa iba mala cast v jej okoli
sprav_vysek (y, x) ;
//zistim, ktore policka z okolia prednasky patria zaciatocnemu a ktore koncovemu komponentu
vector<pii> zo_zaciatku, z_konca;
for (int yl=y-2; yl<y+2; yl++)
for (int xl=x-2; x1<x+2; x1++) {
if (komponent (zac) == komponent (mp (y1l,x1)
if (komponent (kon) == komponent (mp (y1l,x1)

)) zo_zaciatku.push_back (mp(yl,x1));
)) z_konca.push_back (mp(y1l,x1));
}
//pre kazdu dvojicu policka zo zaciatocneho komponentu a z koncoveho komponentu
//overim, ci vznikla cesta, ktora ich spaja
For (i, zo_zaciatku.size()) For(j,z_konca.size()) {
vector<pair<pii,string> > cesty_zo_zaciatku,cesty_z_konca;
//do ktorych policok vyseku sa viem dostat z vybraneho zaciatocneho policka a ako vyzera cesta do nich
prehladaj_vysek (pozicia_vo_vyseku(zo_zaciatkul[i],mp(y,x)));
For (pi, 6) For(pj,6) {
if (cesta_vo_vyseku[pi] [pj]=="!") continue;
cesty_zo_zaciatku.push_back (make_pair (mp (y+pi-3,x+pj-3),cesta_vo_vysekul[pi] [pJ]));

}
//do ktorych policok vyseku sa viem dostat z vybraneho koncoveho policka a ako vyzera cesta do nich

prehladaj_vysek (pozicia_vo_vyseku(z_koncalj],mp(y,x)));
For (pi, 6) For(pj,6) reverse(cesta_vo_vysekulpi] [pj].begin(),cesta_vo_vysekul[pi][pj].end());
For(pi,6) For(pj,6) {
if (cesta_vo_vyseku[pi] [pjl=="!") continue;
cesty_z_konca.push_back (make_pair (mp (y+pi-3, x+pj-3),cesta_vo_vysekulpil [pjl));
}
For (pi,cesty_zo_zaciatku.size()) For(pj,cesty_z_konca.size()) {

//mam dve cesty, ktore sa spajaju v tom istom bode
//cez tento bod teda vedie hladana cesta a uz len vypisem ako vyzera
if (cesty_zo_zaciatku([pi].first == cesty_z_koncal[p]j].first) {
string res = vypis_cestu(zac,zo_zaciatku([i]);
res += cesty_zo_zaciatku[pi].second;
res += otoc_smery (cesty_z_koncal[pj].second);
res += vypis_cestu(z_koncal[j],kon);
printf (”%$s\n”,res.c_str());
return 0;
}
if (komponent (cesty_zo_zaciatku[pi].first) == -1) continue;
if (komponent (cesty_z_konca[pj].first) == -1) continue;
//z oboch vybranych policok sa viem dostat do policka patriacemu tomu istemu komponentu
//v tom pripade existuje cesta cez tento komponent
if (komponent (cesty_zo_zaciatku[pi].first) == komponent (cesty_z_konca[pj].first)) {
string res = vypis_cestu(zac, zo_zaciatkul[il]);
res += cesty_zo_zaciatku[pi].second;
res += vypis_cestu(cesty_zo_zaciatkul[pi].first,cesty_z_koncalpj].first);
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res += otoc_smery (cesty_z_koncal[pj].second);
res += vypis_cestu(z_koncal]j],kon);;

printf ("%$s\n”,res.c_str());

return 0;

}
}
mapaly] [x] = "#';
}

//cesta neexistuje
printf (“neexistuje\n”);

A-1-3 Moderné umenie

RieSenie tejto sufaznej tlohy tizko sivisi s tzv. konvernym obalom zadanej mnoziny bodov.

Geometricky utvar volame konverny, ak pre kazdé dva jeho body A, B plati, Ze aj cela tisecka AB je sucastou
atvaru. Neformalne, konvexny atvar ,cely drzi pokope“ a nenajdeme na jeho obvode ziadne ,zahyby dovnutra“.
Konvezrny obal geometrického titvaru G je najmensi konvexny utvar, ktory obsahuje G. Specidlne plati, Ze
konvexnym obalom koneénej mnoziny bodov je vZdy (mozno degenerovany) mnohouholnik, ktorého vrcholy
lezia v niektorych z doty¢nych bodov. Este $pecidlnejsie, pre body v rovine plati, Ze obvod ich konvexného obalu
zodpoveda najkratSiemu moznému plotu, v ktorého vnutri alebo na obvode vSetky body lezia.

Pre jednoznac¢nost sa eSte dohodneme, Ze vrcholmi konvexného obalu nasej mnoziny bodov budeme volat len tie
body na jeho obvode, v ktorych obvod meni smer. Body leziace na stranach konvexného obalu teda nepovazujeme
za jeho vrcholy.

Malo by byt pomerne ocividné, Ze plati nasledujice tvrdenie: Majme dand mnoZinu bodov v rovine, ktort
mozeme otacat. Potom konkrétny bod z tejto mnoziny vieme spravit (ostro) najpravej$im prave vtedy, ked ide
o jeden z vrcholov konvexného obalu.

Dokaz: Predstavme si, ze sme body lubovolne otodili. Ak je nas bod vo vnutri konvexného obalu, chodme teraz
z neho doprava kym nenarazime na bod, ktory lezi na jeho obvode. Tento bod je bud priamo vrcholom, ktory
lezi viac napravo ako nas bod, alebo je na strane konvexného obalu, ktorej aspon jeden koncovy vrchol je viac
napravo ako nas bod. Ak je nas bod na strane konvexného obalu, aspon jeden koncovy vrchol tejto strany je
viac alebo tak isto napravo ako nas bod. Tym sme dokazali jednu implikaciu: AK je nas bod najviac napravo,
TAK musi byt vrcholom konvexného obalu.

Opacénd implikicia: KedZe ide o vrchol konvexného obalu, ten (pripominame, Ze ide o mnohouholnik) mé pri
tomto vrchole vnitorny uhol mensi ako 180°. To ale znamené, Ze ked zoberieme os tohto uhla a nato¢ime rovinu
tak, aby spominané os smerovala dolava, bude nis bod ostro napravejsim zo vsetkych.

Vyssie dokdzané tvrdenie ndm déva pomerne priamodciare rieSenie sitaznej tlohy: zostrojime konvexny obal,
overime, ¢i je zadany bod jednym z jeho vrcholov, a ak ano, nadjdeme os uhla pri iom a z jej smeru vypocitame,
o aky uhol treba otod¢it rovinu.

Najefektivnejsi algoritmus na najdenie konvexného obalu n bodov mé éasovi zlozitost O(nlogn). Detailny popis
tohto algoritmu najdete napr. vo vzorovych rieSeniach tlohy A-I-2 z 29. ro¢nika OI, tu ho kvéli tspore miesta
vynechame.

Nas$a stfazna tloha mé vSak aj efektivnejsie rieSenie, ktoré je navyse aj lahko implementovatelné. Na to, aby
sme overili, ¢ je nas bod vrcholom konvexného obalu, nepotrebujeme cely konvexny obal zostrojif. Sta¢i ndm
overit, ¢i z neho vSetky ostatné body ,,vidime* pod uhlom ostro mensim ako 180°.

Ako toto spravit sikovne? UkéZe sa, Ze to vieme celé spravit v linedrnom ¢ase, na jeden prechod zoznamom
bodov. Predstavme si, Ze sme celi rovinu posunuli tak, aby nd$ bod B lezal v bode (0,0). Nésledne si ju
rozdelime na hornti a dolni polrovinu. Do hornej polroviny budi patrit body s kladnou y-ovou stradnicou a
okrem nich este kladné poloos osi x, do dolnej polroviny bude patrit zvysok.

Pocas ¢itania bodov si budeme ku kazdej polrovine pamiitat najmensi a najviicsi z uhlov, pod ktorymi vidime
body v nej. Uhol, pod ktorym vidime bod X, meriame od kladnej poloosi osi x idic proti smeru hodinovych
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rudic¢iek. Hornej polrovine teda zodpovedaji uhly od 0° (vrétane) po 180° (ten uZ nie), dolnej polrovine zase
uhly od 180° (vratane) po 360° (uz nie).

Takto ziskand informécia ndm staéi na to, aby sme vyrieSili nasu sttaznu tlohu. Nés totiz zaujima, ¢i existuje
okolo nasho bodu viac ako 180-stupiiovy uhol, vo vnitri ktorého ziadne body nelezia. Takyto uhol méze vzniknuat
len dvomi sposobmi: bud je niektora polrovina (horné alebo dolnd) celd préazdna, alebo je dostato¢ny uhol medzi
poslednym bodom v jednej polrovine a prvym bodom v druhej.

Vy$sie popisany postup teda vedie k velmi jednoduchému algoritmu s linedrnou ¢asovou zlozitostou. Uhly, pod
ktorymi vidime jednotlivé body, je vhodné pocitat napr. funkciou atanz (v, ). (Takato funkciu méate k dispozicii vo
vicsine beznych programovacich jazykov, od obydajného arcus tangensu sa liSi tym, Ze zohladiiuje aj kvadrant,
v ktorom bod lezi.)

V nasom rieseni sme vSak pouzili alternativny pristup, ktory si az do posledného kroku vystaci s celymi ¢islami, a
teda vsetky vypocty spravi bez zaokrihlovacich chib. Namiesto explicitného vypoc¢tu uhlov ich len porovnavame
pomocou vektorového stucinu.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

typedef long long 11;
typedef complex<ll> smer;

11 cross_product (const smer &A, const smer &B) { return real(A) * imag(B) - imag(A) * real(B); }

double uhol (const smer &A) {
double odpoved = 180. % atan2( imag(A), real(dA) ) / M_PI;
if (odpoved < 0) odpoved += 360.;
return odpoved;

}

int main() {
int Nj;
11 bx, by;
cin >> N >> bx >> by;

// zostrojime si smery z nasho bodu do vsetkych inych
vector<smer> smery;
for (int n=0; n<N-1; ++n) {

11 ax, ay;

cin >> ax >> ay;

smery.push_back ( smer( ax-bx, ay-by ) );

}

// prejdeme vsetky smery a v kazdej polrovine si najdeme najmensi a najvacsi
bool mam_hore = false, mam_dole = false;
smer min_hore, max_hore, min_dole, max_dole;

for (const auto &vec : smery) {
bool je_hore = (imag(vec) > 0 || (imag(vec) == 0 && real(vec) > 0));
if (je_hore) {
if (mam_hore) {

if (cross_product (vec,min_hore) > 0) min_hore = vec;
if (cross_product (max_hore,vec) > 0) max_hore = vec;
} else {
mam_hore = true;
min_hore = max_hore = vec;
}
} else {
if (mam_dole) {
if (cross_product (vec,min_dole) > 0) min_dole = vec;
if (cross_product (max_dole,vec) > 0) max_dole = vec;
} else {
mam_dole = true;
min_dole = max_dole = vec;

}

// zistime, ci existuje volny uhol vacsi ako 180 stupnov
// ak existuje, vypiseme uhol, ktory otoci jeho os na kladnu poloos osi x

if (!mam_hore) { cout << (uhol (min_dole) + uhol (max_dole))/2 - 180 << endl; return 0; }
if (!mam_dole) { cout << (uhol (min_hore) + uhol (max_hore))/2 - 180 << endl; return 0; }
if (cross_product (max_hore,min_dole) < 0) { cout << (uhol (min_dole) + uhol (max_hore))/2 << endl; return 0;
if (cross_product (max_dole,min_hore) < 0) { cout << (uhol (max_dole) + uhol (min_hore))/2 - 180 << endl; return 0;

cout << ”Neexistuje” << endl;
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A-1-4 Stromochod

Postupne si prejdeme rieSenia vSetkych sufaznjch podiloh. Jednotlivé rieSenia na sebe nezédvisia, d4 sa citat
kazdé zvlast.

Poddloha A: overenie parity

Na overenie, ¢i je pocet vrcholov v strome parny, ndm staéi jemne upravit priklad zo Studijného textu. V
Studijnom texte sme si ukazali program, ktory prejde cely strom a v kazdom vrchole nastavi znacku, ze tam uz
bol. N&$ novy program nebude vSade nastavovat t0 ist znacku, ale na striedacku dve roézne znacky. Mozeme si
to predstavit tak, ako keby sme vrcholy, ktoré navstivime, striedavo farbili éervenou a modrou. Kedy je celkovy
pocet vrcholov parny? Prave vtedy, ked sme pri farbeni posledného vrcholu pouzili modra farbu.

Casové zlozitost tohto riefenia je, rovnako ako v priklade v Studijnom texte, linedrna od poctu vrcholov.

Listing programu (Pascal)

var neparny : boolean; { navstivil som zatial neparny pocet vrcholov? na zaciatku false }
type vrchol = record { typ ”“vrchol” popisuje, ake znacky ukladame do vrcholov }

stav: 0..3; { pocitadlo kolkokrat sme uz tento vrchol navstivili }

ok: boolean; { v koreni tato znacka sluzi ako vystup, inde ju nepouzivame }
end; { na zaciatku je v kazdom vrchole stav = 0 }
begin

while true do begin { nekonecny cyklus }

V.stav := V.stav + 1;

case V.stav of
1: if ex_1 then krok_1;
2: if ex_p then krok_p;

3: begin
{ naposledy opustame nejaky vrchol, zapocitame ho }
neparny := not neparny;

if ex_o then krok_o else begin
{ nemame otca = sme v koreni celeho stromu, prave koncime }
V.ok := not neparny;
halt;

Poduloha B: mocnina dvoch

To, ¢i je nejaké ¢islo mocninou dvoch, vieme overif napriklad tak, Ze ho dokola delime dvojkou, az kym nedos-
taneme hodnotu 1.

Ako toto spravit v nagej tlohe? Spravime niekolko prechodov po strome a v kazdom z nich ,;zahodime* polovicu
vrcholov. Teda presnejsie, nechame ich na mieste, len si v nich spravime znacku, Ze ich uz ignorujeme. Ak sa
tento proces zastavi s tym, Ze mame len jediny ,nezahodeny“ vrchol, bol pévodny pocet mocninou dvoch. A ak
sa proces zastavi s tym, Ze po nejakom kole ndm ostane vi¢si neparny pocet ,nezahodenych* vrcholov, pévodny
pocet vrcholov mocninou dvoch nebol.

Kazdy prechod n-vrcholovym stromom vieme spravit v ¢ase O(n). KedZze v kazdom prechode pocet nezahodenych
vrcholov klesne na polovicu, bude celkovy pocet prechodov nanajvys log, n, a teda celkova ¢asovd zlozitost tohto
algoritmu je O(nlogn).

Listing programu (Pascal)

var neparny : boolean; { navstivil som v aktualnom prechode neparny pocet vrcholov? }
nechal : 0..2; { kolko vrcholov som uz presiel a NEzahodil v aktualnom prechode?
hodnota 2 znamena ”viac ako jeden” }

type vrchol = record
stav: 0..3;
ok: boolean;
zahodeny: boolean;
end;

typ ”“vrchol” popisuje, ake znacky ukladame do vrcholov }
pocitadlo kolkokrat sme uz tento vrchol navstivili }

v koreni tato znacka sluzi ako vystup, inde Jju nepouzivame }
zahodili sme uz tento vrchol? na zaciatku false }

- -

procedure jeden_prechod;
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begin

while true do begin { nekonecny cyklus }

V.stav := V.stav + 1;
case V.stav of
: if ex_1 then krok_1;
2: if ex_p then krok_p;
3: if not V.zahodeny then begin

{ sme vo vrchole, ktory sme este nezahodili, spracujeme ho }
neparny := not neparny;
if neparny then begin

{ tento vrchol si nechame, zvysime pocitadlo }

if nechal < 2 then nechal := nechal+l;
end else begin

{ ale kazdy druhy vrchol zahodime }

V.zahodeny := true;
end;
{ zresetujeme stav na 0 pre pripadny dalsi prechod stromu }
V.stav := 0;
{ pohneme sa dohora, resp. skoncime tento prechod }
if ex_o then krok_o else exit;

begin
while true do begin
neparny := false;
nechal := 0;
jeden_prechod;
if neparny then begin
{ po prechode ostal neparny pocet nezahodenych vrcholov }
if pocet = 1 then begin
{ ostal prave jeden nezahodeny vrchol => mame mocninu dvoch }
V.ok := true;
end else begin
{ ostalo 3 alebo viac nezahodenych vrcholov => nemame mocninu dvoch }
V.ok := false;
end;
halt;
end;
end;
end.

Poduiloha C: aplny strom

To, ¢i je strom uplny, budeme kontrolovat po trovniach, za¢inajic v koreni. Existuju len dve moZnosti, ako
moze vyzerat troveil v Uplnom strome: bud maja vSetky vrcholy v danej tirovni dvoch synov (aj lavého, aj
pravého), alebo sme uZ v listoch, a teda Ziaden z vrcholov nem4 ani jedného syna.

Na zaciatku celého programu si ozna¢ime koreri stromu. Kazdé kolo kontroly bude vyzerat nasledovne: Spustime
z korena prehladavanie, ktoré ale nepdjde hlbsie ako po oznaéené vrcholy. V kazdom oznadenom vrchole spravime
nasledovné:

1. odznac¢ime ho
2. oznacime vSetkych jeho synov
3. nastavime na true premennu S;, kde i je pocCet synov prave spractvaného vrcholu

V premennych Sy, S1 a Ss si teda pamétame, ¢i v aktudlnej trovni bol nejaky vrchol s 0 / 1 / 2 synmi.
Na konci prechodu sa rozhodneme nasledovne:

e Ak je pravdivé len Sy, prave spracovand uroven bola poslednd a spracuvany strom je naozaj uplny. V
koreni o tom ulozime spravu a program skoncime.

e Ak je pravdivé len Sy, prave spracovand uroven je korektnou vnitornou troviiou, akti moézeme vidief v
tUplnom strome. Pokracujeme na dalsi prechod, teda na kontrolu nasledujicej irovne.

e Vo vsetkych ostatnych pripadoch vieme, ze nas strom nie je uplny. V koreni o tom ulozime spravu a
program skoncime.

Ak tento program spustime na tplnom strome s n = 2¥ —1 vrcholmi, udeje sa nasledovné: pri prvom prehladévani
sa pozrieme len na 1 vrchol, pri druhom na 142, pri trefom na 1+2+4, atd., az pri poslednom sa pozrieme na
142+ + 281 = vgetkych 2¥ — 1 vrcholov. Celkovy poéet navstivenych vrcholov je teda mensi ako 2n.
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(Iny pohlad: v poslednom prechode navstivime vSetky vrcholy, v predposlednom len polovicu, o prechod skor
len Stvrtinu celkového poétu, atd.)

Ak tento program spustime na strome, ktory uplny nie je, skon¢i skor, lebo najde spor.

V najhorSom pripade mé teda tento algoritmus optimalnu ¢asova zlozitost O(n).

Listing programu (Pascal)

var s0,sl,s2 : boolean; { videl som uz v aktualnej urovni vrchol s 0/1/2 synmi? }

type vrchol = record { typ ”“vrchol” popisuje, ake znacky ukladame do vrcholov }
stav: 0..3; { pocitadlo kolkokrat sme uz tento vrchol navstivili }
ok: boolean; { v koreni tato znacka sluzi ako vystup, inde Jju nepouzivame }
oznaceny: boolean; { oznacene vrcholy tvoria prave spracuvanu uroven }

end;

procedure jeden_prechod;

begin
while true do begin { nekonecny cyklus }
V.stav := V.stav + 1;
case V.stav of
1: begin
{ prave sme prvykrat prisli do tohto vrcholu }
if V.oznaceny then begin
{ ako prve upravime premenne s0, sl, s2 }
synov := 0;
if ex_1 and ex_p then s2 := true
else if ex_1 or ex_p then sl := true
else s0 := true;
{ nasledne od-znacime vrchol a oznacime jeho synov }
V.oznaceny := false;
if ex_1 then begin krok_1l; V.oznaceny := true; krok_o; end;
if ex_p then begin krok_p; V.oznaceny := true; krok_o; end;
{ a zmenime stav na 2, aby sme sa v nasledujucej iteracii uz vratili dohora }
V.stav := 2;
end else begin
{ ak aktualny vrchol nie je oznaceny, len pokracujeme dodola }
if ex_1 then krok_1;
end;
2: if ex_p then krok_p;
3: if ex_o then krok_o else exit;
end;
end;
end;
end;

begin
{ na zaciatku oznacime koren }
V.oznaceny := true;
while true do begin
{ novy prechod, spracuvame novu uroven stromu }

s0 := false; sl := false; s2 := false;

jeden_prechod;

if sO0 and (not sl) and (not s2) then begin V.ok := true; halt; end;
if (not s0) and (not sl) and s2 then continue;

V.ok := false;

halt;

end;

TRIDSIATY DRUHY ROCNIK OLYMPIADY V INFORMATIKE

Priprava tloh: Michal Anderle, Michal Forisek
Recenzia: Michal Forisek
Slovenska komisia Olympiaddy v informatike
Vydal: IUVENTA — Slovensky institut mladeze, Bratislava 2016

strana 12 z 12 aloha A-I-4



