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Priebeh celostatneho kola

Celostatne kolo 31. ro¢énika Olympiady v informatike, kategdrie A, sa koné v ditoch 6. — 9. aprila 2016. Na rieSenie
aloh prvého, teoretického diia maja sttaziaci 4,5 hodiny ¢istého ¢asu. Rozne tlohy riesia stfaziaci na samos-
tatné listy papiera. Akékolvek pomocky okrem pisacich potrieb (napr. knihy, vypisy programov, kalkulacky) st
zakazané.

Co ma obsahovat riesenie alohy?

e Slovne popiste algoritmus.

Slovny popis rieSenia musi byt jasny a zrozumitelny i bez nahliadnutia do samotného algoritmu/programu.
Zdodvodnite spravnost vasho algoritmu.

Uvedte a zdévodnite jeho ¢asovii a paméifovi zloZitost.

Podrobne uvedte dolezité ¢asti algoritmu, idedlne vo forme programu v Pascale alebo C/C++.

V pripade, ze pouzivate vo svojom programovacom jazyku kniznice, ktoré obsahuji implementované datové
Struktury a algoritmy (napr. STL pre C++), v popise algoritmu struc¢ne vysvetlite, ako by ste napisali
program s rovnakou ¢asovou zlozitostou bez pouzitia kniznice.

Hodnotenie rieSeni prvého (teoretického) diia

Za kazdu tlohu mozete ziskat od 0 do 10 bodov.

Pokial nie je v zadani povedané ina¢, najdoleZitejsie dve kritérid hodnotenia sii v prvom rade spravnost a
v druhom rade efektivnost navrhnutého algoritmu. Na vyslednom poécte bodov sa méze prejavit aj kvalita
popisu riesenia a zdovodnenie tvrdeni o jeho spravnosti a efektivnosti.

Efektivnost algoritmu posudzujeme vypodcitanim jeho ¢asovej zlozitosti — funkcie, ktora hovori, ako dlho vyko-
nanie algoritmu trvé v zavislosti od velkosti vstupnych parametrov. Nezavisi pri tom na konstantnych faktoroch,
len na radovej rychlosti rastu tejto funkcie.

V zadani tlohy mézu byt uvedené limity na velkost premennych. Tieto mdzete pouzit na odhad toho, ako dobré
vasSe rieSenie je. Na pocitaci, ktory vykona miliardu inStrukcii za sekundu, vyriesi vzorové rieSenie lubovolny
povoleny vstup nanajvys za niekolko sekind.
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A-111-1  Trojnohy beh

Stvrtaci sa uz tesia na najblizsi piatok. Namiesto vyucovania je vtedy totiz Sportovy deii. Najsledovanejsou
disciplinou je trojnohy beh. V trojnohom behu medzi sebou stfazia dvojice chlapec-dievéa. Kazd4 dvojica je
pri behu spolu zviazand: prava noha chlapca je priviazané k lavej nohe dievéata, takze musia bezaf obaja tym
istym tempom.

Satazna dloha
V skole je n chlapcov a n dievéat. O kazdom z nich vieme, ak mé rychlost. Kvoli trojnohému behu ich chceme
vSetkych popéarovat — teda vyrobif n dvojic. Rychlost dvojice bude pomalSou z rychlosti deti, ktoré ju tvoria.

a) (5 bodov) Napiste ¢o najefektivnejsi program, ktory zisti, aky najvicsi moze byt stucet rychlosti dvojic.
b) (5 bodov) Napiste ¢o najefektivnejsi program, ktory zisti, aky najmens? moze byt stcet rychlosti dvojic.

V oboch podiillohach je doélezitou stcastou rieSenia dokaz sprdvnosti pouzitého algoritmu.

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu je ¢islo n. V druhom riadku je n &isel: rychlosti chlapcov. V trefom riadku je tiez n éisel:
rychlosti dievcat.
Vypiste dva riadky: v prvom najvicsi a v druhom najmensi mozny stcet rychlosti dvojic.

Priklad
vstup vystup
3 9
514 6
2 3 10

Jedno mozné riesenie:

Najvicsi sucet rychlosti vieme dosiahnut napr. tak, ze chlapec s rychlostou 5 pobeZi s dievéatom s rychlostou 10,
chlapec s rychlostou 1 s dievéatom s rychlostou 2 a chlapec s rychlostou 4 s dievéatom s rychlostou 3. Rychlosti
tychto dvojic st 5, 1 a 3, sucet rychlosti je teda 9.

Najmensi sucet rychlosti vyrobia napr. dvojice 5-2, 4-3 a 1-10. Rychlosti tychto dvojic su 2, 3 a 1.
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A-I11-2 Elektromobil

Jano si nedavno kipil nové moderné auto na elektrinu. Auto poslicha, jazdi dobre, ale jeden problém tu predsa
je: v nasich kon¢inach je pomerne malo dobijacich stanic. Dostat sa z miesta na miesto moéze teda obdas byt
netrivialne.

Satazna dloha

Krajinu tvori n miest a m ciest. Kazda cesta je obojsmerna a spaja niektoré dve mestd. Pre jednoduchost
budeme predpokladat, ze vietky cesty maji rovnaka dizku.

V niektorych d mestach si dobijacie stanice. Auto mé batériu, ktorej kapacita stac¢i na prejdenie k ciest.

Pre dané dve mestd a a b zistite, ¢i sa d4 dostat do mesta b, ak za¢iname v meste ¢ a mame do plna nabitt
batériu v aute.

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu su ¢isla n, m, d, k, a, b. Mesta st oéislované od 0 po n — 1. V druhom riadku je d ¢isel:
¢isla miest, v ktorych st dobijacie stanice. Zvysok vstupu tvori m riadkov. Kazdy z tychto riadkov obsahuje
¢isla dvoch miest, ktoré st spojené cestou.

Na vystup vypiste ,ano* alebo nie podla toho, ¢ sa vieme dostat z a do b.

Obmedzenia a hodnotenie

Plny pocet bodov moézu dostat rieSenia, ktoré efektivne vyriesia vstupy, v ktorych mame n < 100000 miest a
m < 500000 ciest (pri¢om d aj k moézu byt Iubovolné).

Zna¢ny pocet bodov dostani rieSenia, ktoré si poradia s podobne velkymi n a m, ale len za predpokladu, Ze
niektory z parametrov d a k je maly.

Lubovolné riesenie beziace v polynomialnom ¢ase od n a m moze ziskat aspon 4 body.

Priklad

vstup vystup

N
w
o
~

[ano l

Odvezieme sa z 0 cez 1 a 2 do 3, kde dobijeme auto.
Odtial pojdeme cez 2 a 4 do 5, znova dobijeme auto.

Na zaver sa z 5 odvezieme cez 4 a 6 do 7.

~NOoO P PN NEPE O WO
00 ~N O O d W N+~ 00

Keby namiesto b =7 bolo b = 8, odpoved by bola nie.
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A-111-3  Sufixové stromy

V tomto zadani nijdete najskor zadanie stitaznej tilohy a nasledne studijny text o sufixovych stromoch. Studijny
text je identicky s tym, ktory bol v zadaniach domaceho a krajského kola.

Siatazna dloha, podiloha A (4 body)

Urc¢ite poznate osemsmerovku: logickt tilohu, pri ktorej lasteni je potrebné néjst nejaké slova v danej tabulke
pismen. Mozno ste si ale neuvedomili, Ze mnozina slov, ktoré treba v osemsmerovke vyskrtat, nemoze byt len tak
hocijakd. Okrem iného musi platit, Ze ziadne z vySkrtavanych slov nie je podretazcom iného z nich. Napriklad
v dobrej osemsmerovke nebudi naraz slova tvor a potvora. TotiZ potom by sa mohlo staf, Ze v osemsmerovke
néjdem slovo tvor, vySkrtnem ho, ale potom sa ukéZe, Ze to nebol ten spravny tvor ale ¢ast dlhsieho slova
potvora.

Na vstupe st dané retfazce Si,...,S,. Napiste program s optimélnou casovou zlozitostou, ktory zisti, ¢i je
niektory z tychto refazcov podretazcom iného.

Satazna aloha, poddloha B (6 bodov)

Cyklicky posun refazca je kazdy refazec, ktory vieme vyrobit tak, Ze povodny retazec rozdelime na dve Casti
a druht presunieme pred prvi. Napr. vSetky cyklické posuny retazca zabka sii zabka, abkaz, bkaza, kazab a
azabk. Keby sme tieto cyklické posuny usporiadali podla abecedy, dostaneme nasledovné poradie: abkaz, azabk,
bkaza, kazab, zabka.

Dany je retazec S dizky n a éslo k, pre ktoré plati 1 < k < n. Napiste program s optimalnou ¢asovou zlozitostou,
ktory vypise k-ty najmensi cyklicky posun retazca S. Napr. pre S = zabka a k = 4 by mal byt vystupom retazec
kazab. Pre S = baba by aj pre k = 1 aj pre k = 2 mal byt vystupom refazec abab.

Studijny text: sufixové stromy

V tomto Studijnom texte sa zozndmime s uZitoénou datovou Struktirou pre pracu s refazcami: sufizovim
stromom. Dozvies sa, ako takyto strom wyzerd. Nedozvies sa, ako takyto strom efektivne vyrobif — ale to na
riesenie sufaznych tloh ani vedief nepotrebujes. Plne bude stacit, ak budes vediet tento strom pouZit ako ndstroj
pri nadvrhu novych algoritmov.

Ale skor, nez sa dostaneme k samotnym sufixovym stromom, za¢neme jednoduchs$imi vecami.

Abeceda

Vstupom pre vsetky sttazné tlohy budt refazce tvorené malymi pismenami anglickej abecedy. Okrem nich sa
nam obdcas oplati interne pouzif aj nejaké iné symboly. Budeme vSak predpokladat, ze vSetky pouzité symboly
maji ASCII hodnoty od 33 po 126. Velkost abecedy teda budeme povazovat za konstantu a nebudeme ju brat
do tvahy pri odhadoch ¢asovej zlozitosti.

Pismenkovy strom

Pismenkovy strom (po anglicky trie) je jednoduché datové strukttra, ktora vieme pouZif na uloZenie mnoziny
retazcov. Funguje nasledovne: pismenkovy strom je zakoreneny strom, v ktorom plati:

e Kazdé hrana mé k sebe priradené pismeno.
e Pre kazdy vrchol plati, Ze hrany vediice z neho maji navzadjom rézne pismena.
e Niektoré vrcholy s oznacené.
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Obr. 1: Pismenkovy strom predstavujici mnozinu retazcov {ja, jama, juh, pes}. Oznacené vrcholy st zndzornené
dvojitym krazkom.

Kazdému vrcholu v pismenkovom strome vieme priradit refazec, ktory mu zodpoveda: postupnost pismen,
ktoré precitame na hranach cestou z koreria do doty¢ného vrcholu. Pismenkovy strom predstavuje mnozinu tych
retazcov, ktoré zodpovedaji oznadenym vrcholom.

Pismenkovy strom reprezentujici dant mnozinu retazcov vieme Tahko vyrobit v ¢ase priamo timernom sucétu
ich dlzok: Za¢neme s prazdnym stromom, tvorenym len neozna¢enym korefiom. Postupne po jednom pridavame
retazce, ktoré chceme ulozit. Prid4dvanie refazca vyzerd tak, Ze sa z korenia dodola vyberieme cestou uréenou
jeho pismenami. Vo vSeobecnosti prvych niekolko krokov povedie cez uz existujtice vrcholy a nésledne budeme
nuteni niekolko novych vrcholov a hran pridat. Vrchol, v ktorom cestu dodola skonéime, oznaéime.

Komprimovany pismenkovy strom

Pismenkovy strom ¢asto zabera zbytocne vela pamiite. V kazdom vrchole v si totiz treba paméitat pre kazdé
pismeno x abecedy ¢i a kam vedie z v na x hrana. Ako to zlep$it? Kompresiou hran: jednoducho vynechdme
tie vrcholy, kde sa ni¢ nedeje — inymi slovami, neoznacené vrcholy v ktorych sa pismenkovy strom nevetvi. V
komprimovanom pismenkovom strome teda plati, Ze kazd4 hrana mé k sebe priradeny neprazdny refazec. A
nasledne pre kazdy vrchol plati, Ze hrany vedice z neho maji navzajom rézne prvé pismena.

Obr. 2: Komprimovana verzia pismenkového stromu z predchadzajiceho obrazku.

Za zmienku stoji, Zze aj komprimovani verziu pismenkového stromu vieme vyrabat podobne ako pdvodnil, len
implementacia je o ¢osi zlozitejsia. Keby sme napriklad do stromu z obréazka isli pridat novy refazec pluh,
museli by sme sti¢asnd hranu oznaceni pes rozdelit novym vrcholom v na dve kratsie: hranu oznacenti p vedicu
z korena do v, a hranu oznadenti es vedicu z v dalej. A nasledne by sme z v pridali druhti hranu oznacenti 1uh.

Prefixy, sufixy a podretazce

Vo viacerych tilohdch sa budeme zaoberat podretazcami daného retazca. Tu povazujeme za potrebné podotknut,
7e pod slovom podretazec budeme vzdy rozumiet stvisly podrefazec, teda tisek po sebe nasledujtcich pismen v
povodnom retazci. Teda napr. refazec ace nie je podrefazcom retazca abcde.

Podretazce zac¢inajtice na zaciatku refazca volame prefizy a podrefazce konciace na jeho konci volame sufizy.
Teda napriklad retazec abcde mé sufixy abcde, bede, cde, de a e. (Niekedy za sufix povazujeme aj prazdny
refazec — teda sufix nulovej dizky.)
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Vsimnite si uzitoéni vec: nech si zvolime akykolvek podretazec daného retazca, vzidy existuje nejaky sufix, ktory
tymto podretazcom zacina. Napriklad ak médme refazec abcde a zvolime si podretazec bec, tak ide o sufix bcde.
Naco je toto pozorovanie dobré? Hovori ndm, Ze ked vieme nejakt informéciu o sufixoch daného refazca, mo-
zeme z nej Casto lahko vedief odvodit takt istd informéaciu o Iubovolnom jeho podrefazci. A zatial ¢o podet
podretazcov zavisi od dlzky daného refazca kvadraticky, pocet jeho sufixov je len linearny, takZe ich vieme
spracovat efektivnejsie.

A prave na tomto pozorovani je zalozena hlavna datova Struktira, ktort si v tomto Studijnom texte predstavu-
jeme.

Sufixovy strom

Sufizovy strom si vieme definovat velmi jednoducho: sufixovy strom zodpovedajtci refazcu S je komprimovany
pismenkovy strom obsahujtci mnozinu vSetkych neprazdnych sufixov retazca S.

Teda napriklad sufixovy strom zodpovedajuci refazcu abcde je vlastne komprimovany pismenkovy strom obsa-
hujuci retazce abcde, bcde, cde, de a e.

Obr. 3: VIavo sufixovy strom pre refazec ananas, vpravo pre refazec kalika.

Ak by sme chceli sufixovy strom daného n-znakového refazca vyrobif priamo podla nasej definicie, potrebovali
by sme na to ©(n?) krokov: postupne po jednom by sme doti vkladali vietky sufixy, no a tie maju stcet dizok
az n(n+1)/2.

Vsimnite si ale, Zze vysledny strom mé nanajvys n listov (jeden pre kazdy sufix) a teda mé len O(n) vrcholov
a tiez len O(n) hrédn. Teoreticky by teda mohol ist vyrobif aj v lepSom ako kvadratickom ¢ase. A skutocne:
Existuju sikovné algoritmy, ktoré k danému retazcu vyrobia jeho sufixovy strom dokonca v ¢ase ©(n). Tieto
algoritmy svojou naro¢nostou presahuju ramec tohto textu a nebudeme sa nimi zaoberat.

Sufixovy strom so zarazkou

Sufixovy strom pre retazec ananas mal pekni vlastnost: kazdému sufixu zodpovedal jeden z listov tohto stromu.
Sufixovy strom pre refazec kalika tto vlastnost nemal. Totiz napriklad sufix a je prefixom sufixu alika.
Tomu vSak vieme lahko pomoct: namiesto refazca kalika si spravime sufixovy strom pre refazec kalika#
(pri¢om vo vSeobecnosti # predstavuje fubovolny symbol, ktory sa v pdvodnom refazci nenachadza). V novom
sufixovom strome uz naozaj kazdy sufix zodpoveda inému listu — inymi slovami, po pridani ,zardzky“ # na
koniec refazca uz zjavne neméze byt jeden sufix prefixom iného.

Detaily reprezentacie sufixového stromu v pamati

Skor, nez sa pustis do riesenia stutaznych tloh, eSte sa potrebujeme dohodniif na niekolkych technickych detai-
loch, aby sa ndm vase rieSenia lepsie ¢itali.

e Sufixovy strom je objekt. Obsahuje premenni retazec v ktorej je ulozeny refazec ktorého sufixy st ulozené
v strome. Dalej obsahuje premennti koren: ukazovatel na koreii samotného stromu.

e Kazdy vrchol stromu je objekt, ktory obsahuje tri premenné:

— premenni data, do ktorej si mozete ukladat idaje lubovolného typu (pricom tento typ si mozete vy
zvolit aky potrebujete)
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— premennd deti: pole, do ktorého indexujeme pismenkom (prvym pismenkom refazca priradeného
hrane). Kazdé policko tohto pola obsahuje ukazovatel na prislusnt hranu. Ak taka hrana neexistuje,
je napr. prislusny ukazovatel nulovy.

— premennu koniec v ktorej je hodnota true alebo false podla toho, ¢i tu koné¢i nejaky sufix

e Kazda hrana stromu je tiez objekt. Obsahuje tri premenné: éiselné premenné od a po a ukazovatel na
vrchol kam. Premenné kam ukazuje na vrchol do ktorého hrana vedie. Ciselné premenné hovoria, 7e retazec
napisany na tejto hrane je podretazcom povodného retazca (toho uloZeného v premennej retazec pre cely
strom) tvoreny znakmi na pozicidch od az po-1, vratane.

(Preco sme pouzili premenné od a po namiesto toho aby sme priamo pre kazda hranu ulozili retazec ktory
jej zodpoveda? Rozmyslite si, ze keby sme dotyéné refazce zapisovali priamo, dostali by sme v najhor§om
moznom pripade az strom, na ktorého uloZenie je potrebnej kvadraticky vela pamiéte.)

e Vo svojom rieSeni mozes pouzit funkciu vyrob_strom(r) ktorej d4s ako jediny parameter refazec r, ktorého
sufixovy strom chce$ vyrobif. Funkcia tento strom (v linedrnom éase od dlzky zadaného retazca) vyrobi a
vrati ho ako navratovia hodnotu.

Rozsireny sufixovy strom

Obcas by sme chceli vedief spravit sufixovy strom aj pre viac ako jeden refazec. Presnejsie, chceli by sme
napriklad zobrat refazce A a B a vyrobif strom, v ktorom budu aj sufixy refazca A aj sufixy refazca B.

Na vyrieSenie tejto lohy stacéi Sikovne vyuzit funkciu vyrob_strom. Tej na vstup podstréime refazec A#B#, kde
# (,,zardzka®) je novy znak nevyskytujici sa ani v A ani v B. V strome, ktory takto dostaneme, uz len jednoducho
odignorujeme (alebo dokonca zmazeme) vSetko ¢o sa nachddza pod nejakym vyskytom znaku #.

Napr. ak by sme mali refazce macka a pes, zostrojime sufixovy strom pre refazec macka#pes#. V tomto strome
bude napr. uloZeny sufix es# (zodpovedajici sufixu es refazca pes) ale aj sufix cka#pes# (zodpovedajtci sufixu
cka refazca macka).

Obcas je navySe uzitoéné pouZif navzéjom rozne zardzky: napr. ak vyrobime sufixovy strom pre refazec
macka$pes# tak vieme spoznat, ¢i sufix patri prvému alebo druhému refazcu podla toho, na ktort zardzku
skor narazime pri jeho ¢itani.

Priklad 1

Uloha: Na vstupe je dlhy refazec T. Potom bude prichadzaf vela dalsich retazcov. O kazdom z nich zistite, ¢i sa
v T nachadza ako podretazec.

Riesenie: Zostrojime si sufixovy strom pre T. Nésledne pre kazdy refazec S zacneme v koreni stromu a snaZzime
sa ist dodola cestou, ktord zodpovedd S. Ak sa ndm to podari, vieme, Ze S sa v T nachadza, ak sa niekde
zasekneme, vieme, ze nastal opac¢ny pripad.

Kazdy refazec takto spracujeme v ¢ase linearnom od jeho dlzky.

def zisti_ci_sa_nachadza (strom,slovo) :
# zisti, ci sa retazec ”slovo” nachadza v retazci T, ktoreho sufixovy strom je ”strom”

kde = strom.koren # zacneme v koreni stromu
i=0 # ideme spracovat i-te pismeno retazca slovo
while i < len(slovo):
# pozrieme, ci z aktualneho vrcholu ide hrana na spravne pismeno
if slovo[i] not in kde.deti: return False
hrana = kde.deti[ slovol[i] ]

# ak ide, skontrolujeme, ci je cely text hrany spravny
dlzka = min( hrana.po - hrana.od, len(slovo) - i )

text_hrana = strom.retazec[ hrana.od : hrana.od + dlzka
text_slovo = slovo[ i : i+dlzka
if text_hrana != text_slovo: return False

# ak text sedel, posunieme sa o vrchol nizsie
i += dlzka
kde = hrana.kam

return True
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T = input ()
strom = vyrob_strom(T)
Q = int ( input () ) # pocet otazok
for g in range (Q):
slovo = input () # nacitame otazku

print ( zisti_ci_sa_nachadza( strom, slovo ) )

Priklad 2

Uloha: Na vstupe je dlhy retazec T. Potom bude prichddzat vela dalsich refazcov. O kazdom z nich zistite,
kolkokrat sa v T nachadza ako podretazec.

Riesenie: Upravime predchadzajice riesenie. Po tom, ako strom zostrojime, ho rekurzivne prejdeme a v kazdom
vrchole si spoéitame, kolko sufixov pod nim konéi — teda kolko vrcholov pod nim (vratane jeho samotného) méa
premennu koniec nastavend na true.

Rozmyslite si, ze ked médme v nasom sufixovom strome vrchol r zodpovedajuci refazcu R, tak kazdy koniec
sufixu v podstrome s korefiom r zodpoveda jednému vyskytu refazca R v povodnom texte. Namiesto true/false
teda na zadana otézku odpovieme nasou predpocitanou hodnotou.

V nasledujicom listingu uvddzame len Casti v ktorych sa lisi od predchadzajiceho.

def spocitaj_konce (kde) :
kde.data = 0
if kde.koniec:
kde.data =1
for x in kde.deti:
kde.data += spocitaj_konce( kde.deti[x].kam )
return kde.data

def kolkokrat_sa_nachadza (strom,slovo) :
# zisti, kolkokrat sa retazec ”slovo” nachadza v retazci T, ktoreho sufixovy strom je ”strom”

# oo,
if slovo[i] not in kde.deti: return 0
if text_hrana != text_slovo: return 0
# o,
return kde.data
T = input ()
strom = vyrob_strom(T)
spocitaj_konce ( strom.koren ) # <--- pred spracuvanim otazok raz predpocitame odpovede
Q = int ( input () ) # pocet otazok
for g in range (Q):
slovo = input () # nacitame otazku

print ( kolkokrat_sa_nachadza( strom, slovo ) )
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