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A-111-4 Karnon

Zadanie sa sice tvari, ze voda tecie spojito, je vSak dost ocividné, Ze tym sa nemusime prili§ zatazovat. V
skuto¢nosti totiz pri rieseni zadanej lohy vobec nezalezi na tom, ako presne sa voda rozlieva, ked dopadne.
My totiz nepotrebujeme dazd simulovat. Chceme len zistif, ako bude vyzeraf krajina v jednom konkrétnom
okamihu — vo chvili, kedy uz nevie pribudnuf Ziadna dalsia voda bez toho, aby zacala sttpaf hladina aj v stipci,
v ktorom prsi.

Predstavme si, ze v nejakom stlpci s prsalo, az kym nenastal okamih, ktory nas zaujima. Co vieme v tomto
okamihu povedat o vodnej hladine? Pozrime sa na stlpec s + 1. Tu st dve moznosti. Prva moznost: stipec s + 1
je vyssi ako stipec s (t.j. as41 > a,). V takomto pripade v tomto stipci zjavne nie je Ziadna voda — dohora tiect
neméze. Druhd moznost: stipec s+ 1 nie je vyssi od stipca s. V tomto pripade musi byt v oboch rovnako vysokéa
vodna hladina: ani viac ani menej vody v stlpci s+ 1 v danej chvili zjavne neméze byt. Ak nastala tito moznost,
mozeme teraz ti ist Gvahu opakovaf pre stlpce s + 2, s + 3, a tak dalej, az kfm nenarazime na nablizsi stipec
vyssi od stlpca s. To isté plati aj v opacnom smere, teda ked sa budeme pozerat na stipce s — 1, s — 2, atd.

Dostévame teda velmi jednoduchy popis hladaného okamihu: ak prsi v stipci s,
hladany okamih nastane vtedy, ked je v okoli stipca s viade vodna hladina vo viske

.....

vz

stipca vlavo od s po najblizsi ostro viési stlpec napravo od s. Na obrazku vpravo je
hrubou ¢iarou znézornené, odkial pokial bude v hladanom okamihu siahaf vodné
hladina pri dazdi v prostrednom stipci.

No a ked vieme, ako vyzerd hladina vody, Tahko zistime mnoZstvo vody, ktoré
dovtedy naprsalo: v konkrétnom stlpci i, ktory je v zaplavenej oblasti, je presne a, — a; vody.

Vyssie uvedené pozorovania vedt k rieseniu v éase ©(n?): pre kazdy stipec s pomocou cyklu nédjdeme najb-
lizsi vicsi stipec vlavo aj vpravo a popri tom si poéitame mnozstvo vody, ktoré bude v stlpcoch, cez ktoré
prechadzame.

Linearne rieSenie

Aby sme predchédzajtce riesenie zrychlili, budeme potrebovat vediet efektivnejsie robit dve veci: budeme po-
budeme potrebovat zistif mnozstvo vody v danom intervale stipcov. Postupne si ukéZeme obe tieto operacie.
Pozrime sa najskor na sikovnejsie po¢itanie mnozstva vody v nejakom tiseku stipcov. Predstavme si, ze v stipcoch
¢ az r siaha voda do vysky v, pricom ziaden z tjchto stipcov nema vysku viicsiu ako v. Kolko je tam dokopy
vody? V stlpci £ je to v — ag, v stipci £ + 1 je to v — agy1, a tak dalej, dokopy je teda vody

(r—0+1)-v — (ap+aps1+---+a,)

(Inymi slovami, zoberieme obsah celého obdlznika a od neho odpoéitame ti ¢ast, ktort tvori zemina.)

Sta¢i nam teda vediet o lubovomom tseku stipcov povedat stcet ich vysok. Ako na to? Na zaciatku si predpodi-
tame tzv. prefixové sucty: hodnota s; bude sti¢tom prvych i hodnot postupnosti visok stipcov. Vietky hodnoty
s; vieme lahko vypocitat jednym cyklom: zacneme tym, Ze so = 0, a nasledne kazdé dalsie s;11 vypocitame ako
s; + a;11. No a akondhle mame prefixové stucty, vieme v konstantnom case vypoditat sudet lubovolného tseku
povodnej postupnosti: zjavne totiz plati, ze ay + ag11 + - - - + a, vieme vyjadrit ako s, — sp_1.

.....

.....

Predstavme si, 7e kafion postupne kreslime stlpec po stipci zlava doprava. Pocas tohto celého procesu stojime
niekde daleko napravo a pozerame sa na kaiion. Co uvidime? Na zadiatku vidime len lav stenu kanionu. Ked
nakreslime prvy stlpec, vidime ten a nad nim stenu. Situiciu vo vSeobecnosti si na¢rtneme na nasledujicom
obrazku.
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Predpokladajme zatial, Ze ¢iarkovane znézorneny stipec sme este nenakreslili. Tejto situécii zodpovedaji tuéné
¢iary na obrazku. Tie ukazuji, ktoré ¢asti kationu vidime, ked sa naii pozerame sprava: cely stipec 9, nad nim
vrch stlpca 8, nad tym vrch stipca 7, eSte nad nim st vrchné dva stvorceky stipca 3, no a nad tym uZ je len
lavé stena kationu.

Co sa teraz na tomto vyhlade zmeni, ked nakreslime dalsi stipec? Tento stipec zakryje niekolko (mozno nula,
mozno vela) najnizsich spomedzi stipcov, ktoré doteraz boli viditelné. Na obrazku st to stipce 9, 8 a 7. Po
nakresleni tohto stipca bude teda pohlad sprava obsahovat stipec 10, stipec 3 a Tavii stenu kaionu.

Naco je nam tato informéacia? To je jednoduché: priamo totiz vieme povedaf, Ze najblizsi stIpec, ktory je nalavo
od prave pridaného stipca 10 a je od neho vyssi, je stipec 3.

Vy$Sie popisany algoritmus vieme jednoducho implementovat pomocou zasobnika, v ktorom si budeme pamétat
postupnost sprava viditelnych stipcov kafionu. Na zaciatku do zasobnika vlozime lavi stenu kafionu. Postupne
pre kazdy stipec s kafionu potom opakujeme nasledovné kroky:

1. Kym je na vrchu zésobnika stipec s vyskou < ag, vyhodime ho zo zésobnika (uz nebude viditelny).
2. Stlpec, ktory je teraz na vrchu zasobnika, si zapamiitame ako ,Javii zarazku“ pre stipec s.
3. Na vrch zasobnika pridame stipec s.

Cely tento postup mé dokopy ¢asovi zlozitost linedrnu od n. Totiz kazdy stipec raz priddme do zésobnika a
nanajvys raz ho z neho vyberieme.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

vector<int> vyssia_vlavo (const vector<long long> &vysky) {
stack<int> kde; kde.push (-1);
stack<long long> kolko; kolko.push (1<<30);

vector<int> odpoved;
for (unsigned n=0; n<vysky.size(); ++n) {
while (kolko.top() <= vysky[n]) {
kde.pop () ;
kolko.pop () ;
}
odpoved.push_back ( kde.top () );
kde.push (n);
kolko.push (vysky[n]);
}

return odpoved;

int main() {
int Nj;
scanf (”%d”, &N) ;
vector<long long> A(N);
for (long long &a:A) scanf (”%11d”,&a);

// predpocitame prefixove sucty
vector<long long> P(1,0);
for (long long a:A) P.push_back( P.back()+a );

// predpocitame najblizsi vyssi stlpec vlavo
vector<int> LO = vyssia_vlavo(R);

// predpocitame najblizsi vyssi stlpec vpravo

reverse( A.begin(), A.end() );
vector<int> HI = vyssia_vlavo(A);
reverse ( A.begin(), A.end() );

reverse ( HI.begin(), HI.end() );
for (int n=0; n<N; ++n) HI[n] = N-1-HI[n];

// rovno pocitame a vypisujeme odpovede
for (int n=0; n<N; ++n) printf(”%11d%s”, (HI[n]-LO[n]-1) * A[n] - P[HI[n]] + P[LO[n]+1], (n==N-1) ? ”\n" HERS
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A-111-5 Demonstracia

Ak by v tlohe nebola podmienka o tom, Ze dav sa nemdZe prili§ zuzit, stacilo by ndm ndjst najkratSiu cestu z
krizovatky a do krizovatky b. To by sme mohli urobit napriklad prehladdavanim do Sirky na grafe, kde vrcholy st
krizovatky a hrany st ulice, v ¢ase O(n + m). VSetky rieSenia, ktoré spomenieme, st zaloZené na prehladavani
do sirky, akurat vzdy na nejakom upravenom grafe, ktory nejakym spdsobom zohladiiuje podmienku o Sirkach
po sebe iducich ulic.

Prvé rieSenie: graf stavov

Pri prechadzani davu mestom st pre nas dolezité dve veci: na ktorej krizovatke sa prave nachadza a aky Siroky
je. Usporiadant dvojicu (v, w), kde v je éislo krizovatky, na ktorej sa dav nachidza a w je Sirka davu (teda Sirka
poslednej ulice, ktorou dav presiel) budeme nazyvat stav.

Zostrojime si orientovany graf, kde vrcholmi budia vsetky mozné stavy. Hrana zo stavu S; do stavu Se pdjde v
nasom grafe prave vtedy, ked sa dav zo stavu S; moze dostat do stavu Sy prejdenim jednej ulice bez toho, aby
porusil pravidlo o sirke. V tomto grafe chceme najst dlzku najkratsej cesty zo stavu (a,0) (v tomto stave je dav
na zaciatku demonstrécie: nachddza sa na krizovatke a a moze vojst do Tubovolnej ulice, teda ma ,nulova sirku*)
do Tubovolného stavu, v ktorom sa dav nachddza na krizovatke b (Sirka, ktort ma dav po prichode pred sidlo
velkého vezira nas nezaujima). Tto dlzku ndjdeme jednoducho tak, Ze na nasom grafe spustime prehladavanie
do 8irky zo stavu (a,0).

Ako teda zostrojime nas graf? Nech W je Sirka najSirsej ulice v meste. Potom vieme, Ze dav bude vzdy mat
sirku medzi 0 a W, teda pre kazda krizovatku z ndm stac¢i W + 1 vrcholov: (z,0),(z,1),...,(z, W). N&§ graf
teda bude mat n(W + 1) vrcholov.

Za kazdu ulicu v meste potrebujeme do grafu pridat hrany, ktoré zodpovedaju prechodu davu touto ulicou. Ak
je v meste ulica z krizovatky x do krizovatky y Sirky s, potrebujeme do grafu pridat hrany z (z,w) do (y, s) pre
vSetky w od 0 po s + k. Za kazda ulicu v meste teda budeme mat najviac W + 1 hran v nasom grafe. Pocet
hran nasho grafu teda bude O(mW).

Nase riesenie teda potrebuje O((m+n)W) ¢asu na vytvorenie grafu. Nédsledne stravime nanajvys O((m+n)W)
Casu prehladdvanim, celkova ¢asové zloZitost je teda O((m + n)W). Ak si naozaj budeme pamiitat cely graf (aj
so v8etkymi hranami), pamétova zlozitost bude tiez O((m + n)W).

V skutocnosti si vSak nepotrebujeme pamitat vSetky hrany nasho grafu a sta¢i nam pamiitat si pre kazdua
krizovatku zoznam ulic, ktoré z nej vychadzaju. Ked potom v prehladdvani potrebujeme zistit, aké hrany
ida z nejakého stavu (v,w), sta¢i ndm prejst si zoznam ulic vychadzajicich z krizovatky v a zobrat hrany
zodpovedajice prechodom cez tie z nich, ktoré si Siroké nanajvys w — k (modzete si rozmysliet, Ze takéto
,konStruovanie hran za behu“ nas algoritmus nespomali. Naopak, moze ho zrychlit, ak pri prehladdvani vela
vrcholov nenavstivime). Po takejto optimalizacii bude mat nas algoritmus paméfova zlozitost O(nW + m).
Toto riesenie je teda pomerne efektivne, ak st $irky ulic malé a malo by zvladnuf prvych 6 sad testovacich
vstupov.

Optimalizacia 1: vrcholy

Predchédzajice rieSenie je pomalé, ak sii v meste nejaké velmi Siroké ulice, lebo vtedy mé nas graf velmi vela
vrcholov a jeho konstrukcia trva dlho. V skutoénosti sa vSak do velkej vdéSiny z tychto stavov ani nedd dostat.
Ak je totiz dav na nejakej krizovatke, moZze mat iba takud Sirku, ako je Sirka niektorej z ulic Gstiacich v tejto
krizovatke (pripadne nulovt, ak je to krizovatka a).

Vsimnime si, Ze stav davu je jednozna¢ne urceny ulicou, ktorou dav presiel ako poslednou (pripadne tym, Ze
esSte nepresiel ziadnou ulicou). Mo6zeme si teda zobrat graf, kde vrcholmi st ulice. Z ulice u nech vedie hrana do
ulice v, ak mohol dav hned po prechode ulicou u prejst ulicou v, teda y, = x, a s, > s, — k (ulica u konéi tam,
kde ulica v za¢ina a nie je ovela Sirsia).

Tento graf je trochu iny ako graf, ktory sme pouZili v prvom rieSeni, m4 ale jednu rovnaku délezitt vlastnost:
sledy! v nasom grafe koresponduji s postupnostami ulic, po ktorych dav méze ist. Preto ndm staéi graf skon-

1Sled v grafe je zovSeobecnenie cesty, v ktorom sa vrcholy aj hrany moézu opakovat. Formalne je sled postupnost, v ktorej sa
striedaji vrcholy a hrany grafu, pricom na seba nadvdzuji (hrana nasledujuca v slede po nejakom vrchole ma zadiatok v tomto
vrchole a koniec vo vrchole, ktory nasleduje po nej). Sled musi zacinat aj koncit vrcholom.
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Struovat a pustit na nom prehladdvanie do $irky, rovnako ako v prvom rieSeni. Za zaciatok prehladavania si
moZzeme bud zvolit vSetky ulice vychddzajice z krizovatky a, alebo si moZeme do grafu pridat jednu fiktivnu
ulicu konciacu v a so Sirkou 0 a v nej prehladdvanie zacat.

Ako néas graf zostrojime? Pre kazda krizovatku si vytvorime zoznam ulic, ktoré z nej vychadzaju. Nasledne
vieme pre kazdy vrchol (ulicu) u nasho grafu najst vsetky z neho vychadzajtice hrany tak, ze prejdeme zoznam
ulic vychadzajucich z krizovatky ¢islo y,, a pre kazda ulicu v z tohto zoznamu skontrolujeme, ¢i s, > s, — k. Ak
ano, potom vedie hrana z vrcholu u do v (teda po tom, ¢o dav presiel ulicou ¢islo u mohol prejst ulicou ¢islo
v). N&§ graf teda bude mat O(m) vrcholov a O(mD) hran, kde D je maximélny poéet ulic vychadzajicich z
jednej krizovatky. Casova zlozitost celého tohto riesenia je teda O(n + mD) (tvorba grafu trvd O(n + mD) a
samotné prehladavanie trva O(mD)), pamitova zloZitost je rovnaka. KedZze D moze byt nanajvys m, mozeme
nase zlozitosti odhadntt aj ako O(n + m?). Opit mozeme zoptimalizovat pamit tak, ze hrany grafu budeme
generovat ,za behu“, v takom pripade by pamitova zlozitost bola O(m + n).

Toto riesenie by malo v ¢asovom limite vyriesit sady #7 a #8.

Optimalizacia 2: hrany

NasSe druhé rieSenie bolo pomalé, ked sa v nejakej krizovatke stretdvalo vela ulic, lebo vtedy mohol mat nis graf
vela hrdn. Tento problém sa da vyriesit Sikovnym trikom.
Opét si zostrojime graf, kde vrcholmi buda ulice mesta. Tentoraz v8ak v grafe budeme mat dva druhy hrén:

e Nech v je lubovoln4 ulica. V predchadzajicom rieseni sme mohli mat vela hran, ktoré viedli z réznych ulic
na ulicu v. V tomto rieSen{ budeme mat len jednu taktto hranu: spomedzi vSetkych ulic, z ktorych sme
vedeli prejst na v, vyberieme ti najsirsiu ulicu v a do nasho grafu priddme hranu dizky 1 z vrcholu u do
vrcholu v. (Budeme sa tvarit, Ze vSetky ulice maja rozne Sirky. Ak st dve ulice rovnako Siroké, za Sirsiu
mozeme povazovat napriklad td s vy$$im poradovym éislom.)

e Pre kazdu krizovatku z budeme mat v grafe niekolko hran diZky 0, podla nasledovného pravidla: Nech
uy, Uz, ..., ur su &isla ulic konéiacich v krizovatke z usporiadanych vzostupne podla Sirky. Pre kazdé
i€{1,2,...,k— 1} bude viest hrana dlzky 0 z vrcholu u; do vrcholu wu;, ;.

Vsimnime si, ze v takto zostrojenom grafe plati nasledovné skuto¢nost: dav vie prejst z ulice x na ulicu y prave
vtedy, ked sa v nasom grafe vieme dostat z vrcholu 2 do vrcholu y tak, Ze najskor pojdeme po niekolkych (mozno
ziadnych) hranach dlzky 0 a potom po hrane dizky 1.

Preco je tomu tak? Nech sme naozaj vedeli prejst z 2 na y. Potom v nasom grafe uréite existuje hrana dizky
1 z nejakého vrcholu 2’ do vrcholu y. Ulica 2’ je uréite aspon taka Siroka ako ulica z, lebo hranu dlzky 1 vady
robime z najsirsej moznej ulice. To ale znamena, #e z vrcholu x do vrcholu ' vedie postupnost hran dizky 0.
A naopak, ak sme presli z vrcholu 2 najskor nejakymi hranami dizky 0 do vrcholu 2’ a az potom hranou dizky
1 do vrcholu y, je o¢ividné, Ze v meste vieme prejst z ulice x priamo na ulicu y.

Aky bude nas graf velky? Podet vrcholov bude, rovnako ako v predoslom rieseni O(m). Do kaZdej ulice vedie
nanajvys jedna hrana dizky 1 a najviac jedna hrana dizky 0, podet hran teda bude tiez O(m).

Na hladanie najkratsej cesty v grafe ale tentoraz nemézeme pouzit obycéajné prehladévanie do sirky, kedze mame
hrany roznych dizok. Existuje viacero moznosti, ako si pomoct. V ukézkovej implementécii pouzivame vieobecny
Dijkstrov algoritmus na hladanie najkratsej cesty v ohodnotenych grafoch.?

Otéazkou zostéava, ako nas graf skonstruujeme. Pre kazdu krizovatku si vezmeme zoznam ulic, ktoré v nej zacinaju
a zoznam ulic, ktoré v nej koncia. Oba tieto zoznamy si usporiadame podla Sirky ulic. Nasledne pre kazda ulicu
v vychadzajucu z krizovatky najdeme najsirSiu ulicu u vchadzajicu do krizovatky taku, Ze po prechode cez u
moze dav prejst cez v. To mdzeme urobif napriklad bindrnym vyhladavanim.? Ak sa nam takd ulicu v podari

2V tomto pripade existuje aj efektivnejsi algoritmus, takzvané 0-1 prehladavanie do sirky. To funguje tak, Ze ak ideme hranou
dlzky 0, novy vrchol zaradime nie na koniec ale na zaéiatok fronty vrcholov ¢akajtcich na spracovanie. Casova zlozitost takéhoto
prehladavania je linedrna od velkosti grafu. Celkovi ¢asov zloZitost rieSenia to vSak nezmeni, kedZe uz Dijkstrov algoritmus bezi
v ¢ase porovnatelnom s ¢asom potrebnym na samotné zostrojenie grafu.

3Sikovnejsim postupom sa dé z usporiadanych zoznamov ulic zostrojit vSetky jednotkové hrany aj v linedrnom &ase, no kedze
uz samotné triedenie potrebovalo O(klog k) ¢asu, bindrnym vyhladédvanim zlozitost nepokazime.
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najst, priddme do grafu hranu dizky 1 z u do v. Nésledne este vyssie popisanym sposobom pridame hrany dlzky
0 medzi po sebe nasledujicimi vchadzajicimi hranami.

Spracovanie jednej krizovatky a pridanie jej zodpovedajtcich hrén do grafu ndm teda bude trvat ¢éas O(klog k),
kde k je podet ulic susediacich s danou krizovatkou. Ked séitame pocty ulic susediacich s jednotlivymi kri-
zovatkami, dostaneme 2m (lebo kazda ulicu zardtame pri dvoch krizovatkéach), preto celd konstrukcia grafu
bude trvat ¢éas O(n + mlogm). Dijkstrov algoritmus implementovany s haldou bezi v ¢ase O((E 4+ V) log E),
kde V je pocet vrcholov grafu a E je pocet hran grafu. V nasom pripade teda bude bezat v ¢ase O(mlogm).
Cely algroritmus teda bezi v ¢ase O(n + mlogm). Pamitova zlozitost nasho algoritmu je O(n + m), nakolko
si pamiitame iba vstup, nas graf s O(m) vrcholmi a O(m) hranami a pocas behu Dijkstrovho algoritmu este
nejaké pomocné datové struktiry (pole vzdialenosti a prioritna frontu) velkosti O(m).

Listing programu uvedieme v elektronickej verzii uverejnenej na stranke stitaZe.

A-111-6  Obdiznikovy tetris

Ako prvé si pri rieseni tejto tlohy musime v8imnat, Ze akonahle mame v nejakom stlpci ¢ zaseknuty tetrisovy
obdiznik na nejakom riadku r, vietky riadky niz$ie ako 7 nas uz nezaujimaji. Akonahle totiz nejaky padajtci
obdlznik bude zasahovat aj do stlpca ¢, nikdy neméze padnif na riadok r a nizsie.

To znamens, 7e o kazdom stlpci nam staéi vediet jediné &islo: riadok, v ktorom je najvyssie obsadené policko
v tomto stipci. Ked bude nejaky obdlznik padaf v stipcoch ¢; az ¢; + w; — 1, zasekne sa kvoli tomu stlpcu,
v ktorom je najvysSie obsadené policko. Jeho vlastné spodné policka budia teda o riadok vyssie. Vo vsetkych
tychto stipcoch potom narastie najvyssie obsadené policko na rovnakd hodnotu: na riadok, v ktorom lezi vrch
préave pridaného obdlznika.

Jednoduchy program, za ktory ste mohli ziskat 4 body, bude fungovaft nasledovne: Pre kazdj padajuci obdlznik si
prejde cez vietky stipce, v ktorych sa nachadza, zisti si, v ktorom z nich je najvyssie obsadené poli¢ko. Nakoniec
vietkym stlpcom nastavi novit hodnotu najvyssieho obsadeného policka. Casova zlozitost takéhoto rieSenia bude
O(ns), lebo v najhorsom pripade mozu byt vietky obdlzniky velmi siroké a my sa mézeme pozerat az na s hodnot
pre kazdy z nich.

RieSenia za viac bodov nebudi obsahovat Ziadnu novii prevratnii myslienku. Jediné, o ¢o sa budeme snazit, je
pouzit vhodna datova Struktiru, v ktorej budeme vedief rychlejsie zistovatf, aké je najvyssie ¢islo v po sebe
idtcich stlpcoch a nastavovat nové &islo takémuto tseku. Dalej sa teda budeme uZ len rozpravat o tom, ako
rychlo zistit najvicsie ¢islo z tiseku pola a ako kazdému prvku v tiseku pola zvysit hodnotu na nejaké dané ¢islo.

Intervalové stromy

Vhodnou §truktirou na uchovévanie informécie o stvislych tsekoch nejakého pola st intervalové stromy. Pokial
viete, ¢o su intervalové stromy a ako v nich robit lenivé operécie, tito ¢ast mozete preskocit. Na opacnej strane,
ak vam z tohto textu nebude jasné, ako ich implementovat, podrobnejsi popis intervalovych stromov mozete
najst napriklad vo vzorovom rieSeni ilohy A-I-1 25. ro¢nika OI (¢ast simulacia — tretia moznost).

Najprv si nase pole doplnime hocijakjmi hodnotami tak, aby malo dizku rovni najblizsej viicsej mocnine dvojky.
Dalej si nad prvkami pola postavime plny bindrny strom. Listami tohoto stromu budd hodnoty v nagom poli.
V kazdom vnitornom vrchole tohto stromu si budeme pamétat vacsiu hodnotu z hodnét jeho deti. Kazdy z
vrcholov stromu bude teda obsahovat informéciu o najvic¢Som ¢isle pre nejaky suvisly tsek nasho pola.

Ako prvé si popiSeme, ako zistif najviiésiu hodnotu z lubovolného (neprazdneho) tiseku S. Pozrieme sa na korefi
stromu a budeme opakovat nasledovné:

1. Ak je interval vrcholu, na ktory sa pozerame, cely obsiahnuty v .S, vratime hodnotu tohto vrcholu.

2. Ak je interval vrcholu, na ktory sa pozerdme, iba ¢iastoéne obsiahnuty v S, rekurzivne sa zavolame na
obe deti tohto vrchola a vratime vécsiu z hodnot, ktoré nam vratia ony.

3. Ak sa interval vrcholu, na ktory sa pozerame, vobec neprekryva s .S, vratime hodnotu, ktora bude mensia
ako akdkolvek hodnota obsiahnutd v poli (v naSom pripade staci 0).
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Takymto postupom najdeme najvacsiu hodnotu v Gseku S, pri¢om sa pozrieme na menej ako 4log, s vrcholov.
Dalej si popiseme, ako upravovat hodnotu fubovolného tseku S v naom binarnom strome. Namiesto toho, aby
sme upravili vSetky hodnoty v poli, ktoré sa zmenia, budeme robif lenivé ipravy v naSom strome.

Lenivé apravy

Postup bude podobny, ako pri zistovani hodnoty. Vo vrcholoch tretieho typu nespravime ni¢, vo vrcholoch
druhého typu sa rovnako rozvetvime a nakoniec upravime hodnotu podla potencidlne zmenenej hodnoty deti.
Vo vrcholoch prvého typu upravime hodnotu vo vrchole a navyse si pre dany vrchol ulozime informaciu, ze
obom jeho defom treba zmenit hodnotu.

Tym sa ndm aj mierne upravi zistovanie maxima pre nejaky tsek. Vzdy, ked sa pozerame na nejaky vrchol,
najprv skontrolujeme, ¢i v lom nemame ulozeni nevykonani operaciu. Ak &dno, najskér ju vykonadme — Cize
podla nej upravime obe deti a ak to nie st listy, v kazdom z nich si poznamename, Ze teraz mame nevykonanu
operaciu tam. AZ potom budeme pokracovat podla vyssie uvedeného postupu.

Tymto si zaru¢ime, Ze aj operacia zisfovania najvicsieho prvku v tseku, aj Gprava tseku na nova hodnotu,
ovplyvnia nanajvys O(log s) vrcholov v nasom strome, kazdy z nich v konstantnom ¢ase. Celkovy pocet operacii,
ktoré vykondme, teda bude O(n - log s).

Listing programu (C++)

#include<bits/stdc++.h>
using namespace std;

// Intervalovy strom a ulozene lenive operacie.
// Struktura: * (koren)

// |
// *
// |
// *
// |
// *
// atd. atd.
vector <vector <int> > max_int, lazy;

// Funkcia, ktora upravi hodnotu na danom poschodi a pozicii na hodnotu v lazy
inline void lazyupdate (int floor, int position) {
max_int [floor] [position] = lazy [floor] [position];

// Ak nie sme na najspodnejsom poschodi, posunieme lenivu operaciu dodola

if (floor < max_int.size() - 1) {
lazy [floor + 1] [position *x 2] lazy [floor] [position];
lazy [floor + 1] [position % 2 + 1] = lazy [floor] [position];

}

// Operaciu sme vykonali, mozeme ju vymazat
lazy [floor] [position] = 0;
}

// Vrati najvacsi prvok na useku [begin, end)
int fetch(int floor, int position, int begin, int end) {
// Bk treba, vykoname lenivu operaciu
if (lazy [floor] [position]) lazyupdate(floor, position);

// Dlzka intervalu pokryteho vrcholom a jeko [zaciatok, koniec)
int intlen = 1<<(max_int.size() - 1 - floor), intbegin = intlen * position, intend = intbegin + intlen;
if (intbegin >= begin && intend <= end)

// Cely vnutri dotazovaneho intervalu
return max_int [floor] [position];
if (intbegin < end && intend > begin)

// Prekryva sa s dotazovanym intervalom
return max (
fetch(floor + 1, position * 2, begin, end),
fetch(floor + 1, position * 2 + 1, begin, end));
return 0;

}

// Upravi hodnotu na useku [begin, end) na v

int update (int floor, int position, int begin, int end, int wv) {
// Tu by sa nachadzalo vykonavanie lenivej operacie. Kedze ale upravujeme
// vzdy presne ten interval, na ktory sa predtym pytame, nie je to treba.

int intlen = 1<<(max_int.size() - 1 - floor), intbegin = intlen * position, intend = intbegin + intlen;
if (intbegin >= begin && intend <= end) {
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// Iba si poznacime lenivu operaciu.
lazy [floor] [position] = v;
return v;

if (intbegin < end && intend > begin) {

// Update na detoch
max_int [floor] [position] = max (
update (floor + 1, position * 2, begin, end, v),
update (floor + 1, position * 2 + 1, begin, end, Vv));
}
return max_int [floor] [position];

}

int main () {
int s, n;
scanf ("%d.%d”, &s, &n);
vector <int> helper (1, 0);

// Vytvorime a naplnime vectory pre intervalac.
for (int i = 0; (1 << i) < s; i++) {
max_int.push_back (helper);
lazy.push_back (helper) ;
helper.resize (1<<(i+1), 0);
}
max_int.push_back (helper) ;
lazy.push_back (helper) ;

int w, h, 1;

for (int 1 = 0; 1 < n; 1i++) {
scanf (”%d.%d.%d”, &w, &h, &l);

// V tomto rieseni si pamatame najvyssie obsadene policko + 1.
int res = fetch(0, 0, 1, 1l+w);

update (0, 0, 1, 1l+w, res+h);

printf (”%$d\n”, res);

Trikové rieSenie na zaver

Na zaver si stru¢ne popiSeme eSte jedno trikové riesenie, ktoré sa d4 celkom prijemne implementovat len s
pouzitim STL-kovych datovych Struktar. Pocdas celého behu programu si budeme udrziavat profil hracieho
planu — postupnost neprekryvajticich sa ,,plosiniek“, ktoré dohromady pokryvaju vietky stipce. (Plosinky =
stvislé zhora viditelné ¢asti dna Sachty a hornych stran obdiznikov.)

Vzdy, ked padne novy obdlznik, najdeme si vietky ploginky, ktoré zasahujii do jeho rozsahu stipcov. Maximum
z ich vjSok nam da vysku, v ktorej sa zasekne nas novy obdlznik. Vietky tieto plosinky nasledne zahodime,
kedZe odteraz st zakryté obdlznikom, ktory prave dopadol. V§nimkou je len prva a posledné z plosiniek — tie
mézu byt novym obdlznikom zakryté len scasti, takze ich namiesto tiplného zahodenia len prislusne skratime.
Medzi tieto dve plosinky nésledne pribudne nova: horna strana préave spracovaného obdlznika.

(Pozor na $pecidlny pripad: moze sa stat, ze prva a poslednd z prekrytych plosiniek je ta ista plosinka — teda
7e nas obdlznik dopadol niekam na hornti stranu iného &irsieho obdlZnika. V takomto pripade nim z jednej
starej plosinky vzniknu dve: jedna pred novou plosinkou a jedna za nou. Za zmienku stoji, Ze v nasom programe
skracovanie plosiniek oSetrujeme tak, Ze toto vlastne Specidlny pripad ani nie je.)

Aby sme vedeli rychlo zistovaf, ktoré ploginky sa kryjt s padajacim obdlznikom, budeme ich maf uloZené v
jednom sete, usporiadané podla stradnice zaciatku. Prvi prekryvajicu sa ploSinku vieme potom ziskaf v Case
logaritmickom od poé¢tu plosiniek, posuntf sa na dalsiu tiez.

Tento algoritmus je v skutocnosti zhruba rovnako efektivny ako vyssie uvedené rieSenie pomocou intervalového
stromu. Odhad ¢asovej zlozitosti vSak budeme musiet spravit sikovne.

e Plosiniek nikdy nebudeme mat viac ako n, kedze kazdy obdiznik vyrobi jednu. Ploginiek nikdy nebudeme
maf viac ako s, lebo kazda zabera aspoii jeden stlpec.

e Vidy, ked priddvame novy obdlznik, najviac dve plosinky skratime a prave jednu pridame. Toto nam pre
vietky obdlzniky dokopy zaberie O(nlogmin(n,s)) ¢asu.

e Vizdy, ked sa nejaki int plosinku pozrieme pri spracivani iného obdlznika, znamena to, Ze ju nésledne
vyhodime. Kazdu ploSinku vyhodime nanajvys raz, preto ndm aj vSetko vyhadzovanie ploSiniek dokopy
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zaberie O(nlog min(n,s)) ¢asu.
Celkova Gasova zlozitost je teda O(nlogmin(n, s)).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

struct segment { int left, right, height; };
bool operator< (const segment &A, const segment &B) { return A.left < B.left; }
set<segment> top_view;

int main() {

int S, N;

scanf (”%d%d”, &S, &N) ;

top_view.insert ( {0,S,0} )

top_view.insert ( {S,S,0} )

for (int n=0; n<N; ++n) {
int bleft, bright, bheight, bwidth;
scanf (”%d%d%d”, sbwidth, &bheight, &bleft) ;
bright = bleft + bwidth;

7
7

// zarazka

vector<segment> covered;
auto it = --top_view.upper_bound( {bleft,bright,0} );
while (it->left < bright) { covered.push_back (xit); ++it; }

int answer = 0;
for (auto seg : covered) {
answer = max( answer, seg.height );

top_view.erase (seq);
}

if (covered.front().left < bleft) top_view.insert( { covered.front().left, bleft, covered.front().height } );
top_view.insert ( { bleft, bright, answer + bheight } );
if (covered.back().right > bright) top_view.insert( { bright, covered.back().right, covered.back().height } );

printf (”%$d\n”, answer) ;
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