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RieSenia kategoérie B

B-1I-1 Mar

Poduloha A

Na zadiatok si mozeme vimnuf, Ze ked pozname vysky vsetkych stipcov v mire, vieme lahko zistif, aké
vysoké maji byt stlpce v zarovnanom mire. Jednoducho s¢itame vietky vysky na zaciatku a vydelime ich
poétom stlpcov — ¢islom n. Vysku kazdého stlpca v zarovnanom mire si ozna¢me k. Teraz vieme pre kazdy
stipec povedat, ¢ je v fiom spravny pocet kociek, ¢i tam nejaké chybajt, alebo & st tam nejaké navyse.

Skiisme sa zamyslief nad tym, ktorymi kockami budeme musief uréite pohnif. Uréite budeme musiet posunit
vietky kocky v stipcoch, ktoré st vyssie ako k. A kedZe v tejto podilohe ich mézeme presivat fubovolne, uréite
sa ich oplati dat do stlpcov, ktorym nejaké kocky chybajt. No a ak sme zarovnali vietky stlpce, ktoré boli vyssie
ako k, musi to znamenaf, Ze sme zarovnali aj vietky stipce, ktoré boli nizsie, lebo ako vieme zo zadania, mur
sa musi dat zarovnat. Posunieme teda naozaj minimélny pocet kociek.

Algoritmus riesiaci tito podalohu preto vyzera nasledovne. Nagitame si poéet stipcov n a vysky jednotlivych
stipcov si zapamiitam do pola. Spoéitame vyiky vietkych stipcov, aby sme zistili, kolkymi kockami je tvoreny
cely mur a toto ¢islo vydelime ¢islom n, ¢im dostaneme hodnotu k. Naposledy prejdeme pole obsahujice vysky
stipcov a vzdy, ked najdeme stipec vyssi ako k, pripo¢itame si k vysledku o kolko kociek prevysuje tento stipec
vysku k. Stcet tychto hodndt bude hladany minimalny pocet kociek, ktoré musime presuntt.

Casova aj pamifova zlozitost takéhoto riesenia je linedrna — O(n), kedze iba parkrat prejdeme cez pole a
¢o-to poscitujeme.

Listing programu (C++)

#include <vector>
#include <iostream>
using namespace std;

int main () {
int n, sucet = 0, spravna_vyska, vysledok = 0;
cin >> n;
vector<int> vysky (n);

// Nacitame do pola a rovno spocitame celkovy pocet kociek.
for (int i = 0; 1 < n; i++) {

cin >> vysky [1];

sucet += vysky [i];

}

// Spocitame spravnu vysku, aku maju mat vsetky stlpce v rovnom mure.
spravna_vyska = sucet / n;

// Pre kazdy stlpec zistime, ci a kolko ma nadbytocnych kociek.
// Bk nejake ma, pridame ich k vysledku.

for (int 1 = 0; 1 < n; i++) {
if (vysky [i] > spravna_vyska) {
vysledok += vysky [i] - spravna_vyska;

}
}

cout << vysledok << endl;

Poduloha B

Co by nadm mohlo napadnif ako prvé, je prestvat kocky z nejakého stipca, kde st navyse do najblizsieho
stipca, kde nejaké chybaji. Tento postup ale nemusi byt spravny, pokial neuhddneme spravne, v akom poradi
budeme spractivaf precnievajice stipce. Vezmime si napriklad vstup s vyskami 1,2,2,3,1,2,2,2,3. V tomto
pripade najlepsie, ¢o mdzeme spravit, je preniest kocku zo $tvrtého stipca na prvy (na 3 presuny) a z posledného
na piaty (na 4 presuny), dokopy teda 7 presunov. Ak by sme ale zo $tvrtého stipca naivne presivali kocku na
piaty (1 presun), z posledného by sme museli potom prestvat az na prvy (8 posunov), ¢ize dokopy 9 presunov.
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Samozrejme, keby sme v tomto pripade najprv spracovali posledny stipec, dopracovali by sme sa k spravnemu
rieSeniu. Tato myslienka teda nie je tplne zl4. Treba vSak k problému pristupovat systematickejsie. V nasom
rieeni budeme postupne spracovéavat stlpce v poradi zlava doprava.

Pre jednoduchost za¢neme tym, Ze spocditame spravnu vysku k a nasledne od kazdej z hodnot a; odpoditame
k. Dostaneme takto hodnoty, ktoré nam hovoria, kolko kociek mame v prislusnom stlpci navyse, resp. kolko
nam ich tam chyba. Nagim cielom je popresuvat kocky tak, aby sme vSetky hodnoty zmenili na nuly: nikde
ni¢ nechyba ani neprevysuje. Toto spravime tak, Ze postupne pdjdeme zlava doprava, pricom budeme prestvat
kocky tak, aby nalavo od aktualneho stipca uz bolo vetko upratané.

Pozrime sa na prvy, najlavejsi stipec:

1. Ak a; = 0 (v prvom stipci je presne spravny pocet kociek), ni¢ netreba robit.

2. Co ak je &islo a; = x kladné (t.j. mame tu kocky navyse)? KedZe sme na tiplnom kraji, tieto prebytocné
kocky musime poslat doprava. Zaplatime teda x eur, zmenime a; na nulu a zvicésSime as o x.

3. No a &o ak je ¢islo a; = —x zdporné? To znamend, Ze nam v tomto stipci = kociek chyba. Tieto kocky
budeme niekedy v budticnosti musiet presunif z druhého stipca do prvého. Uz teraz za tieto presuny
zaplatime x eur. Zmenime a; na nulu a zmensime as o x. (Kocky, ktoré doteraz chybali v prvom stlpci,
odteraz chybaji v druhom.)

Vsimnite si, Ze vlastne robime to isté ako v bode 2. Ked sme mali tri kocky navySe, tak sme posunuli tri
kocky o stipec doprava. Ked mame ,navyse“ minus pit kociek, jednoducho posunieme doprava minus pif
kociek :-)

Presne rovnakt tivahu potom zopakujeme pre druhy, treti, ..., az n-ty stlpec. Ked spractivame hociktory
stipec, uz je nalavo od neho vietko spracované, upratané a zaplatené. Takze ak mame kocky navyse, musime
ich poslat dalej doprava (bod 2), a naopak, ak ndm v aktualnom stipci nejaké kocky chybajt, musia nam sem
¢asom prist sprava (bod 3).

Takéto rieSenie ma zjavne linedrnu pamétovi aj ¢asova zlozitost O(n).

Listing programu (C++)

#include <cstdlib>
#include <vector>
#include <iostream>

using namespace std;

int main () {
int n, sucet = 0, spravna_vyska, vysledok = 0, x = 0;
cin >> n;

vector <int> vysky(n+1l,0);

// Nacitame, zratame sucet vysok a spravnu vyslednu vysku.
for (int 1 = 0; 1 < n; i++) {

cin >> vysky [i];

sucet += vysky [i];
}

spravna_vyska = sucet / n;

// Vypocitame kde kolko kociek mame navyse / kde kolko chyba
for (int 1 = 0; 1 < n; i++) {

vysky[i] —-= spravna_vyska;
}

// Prechadzame zlava doprava stlpcami a postupne ich upravujeme.

for (int 1 = 0; 1 < n; 1i++) {
vysledok += abs( vyskyl[i]l ); // zaplatime za kocky iduce doprava/sprava
vysky[i+1l] += vyskyl[i]; // upravime pocty hovoriace kde kolko chyba
vysky[i] = 0;

}

cout << vysledok << endl;

Dokaz spravnosti

Ostéva ndm eSte ukdzat, Ze nami navrhnuty algoritmus je naozaj spravny a mur zarovna najlacnejsie.
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Predstavme si, ze sme medzi kazdé dva stipce kociek umiestnili nejaky oddelovaé¢, napriklad list papiera.
Celkovy pocet presunov kociek (teda pocet eur, ktoré zaplatime) vieme teraz Sikovne séitat tak, Ze samostatne
pre kazdy oddelovac¢ spocitame tie presuny, pri ktorych kocka prechddza ponad neho.

Pozrime sa na jeden Tubovolny oddelova¢. Samozrejme vieme spocitat, kolko kociek je momentéalne nalavo a
kolko napravo od neho. A takisto vieme zistit, kolko kociek by malo byt nalavo a napravo od neho v zarovnanom
mure. Z toho vieme vyratat, kolko najmenej kociek uréite musi prejst ponad tento konkrétny oddelovac.

Priklad. Predstavme si, Ze mame stipce vysok 10,8,11,7,10, 10, 14. Pozrime sa na oddelova¢ medzi §tvrtym
a piatym stIpcom. Nalavo od tohto oddelova¢a je momentalne 10 + 8 + 11 4+ 7 = 36 kociek. V opravenom miire
ich tam ale m4a byt az 10 + 10 4+ 10 + 10 = 40. To znamen4, ze cez tento konkrétny oddelova¢ musime sprava
dolava presuntf 4 kocky.

Samozrejme, je mozné, Ze v nejakom rieSeni pre nas priklad by sme cez dotyény oddelova¢ presunuli 14
kociek sprava dolava a inych 10 zlava doprava. Aj takto sa d4 dosiahnut, Ze na konci bude nalavo o 4 kocky
viac ako na zaciatku — lenze v takomto pripade by sme pri presunoch kociek cez nas oddelovaé zaplatili az 24
eur namiesto 4 eur.

V optiméalnom rieSeni sa nam vSak nemdze stat, aby ponad nejaky oddelovag isli kocky oboma smermi — aj
zlava doprava aj zprava dolava. Ak by sa nieco také stalo, tak nalavo od oddelovacéa by bola kocka A, ktora chce
ist napravo a napravo od oddelovaca je kocka B, ktoré chce ist nalavo. Potom ale vieme uSetrit aspoii 2 eurd tak,
7e kockdm A a B vymenime ciele, a teda ani jedna z nich ponad nas oddelova¢ nepdjde. V optimalnom rieSeni sa
samozrejme nedd ni¢ uSetrit, a teda takéto situdcie v iom nemdzu nastat. Inymi slovami, v optimdlnom rieSeni
ponad kazdy konkrétny oddelovaé idi kocky iba jednym smerom.

Zostéva si len uvedomit, Ze rieSenie, ktoré najde nas algoritmus, tiito podmienku naozaj spliia. Zakazdjm
sme bud poslali nejaké kocky doprava, alebo ndm kocky chybali a vtedy sme ich sprava zobrali. Nikdy sme
to vSak nekombinovali. Mame teda rieSenie, v ktorom ponad kazdy oddelova¢ prechadza iba nutné minimum
kociek, ktoré je potrebné na to, aby sa ndm mur zarovnal.

B-11-2 Miesanie kariet

Poduloha A.

Ked budeme balicek kariet miesat na KleofaSovom stroji stale dookola, eso v balicku bude menit svoju
poziciu. Moznych pozicii esa v balicku je n, teda najneskdr po n zamieSaniach sa ndm musi stat, Ze eso sa ocitlo
na pozicii, v ktorej uz niekedy pred tym bolo. KedZe poziciu esa po premiesani ovplyviiuje iba jeho pozicia
pred premieSanim, od tohto okamihu sa eso bude hybat Uplne rovnako, ako sa hybalo, ked bolo na rovnakej
pozicii naposledy. Inymi slovami, jeho pozicie sa budu periodicky opakovat. To znamen4, Ze ak sa pocdas prvych
n zamieSani eso nedostalo na vrch balicka, uz sa tam nedostane nikdy. Sta¢i ndm teda odsimulovat, ako sa
bude hybat eso pocas prvych n zamiesani. Ak sa niekedy pocas toho dostane na vrch balicka, vypiSeme, po
kolkych krokoch to nastalo. Ak sa pocas prvych n mieSani nedostane na vrch balicka, mdzeme vypisat, Ze sa
tam nedostane nikdy.

Jedno zamieSanie vieme simulovat v konstantnom éase, kedZze ndm staéi paméitat si a aktualizovat iba poziciu
esa. Cely algoritmus teda pobezi v linedrnom case.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main() {
//nacitanie vstupu
int nj;
scanf (”%d”, &n) ;
vector<int> a(n+l);
for(int i=1; i<=n; i++)scanf(”%d”,&ali]);
int pozicia_esa;
scanf (”%d"”, &pozicia_esa);
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//simulacia
bool ano = 0;
for(int i=0; i<n; i++) {
if (pozicia_esa == 1) {
ano = 1;
printf (”ano\n”);
printf (”sd\n”,i);
break;
}
pozicia_esa = al[pozicia_esal;

}
if(!ano)printf("nie\n”);
return 0;

Dalsim zaujimavym pozorovanim je, Ze ked sa eso prvy raz dostane do pozicie, v ktorej uz bolo, bude to
urcite pozicia, v ktorej bolo eso Uplne na zaciatku. Ak by to totiz bola nejaka inéd pozicia, znamenalo by to, Ze
sa do tejto pozicie mohlo eso dostat z dvoch réznych miest (z jedného miesta sa do nej dostalo prvy raz a z
iného druhy raz). To ale nie je mozné, kedZe na kazda poziciu v balicku sa vzdy dostane prave jedna karta. Eso
teda meni pozicie periodicky uz od zaciatku.

Poduloha B.

Ako sme si ukdzali v predoslej podilohe, pozicia jednej konkrétnej karty sa pri miesani bude menit periodicky.
Periédu, s ktorou sa opakuje pozicia esa, ozna¢me p a peridédu krala oznaéme g. Tieto dve periédy vieme obe
najst v linedrnom case jednoducho tak, ze budeme simulovat pohyb esa (resp. krala — kazda kartu simulujeme
zv1ast), az kym sa nedostane naspit do pozicie, v ktorej zacinalo. Pri tom si méZzeme rovno vSimnut, po kolkych
krokoch sa eso dostane na vrch bali¢ka (resp. po kolkych krokoch sa kral dostane na druhd poziciu zhora). Ak
zistime, ze srdcové eso sa nikdy nedostane na vrch balicka, pripadne Ze kral sa nikdy nedostane na druht poziciu
zvrchu, mdzeme hned vypisat, ze situécia, ktora Kleofdsa zaujima, nikdy nenastane.

Inak si pocet krokov, po ktorych sa eso dostane na vrch balicka, oznacme k a pocet krokov, po ktorych
sa kral dostane na druht poziciu zvrchu oznaéme [. Vieme, Ze eso je na vrchu balicka po k krokoch a potom
kazdych p krokov, teda vzdy, ked pocet doteraz urobenych krokov dava zvysok k po deleni p. Podobne kral je
na druhej pozicii zhora vtedy, ked pocet doteraz urobenych krokov déva zvysok | po deleni ¢. Situécia, ktora
Kleofasa zaujima, teda nastane vzdy po takom pocte krokov od zaciatku, ktory dava zvySok k po deleni p a
zvysok | po deleni gq.

Najmensi spoloény nasobok ¢isel p a ¢ oznaéme m. VSimnime si, Zze po m krokoch od zaciatku buda kral
aj eso na rovnakej pozicii, ako boli na zadiatku. Od tohoto okamihu sa budi ich pozicie menit rovnako, ako sa
menili od zacdiatku. Teda ak doteraz nenastala situécia, v ktorej je eso na vrchu bali¢ka a kral hned pod nim,
potom takato situdcia nenastane nikdy. Stacilo by ndm teda odsimulovat pohyb krala a esa pocas prvych m
krokov a zistif, ¢i niekedy boli v spravnej pozicii (a pripadne vypisat, kedy tato pozicia nastala). Kedze p aj ¢
mozu byt radovo n, ich najmensi spoloény nasobok moze byt radovo n?, teda takéto rieSenie by malo ¢asovil
zlozitost O(n?).

(Konkrétny priklad zlej situdcie pre priamu simuldciu: mame n = 2k kariet, pri¢om eso lezi na cykle dlzky
p = k a kral na inom cykle dizky ¢ = k—1. V takejto situécii je mozné, Ze sa hladana situacia prvykrat vyskytne
az po k? —k —1=n?/4 —n/2 — 1 krokoch.)

Ulohu viak vieme riesif aj sikovnejsie. Sta¢i si uvedomit, ze situécia, ktora Kleofasa zaujima, nemdze nastat
hocikedy. Vieme, Ze zaujimavé situdcia moze nastat len ked je eso na vrchu balicka, teda ked pocet krokov od
zaciatku dava zvysok k po deleni p. Prejdeme teda postupne vsetky cisla, ktoré davaju zvysSok k po deleni p a
st mensie ako m (teda ¢isla k,p+ k,2p+ k, ..., (% — 1) p+ k) a pre vSetky z nich overime, ¢i dané ¢islo déva
zvySok [ po deleni g, teda ¢&i je po takomto poéte krokov kral druhy zhora. Ak nejaké takéto ¢islo ndjdeme,
potom je to hladany pocet krokov. Ak takéto ¢islo nendjdeme, potom sa kral a eso nikdy naraz nedostanti do
situécie, ktora Kleofasa zaujima. Kedze m < pq, tak % < q, teda potrebujeme overit najviac ¢ ¢isel. No a kedze
q < n, toto overovanie (a teda aj cely algoritmus) pobezi v linedrnom ¢ase. Ak sme pri implementécii lenivi a
nechce sa ndm podcitat najmensi spoloény nasobok dvoch ¢&isel, mozeme prezriet vsetky podozrivé éisla az po
pq, Casovi zlozitost ndm to nezhorsi.
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Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main() {
//nacitanie vstupu
int n;
scanf (”%d”, &n);
vector<int> a(n+l);
for(int i=1; i<=n; i++) scanf (”%d”,&alil);
int pozicia_karty[2], cielova_pozicial2] = {1, 2
scanf (”%$d.%d”, &pozicia_karty[0], &pozicia_kartyl[

}; //index 0 ma eso, index 1 ma kral
11);
//zistovanie p, q, k, 1 (v nasom kode perioda[0], perioda[l], prvy raz[0] a prvy raz[l])
int periodal2], prvy_raz[2];
for (int 1i=0; i<2; i++) {
int pozicia = pozicia_kartyl[i];
for (int 3j=0; Jj<n; Jj++) {
if (pozicia == cielova_pozicial[i]) prvy_raz[i] = Jj;
pozicia = al[pozicial;
if (pozicia == pozicia_karty[i]) {
periodali] = j+1;
break;

}

//hladanie riesenia
bool ano;

for (int krokov=prvy_raz[0]; krokov<perioda[O] * perioda[l]; krokov += periodal[0]) {
if (krokov % periodal[l] == prvy_raz[l]) {
ano = 1;

printf(”ano\n”);
printf (”%$d\n”, krokov) ;
break;
}
}

if (!ano)printf (“nie\n”);
return 0;

B-11-3 Viac pokazenych kalkulaciek

Postupne si ukazeme ku kazdej tilohe asponi jedno mozné riesenie. Zdoraznujeme, ze nejde o jediné spravne
rieSenia — aj kazdy iny postup vedici k zadanému cielu si zasluzi body.

Poduiloha A: Janka pripo¢ita 13

Pripocitat 12 by bolo Tahké, na to by stacilo stlacit +4+4+4= a boli by sme hotovi. Ako ale pripocitat tu
poslednti jednotku?

Asi najjednoduchsi sposob pripocitania jednotky vyzera nasledovne: *4+4/4. Teda postupne ¢islo na displeji
vynésobime 4 (zmeni sa z 2 na 4x), potom pripo¢itame 4 (éim na displeji dostaneme 42 +4) a na zéver vydelime
4 (¢éim sa displej zmeni na zelané x + 1).

Jednym moznym rieSenim tulohy je teda postup +4+4+4%4+4/4=. Inym rieSenim by bolo jednoducho 13-krat
zopakovat pripoéitanie jednotky.

Podaloha B: Mirko vyraba 47 z Cisla 2

Mirko na svojej kalkulacke ¢islo 47 vyrobit nevie. Totiz pomocou cifry 2 vie do kalkulacky zadat len parne
¢isla, no a rozdiel aj sucin parnych ¢isel je opéaf parny. Vyrobit na displeji neparne ¢islo sa mu preto nemoze
nikdy podarit.

Poduiloha C: Mirko vyraba 1234

Len pomocou od¢itania vie Mirko vyrobit ¢islo 1234 tak, ze zaCne z ¢isla 2222 a postupne, kym to ide,
odcitava najskor 222, potom 22 a nakoniec 2: 2222-222-222-222-222-22-22-22-22-2-2-2-2-2-2=,

Ak chceme eSte nejaké stlacenia uSetrif, potrebujeme zapojit aj ndsobenie. Namiesto 2222 si napriklad
modzeme vyrobit ¢islo 1776 ako 222%2*2%2 ¢o ndm usetri nejaké odéitavania:
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222%2%2%2-222-222-22-22-22-22-2-2-2-2-2=,

Existuje ale aj pekny systematicky sposob ako 1234 (alebo Iubovolné iné celé éislo) Sikovne vyrobit pomocou
odcitani a nasobeni. Vyuzijeme pri nom dvojkova stustavu.

Ukazeme si to najskor na malych prikladoch.

Cislo 16 = 2* vieme zapisat ako 2x2x2x2.

Cislo 14 = 2* — 2 vieme zapisaf ako 2%2%2%2 - 2.

Cislo 12 = 2* — 22 nevieme zapisat ako 2*%2*%2%2 - 22 lebo nemame priority operatorov: posledné *2 by
vynésobilo dvoma vietko. MoZeme si vSak upravit jeho zapis nasledovne: 24 — 22 = (23 — 2!). 2. No a toto uz
vieme zapisat na naSej kalkulacke ako 2*2*2-2%2.

Podobne vieme postupovat aj vo vSeobecnom pripade — presnejsie, pre hocijaké parne ¢islo. Zoberme napr.
56 = 27 — 26 — 23, Jeho vypocéet na nasej kalkulacke moze vyzeraf nasledovne: 2x2-2%2%2%2-2%2%2, Cize
(22 —2)-2%—2).22

Pre 1234 vieme pomocou mocnin dvojky vyrobit nasledovny zapis:
1234 =2M —29 - 2% 25 23 22 2l
Tomu zodpoveda nasledovny vypocet na kalkulacke: 2%2%2-2%2-2%2%2x2-2%2%2-2x2-2%2-2=,

Na tento isty algoritmus sa mozeme divat aj nasledovne:

e Ak chceme zapisat ¢islo 2, zapiSeme 2.

e Ak chceme zapisat ¢islo tvaru 4k, zapiSeme ¢islo tvaru 2k a na koniec priddme *2.

e Ak chceme zapisat ¢islo tvaru 4k + 2, zapiSeme ¢islo tvaru 2k + 2 a na koniec priddme *2-2.

Poduiloha D: Tomas vyraba cislo 3

Pokrac¢ujic priklad v zadani, MR+MR+MR vyrobi hodnotu —6, ktort staéi vydelif hodnotou —2, éim dostaneme
zelan hodnotu 3. Jednym moZnym rieSenim tlohy je teda postupnost tlacidiel MR+MR+MR/MR=.

Poduloha E: Tomas vyraba celé cisla

Stlac¢at MR viackrat za sebou nemé rovnaky efekt ako stlacanie cifier: ked sme stlacili cifru 2 trikrat, dostali
sme na displeji ¢islo 222, ale ked trikrat stla¢ime MR, trikrat ndm to z pamite vyvola ta istd hodnotu. Aj po
trefom stladeni bude teda na displeji stéle t4 ist4 hodnota — v nasom pripade hodnota —2.

Nagtastie vieme séitat a ndsobif, stile teda pripadd do tvahy pouzitie vhodnej ¢iselnej ststavy. Spravne
rieSenie bude az prekvapivo jednoduché.

Skor, nez si popiSeme samotné programy pre nasu kalkulacku, pozrime sa na zaujimavu ¢iselna sustavu.
Zékladom tejto stustavy bude prave ¢islo —2. Podobne ako v obyc¢ajnej dvojkovej stistave, aj v tejto budeme
pouzivat len dve cifry: 0 a 1. Tejto stistave sa niekedy hovori negabindrna.

Ked v stistave so zékladom z zapiSeme &islo s ciframi abcde, jeho hodnota je a- 24 +b-234c-22+d -z  +e-20.
Ak teda v nasej stistave so zékladom z = —2 zapiSeme napr. ¢islo 10110, jeho hodnota je 1-(—=2)*+0-(=2)3 +
1-(=2)2+1-(=2)'+0-(-2)°.

Negabinarna sustava mé jednu velmi zaujimavia vlastnost: aj bez pouZitia znamienka minus v nej vieme
zapisat lubovolné celé ¢islo.t To si teraz dokazeme.

Majme refazec cifier r predstavujici éslo r. Co sa stane, ak za tento refazec dopiSeme 0? Vsetky cifry
sme tym posunuli o rad dolava, éim sme vlastne hodnotu kazdej z nich vyndsobili éislom —2. Retazec r0 teda
predstavuje éislo —2r. Podobne, refazec r1 predstavuje ¢islo o 1 vicsie, teda —2r + 1.

Vsimnime si, Ze rovnako ako v klasickej binarnej stistave, aj tu plati, ze cisla konciace 0 sii parne a ¢isla
konéiace 1 st neparne. Na tomto pozorovani zaloZime aj nas algoritmus, ktory ukdze, ako lubovolné celé ¢islo
zapisat v negabindrnej ststave. (Algoritmus bude v podstate rovnaky ako pre klasickt dvojkovi ststavu.)

ITento zapis je dokonca, az na pripadné nuly na zagiatku, jednoznaény. Ttto skutoénost viak nebudeme potrebovat.
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e Ak chceme zapisat ¢islo 0, nezapiSeme ni¢ a sme hotovi.
e Ak chceme zapisat nenulové parne cislo 2k, zapiSeme ¢islo —k a za jeho zapis dopiseme 0.
e Ak chceme zapisat neparne ¢islo 2k + 1, zapiSeme ¢islo —k a za jeho zdpis dopiSeme 1.

Vyssie uvedeny postup je urcite kone¢ny, lebo v kazdom kroku sa absolutna hodnota ¢isla, ktoré este treba
zapisat, zmensi. (AZ na jednu vynimku. Ak ju nevidite sami, uvidite ju pri konci nasledujiceho prikladu.) Po
kone¢nom pocte krokov teda dosiahneme nulu.

Priklad:

Cislo 47 zapiSeme tak, Ze zapiseme —23 a za jeho zapis dopiSeme cifru 1.
Cislo —23 zapiseme tak, Ze zapiSeme 12 a za jeho zapis dopiSeme cifru 1.
Cislo 12 zapiSeme tak, Ze zapiSeme —6 a za jeho zapis dopiSeme cifru 0.
Cislo —6 zapiseme tak, Ze zapiSeme 3 a za jeho zapis dopiseme cifru 0.
Cislo 3 zapiSeme tak, Ze zapiSeme —1 a za jeho zapis dopiseme cifru 1.
Cislo —1 zapiSeme tak, Ze zapiSeme 1 a za jeho zépis dopiSeme cifru 1.
Cislo 1 zapiSeme tak, Ze zapiSeme 0 a za jej zapis dopiseme cifru 1.
Kvoli ¢islu 0 uz nepiseme nic.

Citajic od konca teda dostavame, ze v negabindrnej stistave ma ¢islo 47 zépis 1110011.

No a ked k nejakému celému ¢islu pozndme jeho zapis v negabindrnej ststave, Tahko ho vypoditame na nasej
kalkulacke. Napriklad pre ¢islo 47 by jeho vypocet na Toméasovej kalkulacke vyzeral nasledovne:

MR *MR+MR *MR+MR +*MR *MR *MR+MR *MR+MR / MR =
N e e Y T N N —
1 1 1 0 0 1 1

B-11-4 Regularne vyrazy

Poduloha A

Prejdime si postupne jednotlivé obmedzenia:
e Urcite jedna a mozno druhé lokomotiva na zaciatku: ,LL7¢.
e Niekolko poStovych voziiov na konci: ,P*“.

e KedZe vozne prvej triedy st pre zvySnych pasaZierov nepristupné, musia byt tesne za lokomotivou alebo
tesne pred poStou (alebo oboje!) a je ich Tubovolne vela: ,1x“.

e V strede moze byt lubovolne vela voziiov druhej triedy a niekde medzi nimi mozno jeden jedalensky a
jeden pre cestujucich s defmi: ,2%xJ?2xD72x“, Netreba vSak zabudat, Ze vozne moézu byt v Tubovolnom
poradi: ,2%(J?2%D? | D72xJ7) 2%,

Ked to celé spojime, dostaneme ,LL?1%2%(J72%D?|D?72%J7) 2% 1*xPx*,

Poduloha B

Tato podiloha bola najlahsia. Stacilo si uvedomit, Ze poZadovani operaciu (vytvorit vzorku, ktorej zod-
povedaju vSetky postupnosti znakov zodpovedajice asponl jednej z inych dvoch vzoriek) robi symbol pre
logicky or (,,1%). Zadané vzorky teda stacilo dat do zatvoriek a nésledne zlepit pomocou tohto symbolu:
,( bx(ab*ab*)* ) | ( (alb)*b(alb)*b(alb)* )“. Medzery sme do vzorky pridali pre nézornost.
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Podiloha C

Pre tuto cast, bohuzial, neexistuje symbol, ktory by ju za nds vyriesil. Budeme sa teda musiet zamysliet, ¢o
zadané vzorky znamenaju, zIucit tieto dve vlastnosti a napisat iplne novi vzorku.

Vo vzorke ,b*(ab*ab*)*“ si mozno v8imnuf, Ze v zatvorke sa znak ,a“ vyskytuje dva krat. Zatvorka sa
Tubovolne vela krat opakuje a teda vo vysledku sa znak ,a“ nachddza parny pocet krat. Znak ,b“ sa moze
vyskytovat v Tubovolnych mnoZstvach a na Tubovolnjch pozicidch. Tejto vzorke teda zodpovedaji prave vsetky
refazce s parnym poctom ,,a“-Cok.

Vo vzorke ,,(alb)*b(alb)*b(alb)*“ st dva znaky ,b*“, okolo ktorych sa mozu vyskytovat oba znaky lubo-
volne. Je teda jasné, ze vzorke zodpovedaji prave vSetky retazce s aspor dvoma ,b“-ckami.

My teda méme napisat vzorku, ktorej bude retazec zodpovedat prave vtedy, ked ma aj parny pocet ,,a“-cok,
aj aspon dve ,b“-¢ka. Ako na to? Kazdy takyto retazec si mézeme schematicky predstavit nasledovne:
(nejaky pocet a) (prvé b) (nejaky pocet a) (druhé b) (zvySok retazca)

My potrebujeme zabezpecit, aby v prvej, tretej a piatej ¢asti refazca bol dokopy parny pocet ,,a“-éok. To
spravime tak, Ze budeme mat Styri disjunktné casti vzorky podla parity po¢tu ,a“-éok v prvej a v tretej casti
retazca. Jedna z tychto Styroch moznosti je uvedend nizsie, ostatné tri vyzeraja analogicky.

(parny pocet a) b (neparny pocdet a) b (lubovolny refazec s neparnym poctom a)

Jednotlivé malé ¢asti nasich vzoriek mozu vyzerat napr. nasledovne:

e parny pocet a: ,(aa)*“

e neparny pocet a: »a(aa)*“

e retazec s parnym poctom a: ,b* (ab*ab*) x“

e retazec s neparnym pocétom a: ,b*ab* (abxab*) *“

Hladant vzorku teda dostaneme tak, Ze pomocou logického or (,,1“) spojime nasledovné Styri vzorky:

e ,  (aa)x b (aa)* b b* (ab*ab*) *“

e ,a(aa)* b (aa)* b bxab*(abxab*)x*“

e . (aa)* b a(aa)* b bxab*(abxab*)x*“

e ,a(aa)*x b a(aa)* b b* (ab*ab*) *
Podiloha D

Aj v tejto podulohe si vysledna vzorku najskor slovne popiSeme. Zékladné vzorky su tie isté ako v predcha-
dzajucej podilohe, teraz vSak chceme, aby ani jedna vysledku nezodpovedala. Hladame teda vzorku pre refazce
s najviac jednym znakom ,b“ a zaroven neparnym poctom znakov ,a“.

Ak takyto refazec neobsahuje ,b“, popisuje ho vzorka ,a(aa)*“. Ak obsahuje ,b“, stt dve moZnosti: bud je
pred nim péarny a za nim neparny pocet ,,a“, alebo je to naopak. Prva moznost vedie k vzorke ,,(aa)* b a(aa)**,
druhé ku ,a(aa)* b (aa)*“.

Vysledna vzorka je logicky or vyssie uvedenych troch moznosti.

In4 konstrukcia: Predstavme si, Ze takyto refazec mame. Vieme z neho postupne zo zaciatku aj z konca
odoberat dvojice znakov ,a“, az kym nadm nezostane jadro, ktoré obsahuje préve jedno ,a“-cko (aby bol ich
celkovy pocet nepéarny) a najviac jedno ,b“-cko. Vieme to teda zapisat ako ,(aa)*(ab|bala) (aa)*“.
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