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RieSenia kategorie A

A-11-1 Hotel 2

Zékladom asi vSetkych dobrych rieSeni je pozorovanie, Ze tlohu je vhodné riesit zaéinajic na najvysSom
poschodi hotelu. Optimélne rieSenie si mdzeme popisat nasledovne: Predstavme si, Ze sa na zaciatku kazdy host
vyvezie vytahom na najvyssie poschodie, na ktorom moze byvat. Nasledne pride menezer hotela a postupne pre
kazdé poschodie, idic zhora nadol, zopakuje nasledovna proceduru: Ak tu ¢aka nanajvys n hosti, ubytuje ich
vsetkych. Ak nie, ubytuje tych n, ktori mu zaplatia najviac, a ostatnych posle o poschodie nizsie.

Dokazme si teraz, ze vysSie uvedeny postup naozaj vzdy vyrobi optimalne rieSenie.

Zamyslime sa najskor, preco nase rieSenie funguje pre najvyssie poschodie hotela. Nech C' je mnozina tych
Tudi, ktorych by tam ubytoval nas algoritmus. Tvrdime, Ze existuje optimélne rieSenie, v ktorom na najvysSom
poschodi ubytujeme prave Iudi z mnoziny C.

Preco? Ukéazeme, Ze lubovolné optimélne rieSenie vieme bez zmeny zisku prerobit na také, v ktorom plati
nase tvrdenie. Majme teda fubovolné optimélne rieSenie. Ak s v iom vSetci fudia z C' ubytovani na najvysSom
poschodi, sme hotovi.! V opa¢nom pripade musi existovat nejaky ¢lovek ¢ z C, ktory tam ubytovany nie je. Tu
rozoberieme tri pripady:

e Clovek ¢ v nasom optimalnom rieseni byva na nejakom niz$om poschodi a na najvyssom poschodi mame
volnu izbu. V tomto pripade ¢loveka ¢ do takej izby presunieme, ¢im sa zisk nezmeni.

e Clovek ¢ v nasom optimalnom rieSeni byva na nejakom niz$om poschodi, ale najvyssie poschodie je plné.
V tomto pripade mame na najvyssom poschodi ¢loveka d, ktory do C nepatri. Ludi ¢ a d vymenime. Tym
sa zjavne zisk nezmeni a opif dostaneme platné rieSenie: ¢ moze byvat na najvy$Som poschodi, lebo patri
do C, no a d sme presunuli na nizsie poschodie ako pévodne obyjval.

e Cloveka c sme v naSom optimalnom riefeni neubytovali. Najvyssie poschodie musi byt v naSom rieseni
zjavne plné, inak by sme nati mohli ¢loveka ¢ pridat a mat lepSie riesenie. Preto opit existuje ¢lovek d ako
v predchadzajicom bode. A kedze (vdaka vyberu mnoziny C) ¢lovek ¢ plati aspoinl tolko ako ¢lovek d,
dostaneme aspon tak dobré riesenie, ak namiesto d ubytujeme c.?

Opakovanim vys$ie uvedeného postupu teda zjavne vieme Iubovolné optimélne rieSenie prerobif na také
optimdlne rieSenie, v ktorom na najvyssom poschodi byvaju prave Iudia z mnoziny C. Tym sme nas dokaz
uspesne ukoncili. Vieme teda, Ze nas algoritmus na najvyssom poschodi hotela ni¢ nepokazi.

Tym je ale dokazané aj celkova spravnost nasho algoritmu! Akonéhle sme totiz ubytovali vybranych hosti
na najvyssom poschodi, mozeme jednoducho zabudnit na to, Ze toto poschodie a tito hostia existuju. Tym
dostavame povodny problém, ale uz len pre zvySok hotela a zvySok hosti. A teda moézeme dokola pre kazdé
poschodie opakovat t istt tvahu.

Poslednou otézkou je efektivna implementicia vysSie uvedeného postupu. Aby sme nemuseli na kazdom
poschodi odznova zistovat, ktori hostia st ochotni zaplatit najviac, pouzijeme na uloZenie aktudlnej mnoziny
hosti haldu, v ktorej budi usporiadani podla sumy, ktor st ochotni zaplatit. Algoritmus teda za¢ne s prazdnou
haldou a nasledne pre kazdé poschodie zhora dole vykona nasledovné kroky:

1. Postupne vlozi do haldy vsetkych ludi, ktori maji svoju maximéalnu vysku na aktualnom poschodi.
2. Postupne vyberie z haldy (nanajvys) n Iudi, ktori budd ubytovani na tomto poschodi.

Tento algoritmus vieme implementovat s ¢asovou zlozitostou O(p + hlogh).

1V nagom tvrdeni sme uviedli, e ubytujeme prave fudi z C. Lahko vSak nahliadneme, %e to musi byt v danej chvili pravda. Ak
|C| < n, aj tak tam nemd kto dalsi byt, a ak |C| = n, uz tam nie je miesto pre nikoho dalsieho.
2Takato situicia nastane len vtedy, ak c aj d platili presne rovnako, len d mal smolu, Ze sa do C napriek tomu nezmestil.
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Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <queue>
#include <vector>
using namespace std;

// na ulozenie hosti si spravime zaznam; ”vacsi” host ma vacsiu prioritu na ubytovanie
struct host { int id, platba; };
bool operator< (const host &A, const host &B) { return A.platba < B.platba; }

int main() {
// nacitame vstup
int P, N, H;
cin >> P >> N >> H;
vector<int> vysky (H), platby (H);
for (int h=0; h<H; ++h) cin >> vysky[h];
for (int h=0; h<H; ++h) cin >> platby[h];

// inicializujeme vystupne premenne
long long zarobok = 0;
vector<int> ubytovanie (H,-1);

// umiestnime kazdeho hosta na najvyssie poschodie kde moze byvat
vector< vector<host> > hotel (P+1);
for (int h=0; h<H; ++h) hotel[ wvysky[h] ].push_back( { h, platby[h] } );

// postupne pre kazde poschodie zhora dole ubytuvame hosti
priority_queue<host> Q;

for (int p=P; p>=1; —--p) {
for (const auto &h : hotellp]) {
Q.push (h) ;

}
for (int n=0; n<N; ++n) if (!Q.empty()) {
host h = Q.top();

Q.pop();
zarobok += h.platba;
ubytovanie[h.id] = p;

}

// vypiseme vystup
cout << zarobok << "\n”;
for (int h=0; h<H; ++h) cout << ubytovanie[h] << (h+l==H ? "\n" HERLS

A-11-2  LyZovacka

Podulohu A Tahko vyrieSime obyéajnym prehladdvanim grafu. V podilohe B k optimalnemu rieSeniu povedie
jednoduché pouzitie dynamického programovania.

Poduloha A

V tejto podilohe vlastne potrebujeme najst vsetky bufety, ktoré maju dve dobré vlastnosti: st dosiahnutelné
z lokality 1 (z hornej stanice lanovky) a zaroven z nich je dosiahnutelna lokalita 0 (dolna stanica lanovky).

Vsetky lokality dosiahnutelné z lokality 1 najdeme tak, Ze z nej spustime prehladavanie (napr. do hibky
alebo do sirky). Rovnakym postupom vieme najst aj vSetky lokality, z ktorych je dosiahnutelnd lokalita 0, len
tentokrat zadany graf prehladdvame proti smeru hran — teda ako keby sme zacali na dolnej stanici lanovky a
postupne prezerali, kam vSade sa vieme dostat tak, Ze ideme hore zjazdovkami. Pri vhodnej reprezentécii grafu
v pamiti ma takéto riesenie ¢asovi zlozitost ©(n + z), teda linedrnu od velkosti vstupu.

Listing programu (Python)

from queue import Queue

N, Z, B
bufety

[ int(x) for x in input () .split() ]
[ int(x) for x in input () .split() ]

zjazdovky_dodola
zjazdovky_dohora
for z in range(Z):
odkial, kam = [ int(x) for x in input () .split() ]
zjazdovky_dodola[odkial] .append( kam )
zjazdovky_dohora[kam] .append( odkial )

[ [] for n in range(N) ]
[ [] for n in range(N) ]
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def prehladaj(graf, start):
# prehlada do sirky dany graf z daneho vrcholu
# vrati pole booleanov: kam sa vieme dostat a kam nie
navstivil = [ False for _ in range(len(graf)) ]
navstivil[start] = True
Q = Queue ()
Q.put (start)
while not Q.empty():
kde = Q.get ()
for kam in graf[kde]:
if not navstivil [kam]:
navstivil [kam] = True
Q.put (kam)
return navstivil

viem_z_1
viem_do_0

prehladaj( zjazdovky_dodola, 1 )
prehladaj( zjazdovky_dohora, 0 )

dobre_bufety = [ b for b in bufety if viem_z_1[b] and viem_do_0[b] ]
print ( len( dobre_bufety ) )

Ulohu sa d4 riesit aj pomocou jediného prehladavania do hibky. Kedze ide vlastne o jednoduchsiu verziu
rieSenia podulohy B, odlozime si jeho vysvetlenie az k nej.

Poduloha B

Pre kazdu lokalitu z si mozeme polozif nasledovnt otézku: ,, Ak chcem zacat lyzovat v lokalite x a spustit
sa odtial do lokality 0, kolko najviac bufetov mozem cestou navstivit?“ Odpoved na tuto otdzku si oznacime
M (z), pri¢om sa dohodneme, Ze ak sa z lokality = do lokality 0 vobec ned4 dostat, bude M(z) = —oco.

Riesenim zadanej podilohy je hodnota M (1), ti teda chceme vypocitat. Aby sme to dosiahli, vypocitame
postupne vo vhodnom poradi hodnoty M (x) pre vSetky lokality dosiahnutelné z lokality 1.

Lahko zistime M (0): kedZe v lokalite 0 nie je bufet a ani uz nikam nelyZzujeme, zjavne plati M (0) = 0.

Predstavme si teraz, ze sme v nejakej inej lokalite x. Ako vyzerd optimalne rieSenie? V prvom rade sa
pozriem, ¢i je v lokalite x bufet, a ak ano, navstivim ho. Nasledne sa pozriem na zjazdovky, ktoré vedu z lokality
x. Lokality, kam ved, oznadime y1,...,yx. My si teraz musime vybrat jednu zo zjazdoviek a spustif sa tiou.
Ale ktora? Ktord ndm da najlepsie rieSenie? Na to, aby sme sa spravne rozhodli, potrebujeme poznat hodnoty
M(y1), ..., M(yx). Tie ndm pre kazdd lokalitu y; hovoria, kolko bufetov este zvlddneme navstivit, ak sa teraz
spustime na fiu. A kedZe chceme bufetov navstivit ¢o najviac, vyberieme si samozrejme tu nasledujicu lokalitu,
ktorej hodnota M je najvicsia. Plati teda nasledovny vztah:

M(z) = [1 ak je v lokalite  bufet] + max{M/(y;) : existuje zjazdovka z = do y;}

Tento vztah vieme lahko zapisat ako rekurzivnu funkciu. Aby sme dostali efektivny algoritmus, priddme esSte
memoizdciu: pre kazdé x budeme hodnotu M (z) pocitat len raz. Akonahle ju zistime, zapiSeme si ju do pola a
nasledne uz len budeme v dalSom vypocte pouzivat takto ulozenti hodnotu.

Po tejto tprave teda dostavame program, ktory nanajvys raz spracuje kazdu lokalitu, a takisto nanajvys
raz spracuje kazdu zjazdovku — totiz vzdy pri spractvani lokality postupne prezrieme vsetky zjazdovky, ktoré z
nej vedi. Casova zlozitost je teda ©(n + z). Toto riesenie je zjavne optimalne, kedZe uz len na naéitanie vstupu
potrebujeme radovo rovnako vela krokov vypoctu.

Listing programu (Python)

N, Zz, B = [ int(x) for x in input().split() ]
bufety = [ int(x) for x in input () .split() ]
pocet_bufetov = [ 0 for n in range(N) ]
for b in bufety: pocet_bufetov(b] =1
zjazdovky = [ [] for n in range(N) ]
for z in range(Z):
odkial, kam = [ int(x) for x in input().split () ]

zjazdovky[odkial] .append( kam )

# pomocne pole v ktorom si pamatame uz vypocitane hodnoty M()
pamat = [ None for n in range(N) ]

def M(x) :
if pamat[x] is not None: return pamat[x] # hodnotu M(x) uz pozname
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if x == 0: return 0 # vieme ze M(0) je O

odpoved = float (’-inf’)

for kam in zjazdovky[x]: odpoved = max( odpoved, pocet_bufetov[x] + M(kam) )
pamat [x] = odpoved

return odpoved

print ( M(1) )

Alternativne, rovnako dobré riesenie vieme implementovat aj bez pouZitia rekurzie. Za¢neme tym, Ze ndjdeme
tzv. topologické usporiadanie vrcholov nasho grafu — teda jedno pripustné usporiadanie lokalit do poradia
podla ich nadmorskej vysky. V tomto poradi (za¢inajic od najnizsie poloZenych) postupne kazda lokalitu raz
spracujeme pomocou vyssie uvedeného vzorca a vypoditant odpoved si zapamitame.

A-11-3 MieSanie kariet

Pohyb jednej karty. Vezmime si jedno konkrétne eso a pozrime sa, ¢o sa s nim bude diat. Ked budeme
balicek kariet miesat na KleofaSovom stroji stle dookola, eso v balicku bude menit svoju poziciu. Moznych
pozicii esa v bali¢ku je n, teda najneskoér po n zamiesaniach sa ndm musi stat, Ze eso sa ocitlo na pozicii, na
ktorej uz niekedy pred tym bolo. KedZze poziciu esa po premieSani ovplyviiuje iba jeho pozicia pred premiesanim,
od tohto okamihu sa eso bude hybat tplne rovnako, ako sa hybalo, ked bolo na rovnakej pozicii naposledy. Inymi
slovami, jeho pozicie sa budia periodicky opakovat.

Dalsim zaujimavym pozorovanim je, Ze ked sa eso prvy raz dostane do pozicie, v ktorej uz bolo, bude to
urcite pozicia, v ktorej bolo eso Uplne na zaciatku. Ak by to totiz bola nejaka inéd pozicia, znamenalo by to, Ze
sa do tejto pozicie mohlo eso dostat z dvoch réznych miest (z jedného miesta sa do nej dostalo prvy raz a z
iného druhy raz). To ale nie je mozné, kedZe na kazda poziciu v bali¢ku sa vzdy dostane prave jedna karta. Eso
teda meni pozicie periodicky uz od zaciatku.

Ak by néas zaujimalo, v ktorych ¢asoch bude naSe eso na nejakej konkrétnej pozicii X, sta¢i ndm simulovat
jeho pohyb krok po kroku, az kym sa nedostane naspit do pozicie, v ktorej zac¢inalo. To sa stane urcite najneskor
po n krokoch, teda celd simuldcia ndm bude trvat v najhorSom pripade linedrny ¢as (jeden krok vieme simulovat
v konStantnom c¢ase, kedZze ndm staci pamiitat si iba poziciu esa a ta aktualizovat). Pocet krokov potrebnych
na to, aby sa eso dostalo naspét na svoju zaciato¢na poziciu (teda periédu, s ktorou sa pozicie esa opakuji)
oznac¢me p. Ak sa pocas simulécie eso niekedy k krokov od zaciatku dostalo na poziciu X, potom na tejto pozicii
bude préave vtedy, ked podet premiesani od zaciatku mieSania dava zvySok k po deleni p. Ak sa pocas simulécie
eso na poziciu X, nedostalo, potom sa na tato poziciu nedostane nikdy.

Pohyb dvoch kariet. Vezmime si teraz nejaké dve konkrétne esé (napriklad srdcové a pikové) a nejaké dve
konkrétne pozicie X a Y. V ktorych ¢asoch bude srdcové eso na pozicii X a sicasne pikové eso na pozicii
Y? Periédu, s ktorou sa opakuje pozicia srdcového esa, ozna¢me p; a periddu pikového oznacme ps. Pocet
krokov, po ktorych sa srdcové eso prvy raz dostane na poziciu X oznatme ki a pocet krokov, po ktorych sa
pikové eso prvy raz dostane na poziciu Y oznacme ky. Periddy p1,p2 aj ¢isla ki, ke vieme najst v linedrnom
¢ase simulovanim pohybu es (kazdého zvlast). Ak niektoré z ¢isel kq, ko neexistuje (teda niektoré z es sa nikdy
nedostane na pozadovani poziciu), potom vieme, Ze situdcia so srdcovym esom na pozicii X a pikovym na
pozicii Y nenastane nikdy. V opa¢nom pripade nastane prave vtedy, ked pocet premiesani od zaciatku dava
zvysSok ki po deleni p; a zvySok ks po deleni po.

Najmensi spolo¢ny nasobok ¢isel p; a ps oznacme m. Vsimnime si, ze po m krokoch od zaciatku buda obe
eséd na rovnakej pozicii, ako boli na zaciatku. Od tohoto okamihu sa budi ich pozicie menit rovnako, ako sa
menili od zaciatku, teda ak doteraz nenastala situécia, v ktorej je srdcové eso na pozicii X a pikové na pozicii
Y, potom takato situdcia nenastane nikdy. Ak niekedy po [ krokoch od zaciatku takato situdcia nastane, potom
sa bude opakovat kazdych m krokov. Skor, ako po m krokoch sa zopakovaf nemdze, lebo potom by p; a po
mali spolo¢ného delitela mensieho ako m. Preto situédcia, kde je srdcové eso na pozicii X a pikové na pozicii Y,
nastane prave vtedy, ked pocet krokov od zaciatku déva zvySok [ po deleni m.

Cislo [ by sme mohli najst tak, ze pre kazdé ¢islo od 0 do m — 1 overime, & déva zvySok k; po deleni p; a
zvySok ks po deleni p,. Efektivnejsie rieSenie je overovat to len pre ¢isla, ktoré davaju zvysok ki po deleni py:
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P1
ko po deleni py. Kedze pﬂl < pa, prejdeme najviac py Cisel, teda celé to bude mat ¢asova zlozitost O(ps), ¢o je v

najhorsom pripade O(n).

postupne prejdeme ¢isla kq,p1 + k1,2p1 + k1, ..., (ﬂ — 1) p1 + k1 a pre kazdé z nich overime, ¢i dava zvysok

Pohyb styroch kariet. Pozrime sa teraz na vsetky Styri esd a na nejaké styri pozicie X, Xs, X3, Xy. Kedy
bud stiCasne prvé eso na pozicii X1, druhé na pozicii Xs, tretie na pozicii X3 a Stvrté na pozicii X7 Periody
es si ozna¢me postupne p1, ps2, p3, P4 a pocty krokov, po ktorych budt prvy raz na svojej pozicii X; oznac¢me
k1, ka, ks, kg (vSetky tieto ¢isla vieme najst v linedrnom c¢ase). Ak niektoré z Cisel k; neexistuje, potom nasa
situdcia nenastane nikdy. Najmensi spoloény nasobok p; a ps oznac¢me m;. Uz vieme v ¢ase O(p2) zistit, kedy
bude prvé eso na pozicii X; a zaroveii druhé na pozicii X5 — bud to nenastane nikdy (a sme hotovi), alebo vzdy,
ked pocet krokov déva zvysok I; po deleni m1, kde [; je nejaké &islo.

Kedy budt prvé tri esd na svojich pozicidch? Vzdy, ked pocdet krokov déva zvySok I; po deleni m; a zvySok
ks po deleni p3. Podobny problém sme uZ riesili a podobne ako predtym vieme v ¢ase O(p3) najst také éislo
la, Ze prvé tri esa st na spravnych poziciach vzdy vtedy, ked pocet krokov dava zvysok Iy po deleni ms, kde
mo je najmensi spoloény ndsobok mi a ps. Alebo moZeme zistit, ze také ¢islo Iy neexistuje a prvé tri esa nikdy
nebudt sicasne na spravnych poziciach.

Nakoniec tato tvahu eSte raz zopakujeme pre Stvrté eso a v ¢ase O(py) ndjdeme ¢isla I3 a mg také, ze vSetky
Styri esd st na spravnych poziciach vtedy, ked pocet krokov dava zvySok I3 po deleni mg (alebo zistime, Ze esa
nikdy nebudi v8etky stcasne na spravnych pozicidch). Celé toto zistovanie ndm trvalo linearny cas, kedZe sme
urobili iba konstante vela krat linedrne vela prace.

V naSej tlohe sice nemdme presne urcené, ktoré eso méa prist na ktortt poziciu (a v optimalnom rieseni
mozno niektoré esd nebuda na Ziadnej z vrchnych piatich pozicii), je v8ak iba konstantne vela moznosti ako
vybrat, ktoré esd budi medzi vrchnymi piatimi kartami a pre kazdé z nich na ktorej konkrétnej pozicii ma byt.
Pre kazdu z tychto konStantne vela moznosti vieme v linedrnom case zistit, ¢i a kedy nastane a potom uz iba
vyberieme t1 najlepsiu. Cely algoritmus mé teda ¢asovi zlozitost O(n).

Moznosti, ako esam priradif pozicie, je sice konstantne, ale dost vela. Ich pocet vSak vieme znacne orezaft
napriklad tym, Ze neberieme do ivahy moznosti, kde by sa nejaké eso malo dostat na poziciu, na ktort sa nikdy
nedostane. Tiez mozeme vyuzit, Ze ak sa dve esd vedia dostat na rovnaki poziciu, potom musia mat rovnaki
periédu, teda niektoré ich vzdjomné pozicie vieme vylucit v konStantnom case.

Cinska zvySkova veta. Linearne rieSenie, ktoré sme si predstavili v predchadzajtcej ¢asti, vyuzivalo na
néjdenie spolo¢nej periédy a offsetu trik: bolo si treba vsimnuf, ze kazdé eso méa cyklus dizky najviac n a
nasledne mensie cykly kombinovat do jedného velkého vo vhodne zvolenom poradi. Za zmienku stoji, ze v
tedrii ¢isel pozndme néstroj, ktory ndm umoziiuje robif takéto ,spdjanie cyklov® este efektivnejsie. Tzv. ¢inska
zvyskova veta (vid napr. heslo ,,Chinese remainder theorem* na anglickej Wikipédii) udéva efektivny predpis
ako najst hladant spolo¢ni periédu a offset. Najzlozitejsim krokom, ktory potrebujeme pri jej pouziti spravit, je
najdenie vhodnych inverznych prvkov pri moduldrnom ndsobeni. Tie vieme efektivne najst pomocou rozsireného
Euklidovho algoritmu na hladanie najvicsieho spoloéného delitela. Pomocou tohto nastroja by sa dalo jednotlivé
periédy naSich Styroch es skombinovat do jednej dokonca v ¢ase O(logn). (Toto ale v naSej ulohe nebolo
potrebné, kedze sme predtym aj tak museli stravit ©(n) ¢asu ndjdenim cyklov v permutécii kariet.)

A-11-4  Sufixové stromy

V oboch podilohéch sa stadilo ,spravne pozriet“ na vhodny sufixovy strom. UkdZeme si, ako na to.

Poduloha A: najdlhsi spolo¢ny podretazec

V domécom kole sme zistili, Ze ked mdme pismenkovy strom obsahujtci vSetky sufixy refazca S, tak kazdy
jeho vrchol zodpoveda jednému z retazcov, ktoré sa v S aspoii raz vyskytuju ako podretazce. (Odborne hovorime,
7e ide o bijekciu medzi podretazcami a vrcholmi stromu.)
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Ekvivalentne, podretazce retfazca S su presne vsetky tie refazce, ktoré si vieme precitat na nejakej ceste z
korena stromu dodola.

V sufixovom strome (ktory vznikne skomprimovanim hran vo vyssie spominanom pismenkovom strome) teda
kazdy podrefazec refazca S tiez zodpoveda nejakej ceste z koreia stromu dodola, len tentokrat pre niektoré
podrefazce moze tato cesta kondit niekde na jednej z hréan.

Podilohu A by sme vedeli vyriesit tak, Ze si postavime dva samostatné sufixové stromy (jeden pre S a druhy
pre T) a néasledne Sikovnym sposobom oba naraz prehladdme. Omnoho lahsie implementovatelné rieSenie vsak
dostaneme pouzitim triku spominaného v Studijnom texte: rozsireného sufixového stromu.

Nase riesenie za¢neme tym, Ze si postavime sufixovy strom pre refazec S$T#. Podotykame, Ze znaky $ a #
sa nevyskytuji v retazcoch S a T'. Slizia ndm ako znacky ich koncov. NavySe zabezpecuju, ze kazdému sufixu
retazcov S$T a T zodpovedd v naSom sufixovom strome nejaky list — pozri v Studijnom texte cast ,Sufixovy
strom so zarazkou“.

7 tohto stromu navysSe odignorujeme vSetko, ¢o sa nachadza pod vyskytmi zardzky $. Teda ak sme mali
hranu na ktorej bolo napisané ,,....$T#“, budeme sa tvarit, Ze je na nej napisané len ,,...$“. Takto dostaneme
sufixovy strom, ktory je akoby zjednotenim dvoch sufixovych stromov: jedného pre retazec S$ a druhého pre
retazec T#. Takto by tento strom vyzeral pre refazce S = kalerab a T = prales z prikladu v zadani:

Obr. 1: ZovSeobecneny sufixovy strom pre refazce kalerab a prales.

V obrazku sme spravili zmenu pre lep$iu ¢itatelnost: namiesto toho, aby sme retazce pisali na hrany, ktorym
zodpovedaju, piSeme kazdy refazec do toho vrchola, do ktorého zodpovedajica hrana vedie.

Ako teraz nédjst najdlhsi spoloény podretazec? Zacneme tym, Ze si napriklad na ¢erveno ofarbime vSetky
vrcholy, ktoré predstavuji podrefazce retazca S$. Toto vieme spravit jednym prehladanim sufixového stromu do
hibky: list ofarbime ak retazec na hrane doii vedticej konéi $, vntitorny vrchol stromu ofarbime ak sme ofarbili
aspon jedného z jeho synov.

Obr. 2: Na ¢erveno ofarbené vrcholy predstavuji podretazce refazca kalerab$.

Nasledne napriklad na zlto ofarbime vSetky vrcholy predstavujice podretazce refazca T#. No a o takto
dostaneme? Vrcholy, ktoré sme ofarbili aj na ¢erveno aj na 7lto (volajme ich oranzové) ndm predstavuju vietky
podretazce, ktoré sa vyskytuji aj v S$ aj v T# — inymi slovami, spolo¢né podretazce retazcov S a T.
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Obr. 3: ZIté vrcholy st podretazce leziace len v prales#, oranzové st spolo¢né.

No a na vyrieSenie nasSej tlohy ndm uZ len sta¢i najst oranzovy vrchol leZiaci najdalej od koretia. To vieme
spravit bud tretim prehladdvanim, alebo priamo pocas druhého prehlad4vania: vzdy ked ideme zafarbif na Zlto
doteraz Cerveny vrchol, pozrieme sa, ¢i sme nenasli nové najlepsie rieSenie.

Podidloha B: najkratsia perioda

V tejto podulohe hladdme najmensie p také, Ze refazec S presne pasuje na refazec ,,S posunuty o p pozicii
doprava“. Pozrime sa na pismena, ktoré maji pévodné S a posunuté S spoloéné. Ak ma povodné S dlzku n,
spolo¢ny podrefazec ma dlzku n — p. Kedze lezi na konci pévodného S, ide o niektory zo sufixov S. A kedze lezi
na zaciatku posunutého S, ide zaroven aj o prefix S.

A plati to aj naopak: vzdy, ked pre nejaké p plati, Ze prvych n — p pismen refazca S je rovnakych ako
poslednych n — p pismen, je p periédou daného refazca. Ak teda chceme najst najkratSiu periédu daného
refazca, hladdme vlastne najdlhsi jeho sufix ktory je zdroven jeho prefixom.

Ako to spravime, ked mame sufixovy strom pre retazec S?

Zacneme tym, ze najdeme najhlbsi vrchol v celom strome — inymi slovami, cestu z korena do listu, ktora
zodpovedé celému refazcu S. Prefixom tejto cesty zodpovedaji prave vSetky prefixy refazca S. Ktoré z nich
su zaroven sufixami? V nasom strome mame predsa konce vSetkych sufixov oznacené. Staci teda na nasej ceste
najst najhlbsi oznafeny vrchol (iny ako list, ktorym cesta kondi).

Obr. 4: Sufixovy strom pre refazec abrakadabra. Vyfarbené vrcholy zodpovedaji ceste na ktorej lezi celé toto
slovo. Najhlbsi nie-list na nej v ktorom kond¢i nejaky sufix je vrchol zodpovedajuci podretazcu abra. Kedze cely
refazec ma dlzku 11 a refazec abra dizku 4, méa najkratsia periéda dlzku 11 —4 = 7.
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