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Priebeh celostatneho kola

Celostatne kolo 29. ro¢nika Olympiady v informatike, kategérie A, sa koné v diioch 26.—29. marca 2014. Na
rieSenie tloh prvého, teoretického diia maju sitaziaci 4,5 hodiny ¢istého ¢asu. Rozne tlohy riesia stifaziaci na sa-
mostatné listy papiera. Akékolvek pomocky okrem pisacich potrieb (napr. knihy, vypisy programov, kalkulacky)
su zakazané.

Co ma obsahovat riesenie alohy?

e Slovne popiste algoritmus.

Slovny popis rieSenia musi byt jasny a zrozumitelny i bez nahliadnutia do samotného algoritmu/programu.
Zdodvodnite spravnost vasho algoritmu.

Uvedte a zdévodnite jeho ¢asovii a paméifovi zloZitost.

Podrobne uvedte dolezité ¢asti algoritmu, idedlne vo forme programu v Pascale alebo C/C++.

V pripade, ze pouzivate vo svojom programovacom jazyku kniznice, ktoré obsahuji implementované datové
Struktury a algoritmy (napr. STL pre C++), v popise algoritmu struc¢ne vysvetlite, ako by ste napisali
program s rovnakou ¢asovou zlozitostou bez pouzitia kniznice.

Hodnotenie rieSeni prvého (teoretického) diia

Za kazdu tlohu mozete ziskat od 0 do 10 bodov.

Pokial nie je v zadani povedané ini¢, najddlezitejsie dve kritérid hodnotenia st v prvom rade spravnost
a v druhom rade efektivnost navrhnutého algoritmu. Na vyslednom poéte bodov sa méze prejavit aj kvalita
popisu riesenia a zdovodnenie tvrdeni o jeho spravnosti a efektivnosti.

Efektivnost algoritmu posudzujeme vypocitanim jeho ¢asovej zlozitosti — funkcie, ktord hovori, ako dlho
vykonanie algoritmu trvad v zavislosti od velkosti vstupnych parametrov. Nezavisi pri tom na konstantnych
faktoroch, len na radovej rychlosti rastu tejto funkcie.

V zadani tlohy mozu byt uvedené limity na velkost premennych. Tieto mozete pouzit na odhad toho,
ako dobré vase riesenie je. Na pocitaci, ktory vykona miliardu instrukcii za sekundu, vyriesi vzorové riesenie
Tubovolny povoleny vstup nanajvys za niekolko sektnd.
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A-I1I-1 Pan Buridan a kaviarne

Buridanov osol je znamy filozoficky myslienkovy experiment. Predstavte si, ze hladného osla postavite presne
do stredu medzi dve kopky sena. Osol by si sice dal seno, ale kedze je situdcia dokonale symetrickd, nem4 sa
podla ¢oho rozhodnut, ¢ ist dolava alebo doprava. A tak ostane na mieste, az chuddk zdochne od hladu.

Dévidka uz poznate z doméceho kola. Stéle si chudak hlad4 byvanie v Manhattane. Teraz si vSak uvedomil,
7ze mu hrozi rovnaky problém ako Buridanovmu oslovi: ak by existovali dve kaviarne, ktoré si od jeho bytu
rovnako daleko, mohlo by sa mu stat, Ze sa medzi nimi nebude vediet rozhodnif a nedopadne to dobre.

Pre jednoduchost si Manhattan predstavime ako Stvorcovi sief, po ktorej sa dé pohybovat len v $tyroch
zédkladnych smeroch. Na niektorych mrezovych bodoch (krizovatkach) st kaviarne; na kazdom najviac jedna.

Satazna dloha
Na vstupe je mapa Manhattanu. Pre kazdu krizovatku zistite, ¢i tam Davidko méze byvat — teda ¢i neexistuju
ziadne dve kaviarne, ktoré by boli od danej krizovatky rovnako daleko.

Format vstupu

V prvom riadku je rozmer n Stvorcovej siete predstavujicej Manhattan: tvori ho n vodorovnych a n zvislych
ciest. Mame teda presne n? krizovatiek. Zvysok vstupu tvori n riadkov, v kazdom z nich je n ¢isel: 1 predstavuje
krizovatku s kaviarnou, 0 krizovatku bez kaviarne.
Format vystupu

Vypiste n riadkov a v kazdom z nich n znakov: pre kazdu krizovatku bud ‘A’ ak tam Déavidko byvat moze,
alebo ‘N’ ak nie.
Hodnotenie

Plnych 10 bodov dostanete za rieSenie s asymptoticky optimalnou ¢asovou zloZitostou. Pomalsie korektné
rieSenia mozu dostat 3 az 9 bodov podla konkrétnej asovej zloZitosti.

Priklady
vstup vystup
5 AAAAA
10010 AAAAN
00000O NNDNNA
00000 AAAAA
00001 AAAAA
000O00O
vstup vystup
3 NNN
101 NNN
00 NNN
101
vstup vystup
2 A A
01 A A
0
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A-I1l1-2 Pretahovanie lanom

V Dolebreznej Vieske sa kond tradiény turnaj v pretahovani lanom. KedZe v tejto obci nie je nikde ziadna
rovina, hra sa turnaj na ubod¢i kopca. Sklonu kopca zodpoveda koeficient ¢ > 1. Do turnaja sa prihlasilo n
hrac¢ov. V poradi od najmladSieho po najstarSieho dostali ¢isla 1 az n. Silu hraca i oznacime s;.

Na zaciatku turnaja s vsSetci hraci aktivni. Turnaj pozostava z viacerych zapasov. V kazdom zapase hraja
v8etci aktivni hra¢i. Na zépas sa aktivni hraci rozdelia do dvoch timov. Horny tim (na vrchu kopca) tvori k
najstarsich aktivnych hrécov, dolny (na jeho spodku) tvoria vSetci ostatni. Tim fahajtci dohora mé zjavne
Turnaj konéi, akonahle v niektorom zapase vyhra horné druzstvo.

Po kazdom zépase jeden z hracov prestane byt aktivny. Domorodci si v§imli, Ze je to vZdy bud najmladsi
aktivny hra¢ (ktory uz musi ist domov), alebo najstarsi aktivny hrac¢ (ktory odide do bufetu). Hodnota & sa
nemeni, teda ak po zdpase odisiel najstarsi hra¢, v nasledujicom zapase bude za horny tim hrat aj najstarsi z
hracov, ktori doteraz hrali za dolny tim.

Satazna dloha
Na vstupe dostanete pocet hracov n, ich sily sq, ..., s,, koeficient strmosti kopca ¢ a velkost horného timu
k. Napiste program, ktory vypocita, kolko najviac zdpasov sa moze v danom turnaji odohrat. Inymi slovami,

vas program by mal najst také poradie odchadzajucich hracov, pri ktorom prvéa vyhra horného timu nastane ¢o
najneskor.

Format vstupu a vystupu

V prvom riadku vstupu st celé ¢éisla n a k a racionalne ¢islo q. Mdzete predpokladat, ze 1 < k < n, Ze qg > 1
a ze vSetky vaSe vypocCty s Cislom ¢ davaju presné vysledky.

V riadku druhom st sily s1, ..., s,. Mozete predpokladat, ze st to kladné celé ¢isla, ktorych stcet sa zmesti
do beznej ¢iselnej premenne;.

Na vystup vypiste jediny riadok a v nom jedno celé ¢islo: maximalny mozny pocet zapasov.

Hodnotenie

RieSenia s éasovou zlozitostou exponencialnou od n ziskaji nanajvys$ 3 body. Lubovolné rieSenie s éasovou
zloZitostou polynomidlnou od n méze (v pripade, Ze je kompletné a korektné) ziskat aspon 5 bodov. Casovii
zlozitost optimélneho rieSenia vam timyselne neprezradime. Nezabudnite zdovodnit spravnost védsho algoritmu!

Priklad
vstup vystup

52 1.01 (4
40 70 1000 30 20

Tento kopec je skoro rovina, horny tim takmer nema vyhodu. Hore zacinaju hraci so silou 30420 = 50 a
dole hraci so silou 40+70+1000 = 1110. Kedze 1110 x 1.01 > 50, dolny tim prvy zdpas polahky vyhra.

Turnaj bude najdlhsie trvat vtedy, ked po prvom zépase odide najmladsi hrac¢ (so silou 40) a po druhom
zapase odide opét najmladsi hra¢ (so silou 70). Po tretom zipase je jedno kto odide — na Stvrty zapas tak ¢i
onak ostanti hore dvaja hraci a dole nikto, a teda horny tim polahky vyhra.

vstup vystup
127 2.0 4
249533488616

Jeden mozny optimalny priebeh zapasov: po prvom zéapase odide najmladsi (sila 2), po druhom najstarsi
(sila 6), po tretom zase najmladsi (sila 4). Na $tvrty zapas teraz na vrchu kopca nastiipia hraci so silou 3+ 3 +
4+8+8+6+1 = 33, zatial ¢o na spodku kopca uz budii len hraci so silou 9+5 = 14. No a kedze 14 x 2.0 < 33,
Stvrty zapas uz vyhra horny tim a turnaj kondi.
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A-111-3 Mimozemské pocitace

K tejto tilohe patri aj Studijny text, ktory najdete na nasledujicich stranich. Studijny text sa zhoduje so
Studijnym textom z domaceho a krajského kola. Nedefinujeme v 1iom ziadne nové problémy.

Podiloha A (1 bod)

Mimozemstania ndm dodali sdlovy KSP, ktory rozhoduje problém existencie Hamiltonovskej cesty obsahu-
jacej predpisantt hranu. Tento KSP m4é teda funkciu cesta_s_nranou(n,,u,v). Tato funkcia ¢aké ako parametre
pocet n vrcholov grafu, zoznam FE jeho hréan, a dve ¢isla vrcholov u a v. Ak v danom grafe existuje Hamiltonov-
ska cesta, na ktorej u a v nasleduji bezprostredne po sebe, KSP rozsvieti zelené svetlo, inak rozsvieti ¢ervené.
Tato funkciu mozete pouzit len raz a jej volanim vypodcet vasho programu kondi.

Na vstupe dostanete jednoduchy neorientovany graf GG. Napiste program s polynomialnou ¢asovou zloZitos-
tou, ktory rozsvieti zelené alebo dervené svetlo podla toho, ¢ G obsahuje aspon jednu Hamiltonovskt cestu.

Podiloha B (5 bodov)

Mimozemstania nam dodali kufrikovy KSP, ktory rozhoduje problém existencie Hamiltonovskej cesty. Tento
KSP mé teda funkciu cesta(n,r). Tato funkcia cakd ako parametre pocet n vrcholov grafu a zoznam FE jeho
hran. Na vystupe tato funkcia vracia true alebo raise podla toho, ¢i v dotyénom grafe existuje aspoii jedna
Hamiltonovska cesta. Funkciu cesta moézete volaf aj viackrat.

Na vstupe dostanete jednoduchy neorientovany graf G ktory obsahuje Hamiltonovski cestu. Napiste pomo-
cou tohto kufrikového KSP program, ktory v polynomidlnom ¢ase (neratajic volania funkcie cesta) v G jednu
Hamiltonovskua cestu najde.

Pozor! Podet bodov, ktoré dostanete, bude zavisief od toho, rddovo kolko volani funkcie cesta vase rieSenie
v najhorSom pripade potrebuje.

Podiloha C (4 body)

Mimozemstania ndm dodali salovy KSP, ktory rozhoduje problém existencie Hamiltonovskej cesty. Tento
KSP mé teda funkciu cesta(n,r). Tato funkcia cakd ako parametre pocet n vrcholov grafu a zoznam FE jeho
hréan. Ak v danom grafe existuje Hamiltonovska cesta, KSP rozsvieti zelené svetlo, inak rozsvieti ¢ervené. Tuto
funkciu mozete pouzit len raz a jej volanim vypocet vasho programu kondi.

Na vstupe dostanete orientovany graf G. Kazda hrana tohto grafu mé teda urceny jeden smer, v ktorom
sa po nej smie ist. Napiste program s polynomialnou ¢asovou zlozitostou, ktory rozsvieti zelené alebo ¢ervené
svetlo podla toho, ¢i G obsahuje aspoinl jednu orientovand Hamiltonovska cestu. (Teda Hamiltonovskid cestu,
ktora kazdd svoju hranu pouZije v sprdvnom smere.)

Programovacie jazyky

Vo svojich rieSeniach moZete pouzivat lubovolny Strukturovany programovaci jazyk. Vhodne si zvolte po-
trebné détové struktiry. Napr. v Pascale by funkcia z podulohy A mohla vyzeraf nasledovne:

type hrana = array[0..1] of longint;

procedure cesta_s_hranou(n : longint; m : longint; E : array of hrana; u,v : longint);
a v C++ mozeme pouzit bud nizkotroviiové polia, alebo trebéars aj vektor dvojic:

void cesta_s_hranou(int n, int m, int E[][2], int u, int v); // prva moznost
void cesta_s_hranou(int n, vector< pair<int,int> > E, int u, int v); // druha moznost
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Studijny text: zoznam problémov

Jednoduchy neorientovany graf je usporiadand dvojica (V, E). V je koneénd mnozina objektov nazyvanych
vrcholy. F je konefnd mnozina dvojic vrcholov; jej prvky voldme hrany. Takyto graf si mozeme predstavit
napriklad ako cestnt sief: V' je mnozina miest a F je mnozina dvojic miest spojenych cestami. Poéet vrcholov
budeme oznadovat n, poc¢et hran bude m. Jednotlivé vrcholy budeme ¢&islovat od 0 po n — 1.

Hamiltonovska cesta z u do v: Dany je jednoduchy neorientovany graf G a jeho dva rézne vrcholy u a v.
Existuje v grafe G cesta, ktora zac¢ina vo vrchole u, konéi vo v a navstivi kazdy vrchol grafu G prave raz?

@ 9 Graf viavo obsahuje Hamiltonovskii cestu z 1 do 2: d4 sa ist postupne
& & & ‘9 cez vrcholy 1, 0, 4, 3, 5 a 2.
O
.@ '@ Graf vpravo Hamiltonovski cestu z 1 do 2 neobsahuje: ak chceme nav-
a‘ﬂ @ stivit vrchol 3, pdjdeme 2x cez vrchol 4.

Studijny text: konkrétne semiorganické pocitace

PiSe sa rok 2113. Zem pred par rokmi kontaktovala vyspeld mimozemska rasa z planéty Zblnk. Tito mi-
mozemstania nas zasobuji novymi konkrétnymi semiorganickymi pocitaémi (KSP), ktoré vedia riesit rozne
konkrétne vypoctové tlohy. Vy ste élenmi elitného vyskumného timu, ktory mé jediny ciel: integrovat tieto
KSP do normélnych poéitac¢ov a prinatit ich riesif nase problémy.

Mimozemskym pocitacom vSak vobec nerozumieme, vSetky snahy o ich rozobranie sa stretaji s netispechom.
A teda jediny sposob, ako ich vieme vyuzit, je zadat im vstup a pockat si na vystup. Tu je prva zaujimavost: u
KSP nezélezi na velkosti vstupu ani na probléme, ktory dany KSP riesi. Ked Iubovolny KSP spustime na Tubo-
volnom vstupe, odpoved vZdy dostaneme o presne 47 stotin sekundy. (Pri odhade ¢asovej zlozitosti programov
toto povazujeme za konstantu.)

Mimozemstania ndm dodévaju dva druhy KSP: kufrikové a sdlové.

Kufrikovy KSP m4 tvar kufrika, ktory mé na sebe dva porty. Do jedného vieme pripojit kdbel so vstupom,
do druhého zas kabel, po ktorom nam KSP posle vystup. Kufrikovy KSP teda vieme pouzivat v naSom programe
Tubovolne velakrat, s navzajom roéznymi vstupmi.

Ukéazkové zadanie 1. Mimozems$tania ndm dodali kufrikovy KSP, ktory rozhoduje problém existencie
Hamiltonovskej cesty z « do v. Tento KSP teda pocita funkciu cesta (n,®,u,v). Tato funkcia ¢aka ako parametre
pocet n vrcholov grafu, zoznam FE jeho hrén a dve ¢isla vrcholov w a v. (E je zoznam m dvojic éisel, kazdé z
rozsahu od 0 po n — 1.) Na vystupe funkcia cesta vrati True alebo raise podla toho, ¢i dotyény graf obsahuje
doty¢nt Hamiltonovskt cestu.

Nagou tilohou je napisat program, ktory bude v polynomialnom ¢ase riesit problém existencie Hamiltonovskej
kruznice. Na vstupe teda dostaneme jednoduchy neorientovany graf s n > 3 vrcholmi, o ktorom méme zistit, ¢i
obsahuje Hamiltonovska kruznicu.

Analyza zadania. Musime teda napisat program, ktory spravi nasledovné:

1. Na vstupe dostane n (pocet vrcholov grafu) a E (zoznam hran grafu)
2. Urobi nejaké vypocty, pocas ktorych moze lubovolne velakrat pouzivat funkciu cesta.
3. Vrati na vystup true alebo raise podla toho, éi vstupny graf obsahuje Hamiltonovski kruznicu.

Riesenie.
def kruznica(n,E):
for (x,y) in E: # pre kazdu hranu (x,y) v zozname hran E:
newE = [ (u,v) for (u,v) in E if (u,v) !'= (x,y) 1 # newE = E okrem hrany (x,y)

if cesta(n,newE,x,y): return True
return False

Popis rieSenia. Postupne pre kazd hranu (z, y) zadaného grafu si polozime otézku: , Existuje Hamiltonov-
ské kruznica prechadzajica hranou (z,y)?“ Kedy takito kruznica existuje? Prave vtedy, ked vo zvysku grafu
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existuje Hamiltonovska cesta z x do y. Vyrobime si teda novy zoznam hran newe, do ktorého dame vsetky hrany
okrem (x,y), a na takyto graf zavoldme funkciu cesta nasho kufrikového KSP.

Ak v povodnom grafe nejakd Hamiltonovskd kruznica existuje, ndS program ju najde a dd odpoved true,
len ¢o vysktSame niektort z jej hrén ako (z,y). A naopak, ak nds program niekedy dé odpoved true, tak v
povodnom grafe existuje Hamiltonovska cesta z nejakého = do nejakého y, no a ta spolu s hranou (z,y) tvori
hladani kruznicu. N4§ program teda naozaj vzdy robi to, ¢o ma.

Casova zlozitost nasho programu je ©(m?), kde m je pocet hran zadaného grafu. KedZe v jednoduchom
neorientovanom grafe plati m < n(n — 1)/2, zhora mozeme nasu ¢asovi zlozitost odhadnit ako O(n?).

Poznamka. Existuje aj efektivnejsie riesenie. Staci si uvedomit, ze pred hladanim Hamiltonovskej cesty z
do y vobec netreba hranu (z,y) z grafu odstrafiovat. Hamiltonovska cesta z = do y ju v grafe s n > 3 vrcholmi
aj tak nemoze obsahovat. Sta¢i teda pre kazda hranu (x,y) zistit, & plati cesta(n,,x,v). Dalej, Hamiltonovska
kruZznica musi prechadzat vrcholom 0, staéi teda namiesto kazdej hrany skusat len hrany idtce z vrcholu 0.

Salovy KSP je obrovsky a jeho jedinym vystupom st dve svetld: ervené a zelené. S tymto vystupom dalej
nepracujeme.

Ukazkové zadanie 2. Mimozemstania ndm dodali sadlovy KSP, ktory rozhoduje problém 3-particie. Tento
KSP m4 teda funkciu tri_particia(x), ktord rozsvieti zelené alebo ¢ervené svetlo podla toho, ¢i postupnost X
mé 3-particiu — teda ¢i sa jej prvky daju rozdelit do troch skupin s navzdjom rovnakym stuctom.

Na vstupe dostanete postupnost kladnych celych ¢isel A. Napiste program s polynomidlnou ¢asovou zlozi-
tostou, ktory rozsvieti zelené alebo Gervené svetlo podla toho, ¢i ma postupnost A 2-particiu (teda podla toho,
¢i vieme prvky A rozdelit do dvoch skupin s rovnakym siétom).

Analyza zadania. Musime teda napisat program, ktory spravi nasledovné:
1. Na vstupe dostane postupnost ¢isel A.

2. Urobi nejaké vypocty a vyrobi nejakii novil postupnost ¢éisel X.
3. Na konci (kazdej moznej vetvy) vypoctu raz zavold funkciu tri_particia(x), ktord rozsvieti spravne svetlo.

Riesenie.
def dva_particia(2):
s = sum(A)
if s%2 == 0: # s%2 je zvysok cisla s po deleni 2
X=A+ [ s//2] # // je celociselne delenie
else:
X = [1] # [1] je postupnost ktora urcite 3-particiu nema

tri_particia (X)

Popis rieSenia. Nech sme na vstupe dostali postupnost A = (ay,...,a,). Spocitame si jej stcdet s.

Ak je s parne, pridame na koniec vstupnej postupnosti este jeden prvok s hodnotou s/2. Vyslednt postupnost
posleme do KSP. Ten ndm odpovie, ¢ mé tato nova postupnost 3-particiu. LenZe tato nova postupnost mé 3-
particiu vtedy a len vtedy, ked mala nasa pévodné postupnost 2-particiu. KSP teda za nés prave vyriesil nasu
tlohu.

(Preco plati vyssie spomenuta ekvivalencia? V novej postupnosti X je sucet vSetkych prvkov rovny 3s/2. Ak
teda existuje 3-particia X, tak kazd4d zo skupin, na ktoré X rozdelime, mé sti¢et presne s/2. Ale potom zjavne
jednu z tychto troch skupin tvori samotny nami pridany prvok s hodnotou s/2. A teda 3-particia nasej novej
postupnosti existuje prave vtedy, ked sa d4 ostatné prvky rozdelif na dve skupiny s rovnakym stc¢tom — teda
prave vtedy, ked povodné postupnost A mala 2-particiu.)

No a ak je s neparne, vieme, Ze je odpoved nie. Do KSP preto chceme poslat Tubovolny vstup, pre ktory
vopred vieme, ze KSP d4 zdpornt odpoved. Takymto vstupom je napr. X = (1) alebo X = (1,1,2).

Casova, zlozitost tohto programu je linedrna od dlzky postupnosti X.

DVADSIATY DEVIATY ROCNIK OLYMPIADY V INFORMATIKE

Priprava tloh: Michal Anderle, Vladimir Boza, Michal Forisek, Peter Fulla
Recenzia: Michal Forisek
Slovenska komisia Olympiaddy v informatike
Vydal: IUVENTA — Slovensky institut mladeze, Bratislava 2014

strana 6 z 6 tloha A-III-3



