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A-I11-1 Pan Buridan a kaviarne

Za¢nime trividlnym riesenim: Pre kazdt z n? krizovatiek overime, ¢i neexistuji dve kaviarne s rovnakou
vzdialenostou od tejto krizovatky tak, Ze vyskasame vSetky dvojice kaviarni.

Vzdialenost dvoch bodov [z1, y1] a [x2, y2] v $tvorcovej mriezke vypocitame v konStantnom ¢ase ako |1 — za|+
|y1 — y2|. Oznaéme pocet kaviarni k, potom vsetkych dvojic kaviarni je O(k?). Nase prvé riesenie ma teda asovii
zlozitost O(n?k?). Ked%e kaviarni moze byt az tolko ¢o krizovatiek, v najhorSom pripade dostavame zloZitost

O(n®).

Skusat vSetky dvojice kaviarni je vSak zbytoéné — zaujima nés iba to, ¢i st nejaké dve rovnako vzdialené
od vybranej krizovatky. Stacilo by teda vygenerovat zoznam vzdialenosti k jednotlivym kaviarniam, usporiadat
ho a potom jednym prechodom overit, ¢i sa v zozname nenachédza nejaka vzdialenost viackrat. Dostali by sme
riesenie v ¢ase O(n?klog k), ¢o vieme zhora odhadnit ako O(n*logn).

Pozrime sa teraz, aké vzdialenosti sa v tomto zozname mozu objavif. Ak sa nejakd kaviaren nachadza
priamo na vybranej krizovatke, jej vzdialenost je 0, ¢o je zrejme najmensia mozné hodnota. Naopak, najvicsiu
vzdialenost medzi sebou dosahuju dve krizovatky v protilahlych rohoch $tvorcovej siete — st vzdialené 2n — 2.
Vsetky vzdialenosti v zozname su teda z rozsahu 0,1, ...,2n — 2, takZe ich vieme usporiadat v linearnom case,
napriklad COUNTSORT-om, a tym zlepsit ¢asovi zlozitost na O(n?k).

V rovnakej zloZitosti vieme tlohu vyriesit aj jednoduchsie: Pre kazdu krizovatku budeme postupne preché-

dzaf vsetky kaviarne, pre kazd sa pozrieme na jej vzdialenost a v poli voo1-0ov si zaznacime, Ze sme dotyéni
vzdialenost uz videli. Akonahle sa ndm nejaké zopakuje, préve spractivant krizovatku prehladsime za nevhodni
pre Déavidka.
Ako sme uz spominali, kaviarni moze byt az n?, ¢ize toto rieSenie m4 prinajhorsom zlozitost O(n?). Viimnime
si ale, ze ak je kaviarn{ privela (viac ako 2n — 1), ziadna krizovatka v Manhattane nemoze Davidkovi vyhovovat.
Vyplyva to préve z toho, ze v celom Manhattane existuje len 2n — 1 roznych vzdialenosti. Ak teda mame 2n
a viac kaviarni, nemdze existovat ziadna dobré krizovatka — vzdy totiz méame viac kaviarni ako vzdialenosti od
nej, a teda musia niektoré dve kaviarne lezatf v tej istej vzdialenosti.!

Toto pozorovanie nas vedie k jednoduchému vylepseniu: Ak je k vicsie ako 2n — 1, pre kazda krizovatku
vypiSeme, Ze na nej Davidko nemoze byvat. Iba v opacnom pripade spustime naSe rieSenie s asovou zlozitostou
O(n2k). Casovti zlozitost tohto vylepseného riesenia teraz modzeme zhora odhadntt ako O(n?).

Listing programu (Python)

n = int (input())
A = [[int(x) for x in input () .split()] for i in range(n)]
kaviarne = []

for i in range(n):
for j in range(n):

if A[i][3]:
kaviarne.append( (i, 3J))
k = len(kaviarne)
R = [[False] * n for i in range(n)]

if k <= 2 * n - 1:
for i in range(n):
for j in range(n):
bola = [False] * (2 * n — 1)
R[1]1[J] = True
for ki, kj in kaviarne:
d = abs(i - ki) + abs(j - kj)

if bola(d]:
R[i][]J] = False
break
else:
bola[d] = True
for x in R:
print (' .’ .join(('A’ if y else 'N’) for y in x))

1Hodnota 2n — 1 je iba horné ohrani¢enie. Napriklad od stredu Manhattanu sa ostatné krizovatky nachidzajt len v radovo n
réznych vzdialenostiach. Teda napr. uz pre n + 47 kaviarni vznikne v strede Manhattanu zéna krizovatiek ktoré sa zarucene zlé.
Toto ale nebudeme potrebovat, vystaéime si so slabsim odhadom 2n — 1 ktory plati pre vSetky policka.
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Aj vo vzorovom riefeni samostatne ogetrime pripad s 2n a viac kaviariami. Dalej viak budeme postupovat
akoby z opacnej strany: Pre kazdu dvojicu kaviarni ndjdeme tie krizovatky, ktoré sit od oboch kaviarni vzdialené
rovnako.

Zafarbime si krizovatky ako Sachovnicu. KedZe sa v Manhattane mozeme pohybovat len o jednu ulicu v
styroch zékladnych smeroch, kazdym krokom sa zmeni farba krizovatky, na ktorej stojime. To ale znamena, Ze
ak st dve kaviarne rovnako vzdialené od nejakej krizovatky, potom tieto kaviarne musia lezat na krizovatkach
tej istej farby.

Obr. 1: Vzdialenosti od stredného policka. VSimnite si, Ze poli¢ka s rovnakou vzdialenostou maju rovnaku farbu.

Staci sa teda venovat len dvojiciam kaviarni s rovnakou farbou. Rozoberme dva pripady.

Prvy pripad: Kaviarne lezia na tej istej uhlopriecke, teda uréuju stvorec. Lahko sa presvedéime, ze hladané
krizovatky (tie, ktoré st rovnako vzdialené od oboch kaviarni) su tie na opac¢nej uhlopriecke tohto $tvorca a tiez
v dvoch rohovych oblastiach.

Obr. 2: Sivou farbou st oznadené krizovatky s rovnakou vzdialenostou od obidvoch kaviarni (Gierne kriazky).

Druhy pripad: Kaviarne nelezia na tej istej uhlopriecke, teda uréujt obdlznik. Tentoraz sa hladané krizovatky
nachadzaji na jednej lomenej Ciare, znazornenej na nasledujiicom ilustraénom obrazku:

Obr. 3: Krizovatky rovnako vzdialené od oboch kaviarni v druhom pripade.

Zostéva nam najst zjednotenie tychto oblasti pre vSetky dvojice kaviarni. Na to pouZijeme techniku z doma-
ceho kola — prefixové sucty. Pre kazdu kriZzovatku spocitame, kvoli kolkym dvojiciam kaviarni je tato krizovatka
pre Davidka nevhodna.

Vezmime si najprv obdlznikové oblasti. Ak kvoli nejakej dvojici kaviarni nemoze Davidko byvat v obdlzniku
s Tavym hornym rohom na krizovatke [z1,y1] a pravym dolnym rohom na kriZovatke [z2,ys], potom si do
pomocného pola poznac¢ime nasledovné hodnoty:

e +1 na krizovatku [z1,y1]

e —1 na krizovatku [z1,y2 + 1]
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e —1 na krizovatku [z + 1, y1]
e +1 na krizovatku [z + 1,32 + 1]

Ak potom na tomto poli spo¢itame dvojrozmerné prefixové sucty, dostaneme jednotky préave vnutri nasho
obdlznika:

+1 -1 0 1 1 1 1 1 1 0 0

Obr. 4: Prefixové stiéty pre obdlzniky.

Rovnako to funguje aj s viacerymi obdlznikmi — za kazdy najprv pri¢itame $tyri hodnoty +1/—1 do pomoc-
ného pola a potom prefixovymi stétami zistime pre kazda krizovatku poéet obdlznikov, ktoré ju prekrylo.

Okrem obdlZnikovych oblasti sa musime vysporiadat aj s vodorovnymi a zvislymi ¢iarami — tie st ale vlastne
tiez obdlzniky (s vyskou/sirkou jeden), teda na nich funguje rovnaka technika. Zostali este $ikmé Giary. Tie
vyrieSime podobne — jednorozmernymi prefixovymi suc¢tami v smere diagonal.

=1 0 0 0 0 1 0 0 0

+1 0 1 0 0 0 1 0 0

Obr. 5: Prefixové sucty pre uhlopriecky.

Na zéaver eSte zhriime vzorové rieSenie. Ak je kaviarni viac ako 2n — 1, vypiSeme samé N. V opa¢nom pripade
pre kazd dvojicu kaviarni najdeme krizovatky, od ktorych st tieto kaviarne vzdialené rovnako. Hranice utvarov,
ktoré tieto krizovatky tvoria, si pozna¢ime do pomocného pola (pre kazda dvojicu kaviarni ndm to potrva
len O(1)). Nakoniec vypoéitame prefixové saéty na pomocnych poliach, na zdklade ¢oho budeme pre kazda
krizovatku vediet, ¢i k nej existuje dvojica rovnako vzdialenych kaviarni.

Celkova ¢asové zlozitost vzorového riesenia je teda O(n?).

Listing programu (Python)

n
A

= int (input ())
= [[int (x) for x in input().split()] for i in range(n)]
kaviarne = []
for i in range(n):
for j in range(n):
if A[i][3]:
kaviarne.append( (i, 3J))
k = len(kaviarne)

def pridaj_obdlznik (S, x1, yl, x2, y2):
if 0 <= x1 <= x2 < n and 0 <= yl <= y2 < n:
S[yl]l[x1l] +=1
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Slyll[x2 + 1] -=1
Sly2 + 11[x1] -=1
S[y2 + 11[x2 + 1] +=1

def pridaj_kus_uhlopriecky (U, cislo,
if 0 <= od <= do < len(U[cislo]):
Ulcislo] [od] +=1
Ulcislo][do + 1] -= 1

R = [[False] * n for i in range(n)]
if k <=2 * n - 1:

# pomocné pole pre obdlzZniky

S = [[0] * (n + 1)

od, do):

for i in range(n + 1)]

# pomocné pole pre uhlopriecky zlava hore doprava dole

UH = [[0] * (n + 1)

for i in range(2 * n - 1)]

# pomocné pole pre uhlopriecky zlava hore doprava dole

UV = [[0] * (n + 1)
for k1 in range(len(kaviarne)):
for k2 in range(kl + 1,

for i in range(2 % n — 1)]

len (kaviarne)) :

yl, x1 = kaviarne[kl]
y2, x2 = kaviarne[k2]
if x1 > x2:
x1l, yl, x2, y2 = x2, y2, x1, yl
hlavna = (yl1 <= y2)

# leZia na rovnakej farbe?
(x2 + y2) % 2:

if (x1 + yl) $ 2 !=

continue
if abs(xl - x2)

abs(yl - vy2):

# kaviarne lezia na spolocnej uhlopriecke

if hlavna:
pridaj_obdlznik (S,
pridaj_obdlznik (S,

pridaj_kus_uhlopriecky (UV,

else:
pridaj_obdlznik (S,
pridaj_obdlznik (S,

0, yv2, x1, n - 1)
x2, 0, n -1, yl)
x1l + y2, yl, y2)
0, 0, x1, y2)
x2, yl, n -1, n - 1)

pridaj_kus_uhlopriecky (UH,

xl - y2 +n -1, x1, x2)

elif abs(xl - x2)

> abs(yl - y2):

nelezZia a bounding box je §irsi ako vyssi

posun = (abs(xl - x2)

if hlavna:
pridaj_obdlznik (S,
pridaj_obdlznik (S,

pridaj_kus_uhlopriecky (UV,

else:
pridaj_obdlznik (S,
pridaj_obdlznik (S,

pridaj_kus_uhlopriecky (UH,

- abs(yl - y2)) // 2
x1 + posun, y2 + 1, x1 + posun, n - 1)
x2 - posun, 0, x2 - posun, yl - 1)

x1 + posun, 0, x1 + posun, y2 - 1)
x2 - posun, yl + 1, x2 - posun, n - 1)
x1 - yl1 + posun + abs(yl - y2)

else:
# ... nelezia a bounding box je vyssi ako Sirsi
posun = (abs(yl - y2) - abs(xl - x2)) // 2
if hlavna:
pridaj_obdlznik (S, 0, y2 - posun, x1 - 1, y2 - posun)
pridaj_obdlznik (S, x2 + 1, yl + posun, n - 1, yl + posun)

pridaj_kus_uhlopriecky (UV,

else:
pridaj_obdlznik (S,
pridaj_obdlznik (S,

pridaj_kus_uhlopriecky (UH,

for i in range(n):
for j in range(n):

if i > 0:
S[i1[J] += s[i - 11[]]
UV[j + i][i] += UV[J + i][i - 1]
if § > 0:
S[i1[J] += s[il[] - 1]
UH[j - 1 +n - 11[3j] += UH[F - i + n - 11[F - 1]
if 1 > 0 and J > 0:
S[i1[03] -= S[i - 11[3J - 1]
R[1][]J] = (S[i][J] == 0 and UH[J - 1 + n - 1][j] == 0 and UV[] + 1] [i]

for x in R:

print (' .’ .join(('A’ if y else 'N’)

A-111-2 Pretahovanie lanom

0, y2 +
x2 + 1,

posun, x1 - 1, y2 + posun)
yl - posun, n - 1, yl - posun)
x1l - yl + posun + abs(xl - x2)

for y in x))

x1 + yl + posun + abs(yl - y2)

x1 + yl + posun + abs(xl - x2),

vl, y2)

+n -1,

+n -1,

yl + posun,

x1 + posun,

x2)

x1,

)

X2 — posun)

y2 - posun)

Struény popis rieSenia: Na polynomidlnu ¢asovii zlozitost ndm staci pouzit dynamické programovanie, pri
ktorom si paméitame, kolko mladych a kolko starych uz odiSlo. Lepsie rieSenia st zalozené na dodatocnom
pozorovani ze vzdy existuje optimalne rieSenie, v ktorom najskor odchadzaja stari a az potom mladi hraci. Pre
konkrétny pocet starych hracov ktori odidu vieme maximalny pocet mladych néjst bindrnym vyhladdvanim.
Existuje aj eSte sikovnejsie rieSenie, ale pri iom je treba daf dobry pozor na detaily.
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Predpocitanie

Lahko nahliadneme, Ze v lubovolnom okamihu tvori kazdy z timov stuvisly tsek hracov zo vstupu. Aby sme
vedeli v konStantnom dase povedat stdet sil hrdcov v Iubovolnom takomto tseku, staci, ked si predpocitame
prefixové sucty sil hracov. Formalne, nech s1,...,s, si sily hracov, ktoré sme dostali na vstupe (v poradi od
najmladsieho po najstarsieho). Definujme pg = 0 a Vi : p;41 = p; + Si+1. Tieto hodnoty vieme vypoéitat v case
O(n) a zjavne plati, ze p; je stcet sil ¢ najmladsich hrécov.

Uvazujme teraz tsek hracov, ktory zacina i-tym a konc¢i j-tym najmladsim. Toho stcet sil mézeme zjavne
pomocou predpocitanych prefixovych suctov vyjadrit ako p; — p;_1.

(Pozndmka: Existuju aj rieSenia, ktoré si vedia poradif aj bez tohto predpoéitania — ak vieme, aké boli sily
oboch timov, vieme v konStantnom ¢ase prepocitat, ako sa zmenili odchodom jedného z hracov. Kedze vSak toto
predpocitanie vieme spravit v linedrnom case, teda v podstate zadarmo, budeme ho pre jednoduchost pouzivat
aj v rieSeniach, ktoré by sa bez neho zaobisli.)

Skasame vSetky mozZnosti

Za¢neme jednoduchym rekurzivnym rieSenim, ktoré vyskusa vSetky mozné priebehy turnaja (teda vsetky
mozné poradia odchadzajtcich hrac¢ov) a vyberie najlepsi z nich.

V kazdom kroku toto rieSenie skontroluje, ¢i eSte turnaj neskoncil, a ak nie, tak postupne vyskusa obe
moznosti pre nasledujicu zmenu (t.j. raz posle pre¢ najmladsieho a raz najstarsieho z este hrajacich), pre kazda
z nich rekurzivne najde ako najdlhsie este mohol turnaj trvat, a nasledne vrati lepsiu z oboch moznosti (plus
jedna za aktualny zapas).

Ak m4 toto riesenie ¢asovil zlozitost? V najhorsom moznom pripade méze turnaj mat az n —k + 1 zapasov.
Ak by toto nastalo pre kazdé mozné poradie odchodu hracov, vysktsali by sme az 2"~* roznych poradi, a aj
nasa ¢asova zlozitost by teda bola ©(2"%). A tento najhorsi mozny pripad skuto¢ne nastéva — napr. v situcii
kedy je kopec taky strmy, ze kym ma dolny tim aspon jedného hraca, vzdy vyhra.

Listing programu (Python)

data = input () .split ()

N, K, Q = int( data([0] ), int( datal[l] ), float( datal[2] )
S = [ int(x) for x in input () .split() ]
P = [0]

for s in S: P.append( P[-1]+s

def solve(lo,hi):
# vrati maximdlny pocet zdpasov pre turnaj,
# v ktorom este hraju hraci s c¢islami lo..hi-1 (Cislované od 0)

sucet_hore = P[hi] - P[hi-K]
sucet_dole = P[hi-K] - P[lo]
if sucet_hore > Qxsucet_dole + le-9: # tymto zdpasom turnaj konci
answer = 1
else: # turnaj bude pokracovat, vyberieme lepSiu mozZnost koho poslat prec
al = solve(lo+1,hi)
a2 = solve(lo,hi-1)
answer = 1 + max(al,a2)

return answer

print ( solve (0,N) )

Memoizacia

V predchédzajicom rieseni je lahko vidief, preco je neefektivne — zbytocne zas a znova pocitame odpoved
na tie isté otazky. Rekurzivna funkcia soive pocas vypoctu vold samt seba exponencidlne vela rdz. My si vSak
mozeme vSimnut, Ze v skutocnosti je réznych volani funkcie soive velmi malo. Parametre 10 a ni maju vzdy
hodnoty z rozsahu 0 az n. A navySe dokonca vzdy plati, Ze ni je aspon o k viicSie ako 10, inak by uz turnaj
déavno skoncil. Pocas celého behu predchadzajiaceho riesenia sa teda dokola pocita hodnota funkcie soive pre iba
O((n — k)?) roznych vstupov.

Standardnou technikou, ako takyto algoritmus zefektivnit, je memoizdcia: vidy, ked prvykrat vypocitame
nejaki ndvratovi hodnotu funkcie soive, zapamétame si ju. A vzdy, ked v budiicnosti n4s program zavol4 funkciu
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solve S tymi istymi parametrami, namiesto toho, aby sme ju znova vyhodnotili (pod ¢éim si treba predstavit cely
strom rekurzivnych volani), jednoducho rovno v konstantnom ¢ase ddme na vystup zapamétani hodnotu.

Takto vylepSeny algoritmus bude az prekvapivo efektivny. Jeho ¢asovi zlozitost mozeme odhadnit nasle-
dovne: pre kazda platnt kombindciu parametrov 1o a ni sa telo funkcie soive (teda ta jej ¢ast, ktort sme mali
uz v predchddzajicom rieseni) vykona najviac jedenkrat. A samotné vykonanie tela funkcie soive prebehne v
konstantnom ¢ase.? Preto je celkové ¢asova zloZitost nanajvys priamo timernd poctu roznych vstupov, pre ktoré
potrebujeme funkciu soive vyhodnotit — a teda je ¢asové zlozitost nasho algoritmu O((n — k)?).

Naga implementécia uvedend nizsie méa o chlp horsiu ¢asovi zlozitost O(n?) kvoli inicializcii tabulky, v
ktorej si pamitame vypocitané hodnoty. Toto by sa pochopitelne dalo spravit aj lepSie, ale bolo by to na tikor
¢itatelnosti programu.

Listing programu (Python)
# nacitanie a predspracovanie vyzerd rovnako ako v predchddzajicom rieseni
memo = [ [ None for hi in range(N+1l) ] for lo in range (N+1) ]
def solve(lo,hi):
# vrdati maximdlny pocet zdpasov pre turnaj,
# v ktorom este hraju hrdci s c¢islami lo..hi-1 (¢islované od 0)
# ak uz pozname odpoved pre tieto vstupy, rovno ju vratime
if memo[lo] [hi] is not None:

return memo[lo] [hi]

# ak tuto kombindciu (lo,hi) vidime prvykrdt, vyrieSime ju

sucet_hore = P[hi] - P[hi-K]
sucet_dole = P[hi-K] - P[lo]
if sucet_hore > Qxsucet_dole + le-9: # tymto zdpasom turnaj konci
answer = 1
else: # turnaj bude pokracovat, vyberieme lepSiu mozZnost koho poslat prec
al = solve(lo+1l,hi)
a2 = solve(lo,hi-1)
answer = 1 + max(al,a2)

# a pred tym ako vrdatime odpoved si ju zapamdtame
memo [lo] [hi] = answer
return answer

print ( solve (0,N) )

Dynamické programovanie

To isté rieSenie ako v predchadzajicej ¢asti vieme implementovat aj v iterativnej podobe: pdjdeme napriklad
postupne od mensich po¢tov hracov k viacsim. V okamihu, kedy potrebujeme zistit, ako dlho méZe trvat turnaj,
ak eSte hraju hraci s Cislom 4 az 17, uz vieme aj najdlhsie trvanie pre turnaj hrany hra¢mi s ¢islom 5 az 17,
aj trvanie pre turnaj s hra¢mi 4 az 16. Vieme teda v konstantnom ¢ase vypoéitat optimalnu dizku trvania pre
prave spracuvany turnaj.

Vsimnite si, ze implementécia je v principe totozna s implementaciou predchadzajtceho riesenia — len re-
kurzivne volania funkcie soive sit v tomto pripade nahradené pohladom do uZ vyplnenej éasti tabulky.

Listing programu (Python)
# nacitanie a predspracovanie vyzerd rovnako ako v predchddzajicom rieseni
for dlzka in range (K,N+1):

for lo in range (N+1-dlzka):
hi = lo+dlzka

sucet_hore = P[hi] - P[hi-K]

sucet_dole = P[hi-K] - P[lo]

if sucet_hore > Qxsucet_dole + le-9: # tymto zdpasom turnaj konci
answer = 1

else: # turnaj bude pokraclovat, vyberieme lepSiu mozZnost koho poslat pred
al = memo[lo+1] [hi]

a2 memo[lo] [hi-1]
answer = 1 + max(al,a2)
memo [lo] [hi] = answer

print ( memo[0] [N] )

2Vsimnite si, Zze do tohto konstantného ¢asu neratame pripadné rekurzivne volania. Tie totiz bud tiez vratia vystup okamzite,
alebo ich zapocitame inokedy.
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Zjednodusenie ulohy

Skor, nez sa pustime do lepsich rieSeni, si trochu zjednodusime problém, ktory ideme riesit.

Najskor oSetrime Specialny pripad, ked turnaj skon¢i hned prvim zdpasom. Odteraz teda budeme predpo-
kladat, Ze existuje rieSenie tvorené aspon dvoma zapasmi.

Vsimnime si teraz predposledny zapas v optimdlnom rieSeni. Po tomto zdpase musi byt jedno, ktory hrac¢
odide — obe moznosti musia viest k zdpasu v ktorom horny tim vyhrd. Kazdé optimélne rieSenie teda kondci
postupnostou ,predposledny zépas — hocikto odide — posledny zdpas — koniec“. Tuto cast rieSenia odteraz
budeme ignorovat.

Formalne si n4$ problém upravime nasledovne: Pre konkrétne 7 a j budeme hovorit, Ze stav turnaja, v ktorom
maju aktivni hradi ¢isla ¢ az j, je Zivy, ak by nasledujicim zadpasom eSte turnaj neskoncil. Inymi slovami, v zivom
stave je eSte horny tim prislaby v porovnani s dolnym.

Namiesto povodnej ilohy budeme teraz riesit ekvivalentnt: najst najdlhsiu postupnost odobrati hraca (vzdy
najmladsieho alebo najstarsieho) takd, ze vSetky stavy turnaja, ktoré pocas odoberania nastant, si 7Zivé — a to
vratane stavu po odobrati posledného hraca.

Skoro optimalne rieSenie

Ak chceme este lepSie riesenie ako to, ktoré sme vyssie dosiahli pouzitim memoizdcie, nemozeme si dovolif
ani len sa pozriet na vSetky mozné dosiahnutelné stavy pocas turnaja. Potrebujeme teda najst nejaké kritérium,
ktoré ndm umozni sustredit sa len na niektoré z nich. Pripadne sa namiesto konkrétnych stavov moézeme zamerat
na hladanie konkrétnych priebehov turnaja. Nasim cielom je teda objavenie nejakého tvrdenia tvaru ,Vzdy bude
existovat optimélny priebeh turnaja, ktory splita [tito dodatoéntt vlastnost].

Podme sa teda pozrief na to, v akom poradi sa najviac oplati hrd¢ov odoberat. Predpokladajme, Ze sa
niekedy pocas rieSenia nasej novej tilohy odohrala nasledovné postupnost udalosti:

e Sme v zivom stave Sy tvorenom hra¢mi ¢ az j.

e Odisiel najmladsi hraé (éislo ).

e Sme v zivom stave S7 tvorenom hracémi i + 1 az j.

o Odisiel najstarsi hra¢ (¢islo 7).

e Sme v zivom stave S5 tvorenom hra¢mi i + 1 az j — 1.

Pozrime sa na stav So. KedZe je tento stav zivy, hra¢i na vrchu kopca v nasledujiicom zapase este nevyhraja.
V stave Sy st na vrchu kopca hradi s ¢islami j — k az j — 1 a na jeho spodku hradi s éislami i + 1 az j — k — 1.

Predstavme si teraz, Ze by sme najskér poslali pre¢ hraca ¢islo j a az potom hraca ¢islo i. Co by sa tym
zmenilo?

Stav S; by sa tym nezmenil vébec — stale by sme v nlom mali hracov s ¢islami ¢ + 1 az j — 1. Zmenil by sa
stav S7. V tom by teraz dole stali hradi s ¢islami ¢ az j — k — 1 a hore hradi s ¢islami j — k az j — 1. No a teraz
pride dolezité pozorovanie: aj tento stav musi byt Zivy. Preco? Lebo je to ten isty stav ako Ss, len navyse mame
dole aj hraca s ¢islom . Tym skor je teda dolny tim dostatocne silny.

Tuto ivahu mozeme lubovolne velakrat zopakovat. Ak teda za¢neme s lubovolnym rieSenim, vieme postupne
vymienat kroky, kedy posielame pre¢ mladych hracov, s krokmi, kedy posielame preé¢ starych. Na konci takto
dostaneme rovnako dobré rieSenie, v ktorom najskor posleme pre¢ niekolko starych hracov a aZ ndsledne niekolko
mladych. Plati teda nasledovné tvrdenie: VZdy existuje optimdlne rieSenie (nasej upravenej tlohy), v
ktorom najskor posielame pre¢ najstarsich hracov a az potom najmladsich.

(Ten isty argument inymi slovami: predstavme si, ze uz vieme, ktorych starych a ktorych mladych hracov
posle pre¢ optimalne riesenie. Potom urcite mozeme poslat pre¢ najskor tych starych — zatial totiz vSetci mladi,
ktorych casom chceme poslat prec, este stoja na spodku kopca a poméhaji tak dolnému timu. Ak by sme
mladych poslali preé priskoro, len tym dolnému timu uskodime.)

Na zaklade prave dokazaného tvrdenia lahko navrhneme rieSenie s ¢asovou zlozitostou O((n — k) log(n — k)).
V tomto rieSeni postupne vyskiSame vSetky moznosti pre to, kolko najstarSich hracov postupne odoberieme.
(Pocas tohto skuiania nezabudneme kontrolovat, ¢i st vSetky stavy, cez ktoré ideme pocas odoberania najstarsich
hracov, zivé.)
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Ked uz méme pevne zvoleny pocet p odobratych najstarsich hrac¢ov, mame vlastne pevne zvolend k-ticu
hracov, ktori buda staf na vrchu kopca pocas toho ako my postupne odoberdme najmladsich hradov. Najm-
ladsich hrac¢ov vSak nebudeme odoberat po jednom. Namiesto toho pouzijeme efektivnejsiu metédu: bindrnym
vyhladdvanim na intervale od 0 po n — k — p ndjdeme najvicsie = také, ze po odobrati p najstarsich a nésledne
2 najmladsich hracov eSte stdle budeme mat zivy stav.

Listing programu (Python)
# nalitanie a predspracovanie vyzerd rovnako ako v predchddzajicom rieseni

def je_zivy(mladych, starych):
sucet_hore = P[N-starych] - P[N-starych-K]
sucet_dole = P[N-starych-K] - P[mladych]
return sucet_hore <= Qx*sucet_dole + le-9

# oSetrime Specidlny pripad ked turnaj konéi prvym zapasom
if not je_zivy(0,0):

print (1)
from sys import exit
exit ()

odpoved = 0

for starych in range (0,N-K+1):
if not je_zivy(0,starych): break # tolkoto ani viac starych hracov uzZ nembzZeme odobrat
lo, hi = 0, N-K-starych

# bindrne vyhladdvame -- invariant: lo mladych esSte mbéZeme odobrat, hi uZ nie
while hi-lo > 1:

med = (lo+hi)//2

if je_zivy(med,starych): lo = med

else: hi = med

odpoved = max( odpoved, lot+starych+2 )

print (odpoved)

Nespravna avaha

V tomto okamihu je velmi fahké nechaf sa zlakat nasledujiicou nespravnou tivahou: Zaéneme tym, ze najdeme
optimalny pocet najmladsich pre 0 najstarsich. Teraz budeme postupne, rovnako ako v predchddzajicom rieseni,
pocet najstarsich postupne zvicsovat, a vzdy, ked je to nutné, podet najmladsich postupne zmensSovat. Takto
dostaneme rieSenie s linedrnou ¢asovou zlozitostou.

VyS$Sie popisané riesenie sice mé linedrnu ¢asovu zlozitost, ale iivaha, ktord k nemu vedie, je nespravna. V
nej totiz implicitne predpokladdme, Ze vid¢Siemu poctu odstranenych starych hridc¢ov musi nutne zodpovedat
mensi alebo rovny pocet odstranenych mladych hracov. No a toto vébec nie je pravda.

Ukézeme si to na konkrétnom priklade. Majme ¢ = 1.01 (teda skoro rovinu) a zoberme napr. n = 10 Tudi,
priéom k = 3 najstarsi si vzdy na vrchu kopca. Sily (od najmladsieho) nech sa (47,1,1,1,1,1,1,1,3,1).

e Ak odide 0 najstarsich, vedia potom odist 2 najmladsi. Posledny zZivy stav m& 1+ 141+ 1+ 1 na spodku
a 14 3 + 1 na vrchu kopca.

e Ak odide 1 najstarsi, vie potom odist len 1 najmladsi. Posledny zivy stav m& 1+ 1+ 1+ 1+ 1 na spodku
a 1+ 1+ 3 na vrchu kopca.

e Ak ale odidu 2 najstarsi, vedia potom odist znova az 2 najmladsi. Posledny Zivy stav ma 1 + 1+ 1 na
spodku a tiez 1 4+ 1 4+ 1 na vrchu kopca.

Optimalne rieSenie

Ako opravit tvahu z predchadzajicej casti? Pojdeme na to od konca. Zacneme tym, Ze si zistime, kolko
najviac najstarsich hrac¢ov mozeme pripustnym sposobom odobrat. Nésledne sa poktsime spravit v podstate to
isté ako v predchddzajicom rieSeni: budeme postupne zmensovat pocéet odobratjch starych hracov a zakazdym
sa budeme snaZit zvicSovat pocet odobratych mladych.

Ako sme ale videli vo vySSie uvedenom protipriklade, mozu nastat situécie, v ktorych by sme mali (na udrza-
nie pripustnosti riesenia) po¢et odobratych mladych hra¢ov zmensit. Co s takymito situdciami? Jednoducho ich
odignorujeme a pocet mladych hrac¢ov nezmensime. Takato situdcia totiz zjavne nemoze predstavovat optimélne
rieSenie — aj starych aj mladych hracov by sme odobrali menej ako v inom rieSeni ktoré uz pozname.

Takto dostdvame korektné rieenie s ¢asovou zlozitostou O(n).
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Listing programu (Python)

# nacitanie, predspracovanie, je_zivy() a osetrenie Specidlneho pripadu su rovnaké ako doteraz

mladych, starych = 0, 0

while je_zivy(mladych,starych+1l): starych += 1
while je_zivy(mladych+1l,starych): mladych += 1
odpoved = mladych+starych+2

while starych > 0:
starych -= 1
if not je_zivy(mladych,starych): continue # preskakujeme zjavne neoptimdlnu mozZnost
while je_zivy(mladych+1l,starych): mladych += 1
odpoved = max( odpoved, mladych+starych+2 )

print (odpoved)

A-111-3 Mimozemské pocitace

V prvej podulohe stacila drobné tprava zadaného grafu. V druhej sa dalo postupne po jednej odstratiovat
hrany a overovaf, ¢i sme tak neodstranili hladana cestu. Efektivnejsie rieSenie vSak vie vhodne odstrénit viac
hrén naraz. V poslednej, tretej podtlohe bolo treba kazdy vrchol povodného grafu nahradif viacerymi vrcholmi
v novom grafe.

Podiloha A (1 bod)

V tejto podilohe sme smeli raz zavolat funkciu cesta_s_nranou(n,z,u,v) a pomocou tohto volania sme chceli
o nasom grafe G zistit, ¢ obsahuje Hamiltonovsku cestu.

Ak by sme funkciu cesta_s_nranou mohli volat viackrat, bolo by rieSenie jednoduché: stacilo by tuto funkciu
postupne zavolat tolkokrat, kolko hran mé nés graf G, pricom ako u a v mu vzdy ddme vrcholy spojené jednou
z hran. Alebo by staéilo zvolit u = 0 a ako v postupne vyskusat vsetky vrcholy, ktoré si s 0 spojené. My vSak
smieme funkciu cesta_s_nranou volat len raz. Ako na to?

Graf G ma vrcholy s ¢islami 0 az n — 1. My don pridame este dva vrcholy: n a n + 1. Tieto spojime medzi
sebou, a navysSe vrchol n spojime s kazdym z vrcholov 0 az n — 1.

Nech & je zoznam hran takto upraveného grafu. Potom my zavolame funkciu cesta_s_hranou (n+2,E,n,n+1). Teda
zistime, ¢i nas upraveny graf obsahuje Hamiltonovski cestu, na ktorej je hrana medzi vrcholmi n a n + 1.

Spravnost algoritmu je zjavnd, staéi si v§imnut, Ze v novom grafe kaZdd Hamiltonovska cesta musi obsahovat
hranu medzi n a n+1, a ze novy graf mé nejaki Hamiltonovski cestu prave vtedy, ak mal nejaktt Hamiltonovski
cestu povodny graf.

Podiloha B (5 bodov)

Pomalsie riesenie. Postupne prejdeme vSetky hrany grafu GG. Pre kazda hranu zopakujeme nasledovny
proces: Odoberieme ju z aktualneho grafu, a nasledne volanim funkcie cesta overime, ¢i v grafe este ostala nejaka
Hamiltonovska cesta. Ak ostala, préve spractivanii hranu nechdme odstranent. Ak neostala, hranu vratime spéit.

Na konci tohto algoritmu nam zjavne musi ostat préve jedind Hamiltonovska cesta. (Je zjavné, Ze ndm nejakéa
ostane, lebo po kazdom kroku méame graf, v ktorom aspoil jedna cesta existuje. TieZ je zjavné, Ze tam okrem
nej uz nemdzu byt ziadne iné hrany — kazda takt hranu sme niekedy spraciuvali, a kedZe v danom okamihu
existovala Hamiltonovska cesta na ktorej dana hrana nelezala, nutne sme ju vyhodili.)

Tento algoritmus potrebuje presne m volani funkcie cesta. Pre husté grafy je m raddovo rovné n2.

Lepsie rieSenie. Ukdzeme si teraz riesenie, ktoré si vystac¢i s O(nlogn) volaniami funkcie cesta. Existuje
viacero podobne efektivnych rieseni, my sme si vybrali jedno, ktoré sa Tahko implementuje. Hladani Hamilto-
novsku cestu budeme zostrojovat postupne, vrchol za vrcholom.

Na zaciatok by sme potrebovali vediet, kde nasa cesta zacina. Toto vyrieSime napriklad tak, Ze si graf
upravime rovnako ako v rieseni podilohy A. Teraz teda vieme, Ze prvé dva vrcholy na hladanej Hamiltonovske;
ceste su vrcholy n+ 1 a n.
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Nech z je posledny vrchol na tej ¢asti cesty, ktorti sme uz zostrojili. Ako najst dalsi jej vrchol? Z vrcholu
z vedu v nasom grafe G nejaké hrany. Jedna z nich je ta, ktorou do x pride nami zostrojovana cesta. Ostatné
vedt do novych, eSte nenavstivenych vrcholov. (Toto plati na za¢iatku, ked © = n. Nésledne budeme priebezne
odstraniovat nepotrebné hrany z G, takze to bude platif aj v dalsich iterdcidch.) No a my sa teraz potrebujeme
rozhodnit, ktorou z tychto hrdn bude naSa cesta pokracovat.

Toto by sme vedeli spravit sekvenéne, podobne ako v predchadzajicom rieseni. Existuje ale aj efektivnejsi
sposob, podobny bindrnemu vyhladévaniu. Kym budeme mat na vyber viac ako jednu hranu, budeme opakovat
nasledovny postup: Z G odstranime polovicu spomedzi kandidatov na nasledujicu hranu a zavoldme funkciu
cesta. Ak graf stale obsahuje nejakt Hamiltonovski cestu, pokrac¢ujeme priamo dalej. Ak nam ale volanie funkcie
cesta oznami, ze novy graf uz Hamiltonovskd cestu nemd, znamend to, Zze (kazdd mozna) hladand hrana z z
dalej je medzi tymi, ktoré sme prave odstranili. Vratime ich teda spiaf do G — a namiesto nich odstrdnime ta
polovicu hrén z x, ktorti sme povodne v G nechali!

Takto pre konkrétny vrchol z jednym volanim funkcie cesta zmensime pocet hran veducich z x priblizne
na polovicu, pricom nadalej dostaneme graf obsahujici aspori jednu Hamiltonovskt cestu. Ked tento postup
opakujeme, po O(logn) volaniach funkcie cesta ndm ostane vo vrchole x (okrem hrany, ktorou sme doii prisli)
uz len jedina hrana — a teda sme prave nasli nasledujiicu hranu na zostrojovanej Hamiltonovskej ceste.

Listing programu (Python)

def susedia(v,E):
sl = set( y for x,y in E if x==v )
s2 = set( x for x,y in E if y==v )
return [ z for z in sl+s2 ]

def najdi_cestu(n,E):
E += [ (n,x) for x in range(n) ] + [ (n,n+l) ]
cesta = [ n+l, n ]
for kolo in range(n):
kde = cestal[-1]
kam_mozem = susedia( kde, E )
kam_mozem.remove ( cestal[-2] )

ostatne_hrany = [ x,y for x,y in E if x!=kde and y!=kde ] + [ (kde,cestal[-2]) ]
while len (kam_mozem) > 1:
cnt = len(kam_mozem)
k1, k2 = kam_mozem[:cnt//2], kam_mozem[cnt//2:]
if cesta( n+2, ostatne_hrany + [ (kde,x) for x in k1 ] ):
kam_mozem = k1
else:
kam_mozem = k2
vitaz = kam_mozem[O0]
cesta.append( vitaz
E = ostatne_hrany + [ (kde,vitaz) ]

return cestal2:]

Podiloha C (4 body)

Z pdvodného orientovaného grafu G s n vrcholmi spravime novy neorientovany graf s 3n vrcholmi — a to
tak, ze kazdy povodny vrchol nahradime tromi novymi.

Namiesto kazdého vrcholu v teda budeme mat tri vrcholy: v1 (tzv. vstupny), ve (tzv. stredny) a vs (tzv.
vystupny). Dvojice v1vy a vavs budl spojené hranou.

Orientované hrany z pévodného grafu zmenime v novom grafe na neorienované hrany z prislusného vystup-
ného do prislusného vstupného vrcholu. Ak sme teda napr. v péovodnom grafe mali hranu v — v, budeme v
novom grafe mat neorientovani hranu uzv;.

C)
o

Vlavo: orientovany graf. Vpravo: k nemu zostrojeny neorientovany graf.
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Zjavne ak v povodnom grafe existovala orientovana Hamiltonovska cesta, existuje Hamiltonovska cesta aj v
nasom novom neorientovanom grafe — vzdy, ked sme v povodnom grafe vosli do vrcholu v, véjdeme v novom
grafe postupne do vrcholov vy, v a vs.

Ako je to s opa¢nou implikaciou? Predpokladajme, Ze v nasom novom grafe existuje Hamiltonovska cesta. Co
o nej vieme povedat? V prvom rade to, ze musi ist cez vSetkych n strednych vrcholov. A kedZe kazdy vs je spojeny
len s dvomi inymi vrcholmi, vieme, Ze sa tato Hamiltonovska cesta musi skladat z n 3-vrcholovych tsekov tvaru
v1v9v3. Dalej, v nagom grafe nemame Ziadnu hranu tvaru u,v;, ani usvs, preto sa na nasej Hamiltonovskej ceste
musi dokola opakovat vstupny, stredny a vystupny vrchol. No a takejto Hamiltonovskej ceste zjavne zodpoveda
orientovana Hamiltonovska cesta v pévodnom grafe.

(Rozmyslite si, kde by dokaz tejto implikacie zlyhal, ak by sme spravili konstrukciu s 2n vrcholmi, pri ktorej
vynechdme stredné vrcholy a namiesto toho spojime hranou priamo kazdy vstupny vrchol so zodpovedajacim
vystupnym.)
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