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A-111-4 Tucny Santa

Hladanie najkratsej cesty v grafe

Vzdy, ked sa vés zadanie tlohy pyta na najmensi podet krokov, na ktory sa dé nejaky ciel dosiahnuf, mali
by sa vase myslienky okamzite vydat nasledujicim smerom: Podla situécie v tlohe si zostrojime vhodny graf a
v tomto grafe najdeme najkratsiu cestu. Graf vznikne zakazdym rovnako: jeho jednotlivé vrcholy zodpovedaju
stavom, v ktorych sa moézeme nachadzat, a hrany vychadzajuce z vrcholu zodpovedaji tahom, ktoré mozeme v
danej situdcii spravit.

Ako to bude vyzerat v nasom pripade? Stavy, teda vrcholy grafu, budu pochopitelne jednotlivé pozicie, na
ktorych sa Santa moze nachddzat. Presnejsie, budeme uvazovat pozicie, na ktorych sa moéze nachddzat Tavy
horny roh Santu — tym je jeho poloha jednoznacne uréena. Kazdy vrchol vieme jednoznacne popisat dvomi
¢islami: jeho stiradnicami. No a kedZe r1, 51 < 2000, bude nas graf mat nanajvys 4 miliény vrcholov.

Z kazdého vrcholu povedi hrany zodpovedajtce krokom, ktoré v tej chvili vie Santa spravit. KedZe mame
na vyber len 4 smery pohybu, budi z Iubovolného vrcholu vychadzat najviac 4 hrany.

Na to, aby sme vedeli, aké hrany v naom grafe méame, potrebujeme zistit, na ktorych pozicidch moze Santa
staf a na ktorych (kvoli prekdzkam) stdt nemodze. Tymto sa budeme zapodievat neskor, nateraz sa tvarme, ze
to uz vieme zistit, a vrafme sa spéit k naSmu grafu.

Ked uz sme zostrojili graf, zostava v fiom najst najkratSiu cestu. Na to pouZijeme algoritmus nazvany pre-
hlad4vanie do Sirky (breadth-first search, BFS, niekedy tiez nazyvané flood fill). Toto prehladévanie predstavuje
sposob, akym by dany graf preskiimala voda, Siriaca sa zo zaciato¢ného vrcholu rovnomerne do vSetkych sme-
rov: najskor spracujeme zaciato¢ny vrchol (vzdialenost doii je 0), potom postupne vSetkych jeho susedov (do
kazdého z nich je vzdialenost 1), potom susedov jeho susedov (vzdialenost 2), a tak dalej.

Prehladavanie do Sirky lahko implementujeme pomocou datovej Struktiry fronta:

prehTadaj(vrchol v):
ozna¢ v ako navStiveny
vzdialenost do v = 0
vyrob frontu Q obsahujicu jediny prvok v
kym Q nie je prazdna:
vyber zo zaciatku fronty Q prvok x
pre kazdd hranu vedicu z x:
ak jej koncovy vrchol w nie je navStiveny:
ozna¢ w ako navStiveny
vzdialenost do w = 1 + vzdialenost do v
zapamédtaj si, Ze do w som sa dostal z x
vloZ w na koniec fronty Q

Casova aj pamitova zlozitost tohto riesenia je linedrna od velkosti plochy obyvacky, teda O(rys;). Preco to
tak je? V prvom rade si uvedomme, Ze mame r1s; vrcholov a najviac 4r;s; hran, teda dokopy mame O(r1s1)
vrcholov a hran. Kazdy vrchol najviac raz vlozime do fronty (v okamihu, ked sa nam doii prvykrat podari dostat)
a najviac raz ho z nej potom vyberieme. Kazd hranu tieZ spracujeme najviac raz: vtedy, ked spractivame vrchol,
z ktorého vedie. Celkovy pocet krokov, ktoré nas algoritmus spravi, je preto priamo tmerny poc¢tu vrcholov a
hran v nasom grafe.

V naSej implementécii si nepotrebujeme samostatne znacit, ktoré vrcholy uz st navstivené: poznédme to
jednoducho tak, ze akondhle m4 vrchol vzdialenost ini ako nekone¢no, uz sme ho niekedy navstivili.

Rekonstrukcia cesty

Vtejto tlohe pribudla este jedna zdkernost a tou je vypisovanie samotnej cesty. Této zakernost sa da vyriesit
napriklad tym, Ze si pre kazdé policko zapaméitdme, odkial sme sa nan pocas prehladdvania prvykrat dostali.
KedZe vieme, kde Santa skon¢il, mdzeme nasledne pomocou tychto tidajov od konca zrekonstruovat jeho cestu.
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Predpocitanie

Skor nez zacne BFS, potrebujeme zistif, ktoré pozicie Santu st navstivitelné. Zo zadania vieme, Ze s to
také pozicie, na ktoré ked sa Santa postavi, prekryje najviac M prekazok.

Do tabulky T si chceme na polic¢ko T[y, ] zapisat, kolko prekazok je v odlzniku [y, 2] aZ [y+ro— 1,z +s9+1].
Ak Tly,z] < M Santa moze staf na pozicii y, z.

Jednoduché rieSenie je, pre kazdé policko prezriet ro x so policok vlavo dole od neho a spocitat si prekazky.
Takéto riesenie dokopy spravi O(r1s17252) krokov, ¢o je pre velké vstupy privela.

Pri vymyslani rychlejsieho riesenia sa skiisme najskor pozrief na jednorozmerny pripad. (Samo zadanie ndm
pontka radu — 6 bodov mézeme ziskat, ak predpokladdme, Ze Santa mé rozmery 1 X s2.) V jednorozmernom
pripade ndm staci spocitat, kolko prekdzok je na polickach [y, 2| az [y, z + so — 1]. To si vypoc¢itame postupne
pre kazdé x:

Tly,0] = pocet prekazok od [y,0] po [y,s2-1]
Tly,1] = Tly,0] + (1 ak [y,s2] je ’X’) - (1 ak [y,0] je ’X’)

Tly,i] = Tly,i-1] + (1 ak [y,i+s2-1] je ’X’) - (1 ak [y,i-1] je ’X’)

Tly,s1-s2] = Tly,s1-s2-1] + (1 ak [y,s1-1] je ’X’) - (1 ak [y,s1-s2-1] je ’X’)

Vyborna vec na celom tomto je rychlost. Vypocet Ty, 0] ndm sice trva sy krokov, ale potom uz kazdé zo
zvysnych s; — so poli¢ok vypocitame v konstantnom case, celkovo teda spravime pri spracovani jedného riadku
len O(sy) krokov.

No a dalej to uz je velmi jednoduché: Staci si uvedomit, Zze dvojrozmerny pripad vyriesime tak, Ze spravime
eSte raz to isté, ale tentokrat po stipcoch (pri¢om pouzijeme hodnoty, ktoré sme prave vypoéitali prechodom
po riadkoch). Toto predpoc¢itanie dokdzeme spravit v ¢ase O(r1s1). To isté plati aj pre BFS. Takze dostédvame
rieSenie so zjavne optimalnou ¢asovou zlozitostou O(rys1). Pamitova zlozitost je tiez O(rysy).

(Kvéli uspore miesta listing programu uvedieme a7 v elektronickej verzii vzorovych rieseni.)

Alternativne rieSenie

Namiesto predpodcitania vyssie uvedenym sposobom sa daji priamo pouzif dvojrozmerné prefixové sucty:
pre kazdé y, r predpocitame pocet prekazok Ply,x] v obdlzniku, ktory ma v protilahlych rohoch policka [0, 0] a
[y — 1,2 — 1]. Toto vieme vhodnym trikom spravit v O(rys;). No a z tychto hodnot uz vieme v konstantnom
¢ase o Iubovolnom obdizniku povedat, kolko prekazok obsahuje.

predpocitanie:

Ply,x] = P[y-1,x] + P[y,x-1] - P[y-1,x-1] + (1 ak [y-1,x-1] je ’X’)
po&et prekadzok v obdlZniku od [y1,x1] po [y2-1,x2-1]:

poget = P[y2,x2] - P[y2,x1] - P[y1,x2] + P[y1,x1]

A-111-5 Ministerstvo

Cielom je samozrejme néjst rieSenie, ktoré bude efektivnejSie ako priamodciara simuldcia kazdého prikazu.
Strukttra ministerstva, popisani na vstupe, predstavuje strom. A kedze na vSeobecnom strome sa predpisané
operacie robia tazko, prvym krokom rieSenia bude prevedienie tlohy na trochu in1 — na operacie nad intervalmi
a prvkami v poli. Kazdému vrcholu stromu teda priradime jeden prvok pola a spravime to tak, aby kazdému
oddeleniu zodpovedal suvisly tisek pola. Kazdy prikaz sa potom bude tykat bud jedného prvku pola, alebo
nejakého intervalu.

Vhodné priradenie pozicii v poli vrcholom strimu vieme néjst lahko: sta¢i napr. Tubovolnym sposobom
prehladat strom do hibky a kazdému vrcholu priradif index rovny poradiu, v ktorom je objaveny. (Vyhovujtcich
odislovani je vela, toto je len jedno z nich, ktoré je Tahko a systematicky zostrojitelné.)
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Pocas prehladévania si zaroven vieme pre kazdy vrchol zapamiitat, kde zac¢ina a kondi interval, ktory obsahuje
jeho podriadenych. (Pri prehladavani do hibky interval zodpovedajtci vrcholu v za¢ina nim samotnym. Koniec
intervalu zistime vtedy, ked prehladdvanie optsta vrchol v.)

Tuato Gast rieSenia vieme teda celt lahko spravit v éase O(n).

V tejto chvili teda uz moézeme na strom zabudnif, méme uz len obycajné pole. Aby sme vedeli vykonévat
prikazy zo zadania, potrebujeme s nim efektivne robit nasledovné operécie:

Zvys hodnotu prvku a o k

Zisti stcet v intervale [a, b].

Zvy$ hodnotu vSetkych prvkov v intervale [a, b] o k.
Zisti minimum v intervale [a, b].

Zmen hodnotu v8etkych prvkov v intervale [a, b] na k.

Intervalové stromy

Zacnime efektivnou implementéciou prvych dvoch operécii. (Za to vieme ziskat 9 bodov. Sta¢i navyse doplnit,
ze vzdy, ked budeme potrebovat zvysit plat celému oddeleniu, spravime to hrubou silou — prejdeme vsetkych
jeho zamestnancov a kazdému zvysime plat.)

Nad polom si postavime bindrny strom. Hodnota kazdého vrchola bude stdet hodndt jeho synov, a teda
zdroven sucet v celom intervale pola, ktory je pokryty tymto vrcholom.

Zmenu hodnoty implementujeme jednoducho: zmenime hodnotu v poli a potom postupne ideme dohora
po strome a upravujeme hodnotu vsetkych predkov daného vrchola. Casové zlozitost je iimerna hibke tohoto
stromu, ¢ize O(lgn). Zistenie sué¢tu v tseku bude trochu komplikovanejsie, ale rovnako rychle. Potrebujeme
séitat vrcholy stromu, ktoré inteval prekryva celé a neprekryva ich otcov. Takychto vrcholov bude maximéalne
O(1gn) — uvedomte si, Ze z kazdej Grovne s¢itame maximéalne dva vrcholy. Najdeme ich jednoduchou rekurzivnou
procedurou, ktora prezera strom zhora nadol:

zisti_sucet(vrchol x, séitovany interval I):
Ak je interval I disjuktny s intervalom, ktory pokryva podstrom vo vrchole x:
vrat 0
Ak je interval I nadmnoZinou intervalu, ktory pokryva podstrom vo vrchole x:
vrat sicet vo vrchole x
vrat zisti_sucet(lavy syn x, I) + zisti_sucet(pravy syn x, I)

Tento prechod mé tiez ¢asovi zlozitost O(lgn). Analogicky, pomocou rekurzie, vieme implementovat aj
prvi operaciu: zaéneme v koreni stromu, zideme dole na spravne policko pola, to upravime a pri vynarani sa z
rekurzie prepocitavame hodnoty v jeho predkoch. Pri tomto rieseni to este je jedno, ale prave takato rekurzivna
implementéacia bude potrebna pri modifikidciach popisanych v nasledujiicej casti rieSenia.

Lenivé vykonavanie operacii

Teraz si ukdzeme ako efektivne vykonat zvysné operdcie. Za¢nime trefou operdciou. Na tej si ukdzeme
spravny princip. Zvysné dve operacie sa potom daju doriesit analogicky.

Hlavnou myslienkou bude ,nerob ni¢ predéasne“. Predstavme si, Ze chceme zvySit o k vSetky hodnoty v
intervale, ktory zodpovedd nejakému vrcholu v nasho bindrneho stromu. Namiesto toho, aby sme prechadzali
cely podstrom a zvySovali kazdy jeden prvok v fiom, jednoducho si vo vrchole v upravime jeho stcet (to vieme
spravit hned) a poznaéime si: ,vSetky prvky pod tymto vrcholom treba o k zvysit“. Jeho potomkov zatial
nechame tak, budi mat doc¢asne nespravne hodnoty. To ndm ale nevadi — totiz ak niekedy v budticnosti budeme
chciet pristupovat k potomkom vrcholu v, musime pri tom prejst cez v. No a prave az v tomto okamihu pride k
vykonaniu zapamétaného prikazu. Presnejsie, vzdy, ked chceme z nejakého vrcholu u ist v strome hlb$ie, najskor
sa pozrieme, ¢i v u nemame ,o0dlozent“ nejaku operaciu. Ak ano, najskor doty¢éni operaciu presunieme z u do
oboch jeho synov, a az potom sa pohneme o krok dodola (a tam cely postup opakujeme, ak treba).

Vo vSeobecnosti bude zvySovanie intervalu o x vyzerat podobne ako zistovanie stétu. Len do vSetkych troch
operacii (zvySovanie prvku, zvySovanie intervalu, aj zistovanie sti¢tu intervalu) teda musime doplnit ¢ast, pri
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ktorej skontrolujeme a pripadne vyrieSime odloZzené operécie. Taktiez potrebujeme vediet ,skladat“ zvySenia:
ked uz médme v nejakom vrchole zapamiitané zvySenie o a a pride zvySenie o b, jednoducho zmenime paméitant
hodnotu na a + b.

Ako vykonat posledné dve operacie — zistovanie minima a Upravu intervalu na konkrétnu hodnotu? Zistovanie
minima bude jednoduché: v kazdom vrchole si budeme udrziavat aj minimum prislusného intervalu. Uprava
intervalu na konkrétnu hodnotu prebehne podobne ako zvysenie celého intervalu o k. Vykondme ju lenivo len
vo vrcholoch, ktoré si1 celé pokryté intervalom, ktory menime. Ked robime tiito operaciu a ndhodou sa vo vrchole
predtym vyskytla operacia pridania, tak tato star§iu operaciu zahodime (lebo nové operacia vsetky hodnoty aj
tak prepiSe). A naopak, ak sme mali odloZentl zmenu na hodnotu a a pride ndm zvySenie o b, modZeme si napr.
zmenit zapamétani operaciu na ,zmen hodnotu na a + b“.

Vdaka lenivému spodsobu vykonavania dokdzeme kazdu operaciu vykonat v ¢ase O(lgn).

(Kvéli uspore miesta listing programu uvedieme a7 v elektronickej verzii vzorovych rieseni.)
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