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B-1I-1 Letenka

Pomalsie ale funkcéné riesenia

Jednou moznostou, ako tlohu vyriesit, je vyskusat vSetky lety, potom vSetky dvojice letov a nakoniec vSetky
trojice letov. Z nich vyberieme len tie, ktoré zodpovedaji nasim poziadavkam. (Lety musia na seba nadviizovat
a musi sediet zaciatoéné aj koncové letisko.) Spomedzi tych, ktoré vyhovujd, si vyberieme najlacnej$iu moz-
nost. Takto postupne ndjdeme najskor najlacnejsi priamy let, potom najlacnejsi let na jeden prestup a potom
najlacnejsi let na dva prestupy.

Takéto riesenie ma ¢asovi zlozitost az kubick od poétu letov, teda O(£3). A zjavne nie je optimalne —
robime pri om vela zbyto¢nej prace. Napriklad ked sme si vybrali prvy let z Viedne do Mnichova, nemé zmysel
pre druhy let skusat vSetky mozné lety po celom svete. Omnoho Sikovnejsie je skusit len lety z Mnichova. A
ked sme si uz odtial vybrali druhy let do Frankfurtu a nasim cielom je Zurich, pre treti let mame eSte lepSiu
situdciu. Nemusime predsa prezerat vSetky lety z Frankfurtu, ked jediné, ¢o potrebujeme, je najlacnejsi priamy
let do Zurichu.

Tieto pozorovania nas privadzaju k zéveru, Ze si potrebujeme lety ulozit v pamiti tak, aby sme vedeli
efektivne robit dva typy operacii: Ol: ,najst vSetky lety z daného letiska“ a O2: ,pre dant dvojicu letisk
povedat, ¢i st spojené priamym letom, a ak 4no, akym najlacnejsim“. Takyto sposob uloZenia tdajov existuje,
ale je zbyto¢ne komplikovany, preto nebudeme zachddzat do detailov.

Iny mozny pristup vedici k trocha horSiemu rieSeniu: Staéi ndm ulozif informécie o letoch tak, aby sme
vedeli robit operaciu O2. Potom najlacnejsi let z A do B na dva prestupy ndjdeme tak, Ze vyskuSame vSetky
mozné prestupové letiskd C' a D a zakazdym si zistime najlacnejsiu cenu cesty A — C — D — B. Ak si pocet
roznych letisk na vstupe oznaéime n, vieme o tomto rieseni povedat, Ze radovo n2-krat budeme potrebovat pre
nejaki dvojicu letisk spravit operaciu O2. Cim lepsie ju budeme vediet robif, tym rychlejsie toto riesenie bude.

Pri vSetkych tychto postupoch este stale skuiSame aj niektoré moznosti, ktoré by sme skasaf nemuseli.
Napriklad v poslednom uvedenom rieseni nema zmysel sktigat vSetky dvojice prestupnych letisk (C, D): Akonéhle
vieme, Ze medzi A a C nevedie priamy let, nemusime skusat Ziadne D. A pre konkrétne C' staci skasat tie D,
do ktorych sa z C vieme dostat priamym letom.

RieSenie v case priamo iimernom poctu letov

V prvom rade si mozeme uvedomit, ze kedze kazdé letisko mé trojpismenny identifikator, je len 263 = 17576
moznosti pre nazov letiska. Teda nie je problém spravit si pole velkosti 262 a v fiom si niedo ulozit o kazdom z
letisk, ktoré sa na vstupe vyskytnt.

Zacneme tym, Ze nacitame zaciatocné letisko A a cielové letisko B. Nésledne nacitame cely zoznam letov
do jedného pola. A uz pocas nacitavania letov (alebo hned po fiom) si viem vyplnit dve dalsie polia: pre kazdé
letisko C' cenu najlacnejsieho letu A — C, a pre kazdé letisko D cenu najlacnejsieho letu D — B.

Akonahle teda skonéilo nacitanie, viem uZz cenu najlacnejsieho priameho letu A — B (mam ju uloZend hned
na dvoch miestach).

Nésledne spocitam cenu najlacnejsieho letu s jednym prestupom: pre kazdé letisko C, ktoré sa na vstupe
aspon raz vyskytlo, sa pozriem na stcet cien najlacnejsieho letu A — C' a najlacnejsieho letu C' — B.

Na zéaver spocitam cenu najlacnejsieho letu s dvomi prestupmi: Prejdem cely zoznam letov. Pre kazdy let
vysktSam moznost: ,¢o ak je toto optimalny let z C do D?“ Zistim teda cenu préave skiisaného letu, plus cenu
letu z A do miesta, kde préave sktiSany let zac¢ina, plus cenu letu z miesta, kde prave skasany let konéi, do B.

Listing programu:

const NEKONECNO = 987654321;
POCET_LETISK = 26*26*26;

type let = record odkial, kam, cena : longint; end;
var zaciatok, koniec : longint;

lety : array of let;

L : longint;
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{ pomocna funkcia: skonvertuje trojpismenovy retazec na cislo z [0,26*26%26) }
function retazec_na_cislo(s : string) : longint;
begin retazec_na_cislo := 26*26* (ord(s[1])-65) + 26* (ord(s[2])-65) + ord(s[3])-65; end;

{ pomocna procedura: zmensi hodnotu v premennej, ak vies }
procedure vylepsi (var premenna : longint; nova_hodnota : longint);
begin if nova_hodnota < premenna then premenna := nova_hodnota; end;

{ procedura na nacitanie kodu letiska a vyroby cisla letiska z neho }
procedure nacitaj_letisko(var kod : longint);
var c : char;

letisko : string;
begin
letisko := ''";
read(c); letisko += c; read(c); letisko += c; read(c); letisko += c;
read(c); { aj whitespace za nazvom nacitame }
kod := retazec_na_cislo(letisko);

end;

procedure nacitaj_vstup;
var i : longint;
begin
nacitaj_letisko(zaciatok); nacitaj_letisko (koniec);
readln (L) ;
setlength(lety,L);
for i:=0 to L-1 do begin
nacitaj_letisko(lety[i].odkial); nacitaj_letisko(lety[i].kam); readln(lety[i].cena);
end;
end;

procedure vypocitaj_vystup;
var najlepsi_prilet, najlepsi_odlet : array[0..POCET_LETISK-1] of longint;
i, odpovedl, odpoved2, odpoved3 : longint;

begin
for i:=0 to POCET_LETISK-1 do najlepsi_prilet[i] = NEKONECNO;
for i:=0 to POCET_LETISK-1 do najlepsi_odlet[1i] := NEKONECNO;

{ vypocitame ceny priamych letov zo zaciatku a do konca trasy }
for i:=0 to L-1 do begin

if lety[i].odkial = zaciatok then vylepsi( najlepsi_prilet[ lety[i].kam ], lety[i].cena );
if lety[i].kam = koniec then vylepsi( najlepsi_odlet[ lety[i].odkial ], letyl[i].cena );
end;
odpovedl := najlepsi_odlet[zaciatok];

{ pre kazde letisko vyskusame letiet zo zaciatku na koniec cez neho }
odpoved2 := odpovedl;
for i:=0 to POCET_LETISK-1 do vylepsi( odpoved2, najlepsi_prilet[i]+najlepsi_odlet[i] );

{ a pre kazdy let vyskusame letiet zo zaciatku na koniec cez neho }
odpoved3 := odpoved?2;
for i:=0 to L-1 do
vylepsi (odpoved3, najlepsi_prilet[lety[i].odkial]l+lety[i].cena+najlepsi_odlet[lety[i].kam]);

{ vypiseme odpovede }

if odpovedl >= NEKONECNO then writeln (’neexistuje’) else writeln (odpovedl);

if odpoved2 >= NEKONECNO then writeln (’'neexistuje’) else writeln (odpoved2);

if odpoved3 >= NEKONECNO then writeln (’'neexistuje’) else writeln (odpoved3);
end;

begin
nacitaj_vstup;
vypocitaj_vystup;
end.

Iné vzorové riesenie

Ukézeme si este jedno rieSenie s optimalnou ¢asovou zlozitostou O(¢). Toto rieSenie je myslienkovo o trochu
tazgie, ale ma dve nesporné vyhody: velmi Tahko sa implementuje a navySe ostane efektivne aj vtedy, ked by
sme sa zaujimali o lety s tromi, Styrmi, ¢i piatimi prestupmi.

Hlavna myslienka: Ako vyzera najlacnejsi let z A do B s dvomi prestupmi? Tak, Ze najskor s jednym
prestupom prideme z A na nejaké letisko C, a odtial najlacnej$im letom na letisko B. A ktort moznost pouzijeme
pri ceste z A na C?7 No predsa najlacnejsiu.

Celé riesenie bude teraz tuplne priamociare: Trikrat prejdeme cez zoznam letov. Pri prvom prechode si pre
kazdé letisko zistime cenu najlacnejSieho priameho letu nan. Pri druhom prechode pouzijeme tieto tdaje na
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to, aby sme pre kazdé letisko zistili cenu najlacnejSieho letu nan pomocou dvoch letov. A v trefom prechode
spravime eSte raz to isté: z cien pre dva lety spocitame ceny pre tri lety.

(Ide vlastne o jednoduchu aplikdciu postupu nazyvaného dynamické programovanie. NavySe si pozorny Citatel
uréite v§imol, Ze v trefom prechode si uz stacilo pamétat optimalnu cenu len pre nase cielové letisko. Kedze ndm
to vSak nepokazi zlozitost, budeme si to pamitat pre vietky, bude sa to Iahsie implementovat. Casova zloZitost
bude nadalej linedrna od poctu letov.)

Nasleduje mierne leniva implementécia tohto postupu v C++: aby sme nemuseli precislovat letiska, pouzi-
jeme namiesto toho heSovacie tabulky.

Listing programu:

#include <iostream>

#include <vector>

#include <trl/unordered_set>
#include <trl/unordered_map>
using namespace std;

using namespace std::trl;

const int NEKONECNO = 987654321;
struct let { string odkial, kam; int cena; };

string zaciatok, koniec; // z ktoreho letiska a na ktore letime
vector<let> lety; // zoznam letov zo vstupu
unordered_set<string> letiska; // zoznam letisk zo vstupu

// najlepsia_cena[x][YYY]: najlepsia cena, za ktoru vieme prist na letisko YYY pomocou x letov
unordered_map<string,int> najlepsia_cenal4];

void nacitaj_vstup() {
cin >> zaciatok >> koniec;
int L; cin >> L;
while (L--) {
let T; cin >> T.odkial >> T.kam >> T.cena;
lety.push_back(T);
letiska.insert (T.odkial); letiska.insert (T.kam);

}

void inicializuj() {
for (int let=0; let<=3; ++let)
for (unordered_set<string>::iterator it=letiska.begin(); it!=letiska.end(); ++it)
najlepsia_cenal[let] [*it] = NEKONECNO;
najlepsia_cenal[0] [zaciatok] = 0;

}

void vypocitaj () {
for (int let=1; let<=3; ++let)
// pre kazde letisko vieme najlepsi sposob na (let-1) letov, chceme najlepsi na (let) letov
for (unsigned i=0; i<lety.size(); ++i) {
int tento_sposob = najlepsia_cenallet-1][lety[i].odkial] + letyl[i].cena;
if (tento_sposob < najlepsia_cenallet][lety[i].kam])
najlepsia_cenallet] [lety[i].kam] = tento_sposob;

}

void vypis_vystup() {

int odpovedl = najlepsia_cenal[l] [koniec];
if (odpovedl == NEKONECNO) cout << “neexistuje"“ << endl; else cout << odpovedl << endl;
int odpoved2 = min( odpovedl, najlepsia_cenal2] [koniec] );
if (odpoved2 == NEKONECNO) cout << “neexistuje"“ << endl; else cout << odpoved2 << endl;
int odpoved3 = min( odpoved2, najlepsia_cenal[3] [koniec] );
if (odpoved3 == NEKONECNO) cout << “neexistuje"“ << endl; else cout << odpoved3 << endl;
}
int main() {
nacitaj_vstup();
inicializuj();
vypocitai () ;

vypis_vystup () ;
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B-11-2 Benatky

Pomalsie riesenie

Jedno mozné jednoduché riesenie vyzerd nasledovne: Samostatne pre kazdy pocet zatopenych poschodi p
prejdeme celt ulicu a spocitame pocet ostrovov. Presnejsie, kedze kazdy ostrov prave na jednom mieste zacina,
staci spocitat vSetky zaciatky ostrovov. Zaciatok ostrovu je taky dom, ktory mé na lavej strane vodu (teda
nalavo od neho je dom, ktory uz je cely pod vodou). Vynimkou je prvy dom: ak este nie je cely pod vodou, tak
aj on je zaciatkom ostrova.

V programe to lahko implementujeme napr. tak, Ze ku vyskam domov, ktoré si ulozime ako H[1] az H|n],
doplnime ,dom nulovej vysky“: H[0] = 0. Teraz pre kazdé ¢ = 1...n plati: Ak je zatopengch presne p poschodi,
tak dom 4 je zaciatkom ostrova vtedy a len vtedy, ak H[i] > p a zarovenn H[i — 1] < p.

Listing programu:

var vysky: array[0..10000] of longint;
pocet,voda, i,n:longint;
begin
readln(n);
for i:=1 to n do read(vyskyl[i]);
vysky[0]:=0;
for voda:=1 to n do begin
pocet:=0;
for i:=1 to n do if (vyskyl[i]>=voda) and (vysky[i-1]<voda) then inc (pocet);
write (pocet, ' ');
end;
writeln;
end.

Takéto poéitanie viak nie je prilis efektivne — spravime pri fiom spolu az rddovo n? krokov. Existuju vsak
aj lepsie postupy. Jeden z nich si ukdzeme.

Vzorové riesenie

Budeme postupne simulovat dvihanie sa hladiny. D4 sa v§imnut, Ze ked sa domy ponoria o jedno poschodie,
nezmeni sa toho prili§ vela. PresnejSie, zmena nastane len vtedy, ked sa strecha nejakého domu zaplavi. Vtedy
sa mozno nejak (najviac o 1) zmeni pocet ostrovov.

Vzorové rieSenie teda bude nasledovné. Rozdelime si domy do n chlievikov podla ich vysky. (V prvom
chlieviku budi jednoposchodové, v druhom dvojposchodové. ..) V cykle budeme postupne zvySovat podet zato-
penych poschodi p od 1 po n. Vzdy, ked zatopime nové poschodie p, tak postupne po jednom ,ponorime“ domy
v (p — 1)-tom chlieviku, pri¢om si neustdle paméitdme a upravujeme aktudlny pocet ostrovov.

Ponorit dom znamend, %e ho akoby odstranime z ulice. T.j., do pola boolovskych premennych si o fiom
zaznacime, ze uz je cely pod vodou. Nasledne sa pozrieme, ¢i st uz domy, ktoré s nim bezprostredne susedia,
celé ponorené alebo nie. Mohli nastat tri pripady:

e Ak pred nim aj za nim uZ je voda, pocet ostrovov sa zniZi o 1.
(Tento dom bol samostatny ostrov a ten prave zanikol.)

e Ak pred nim aj za nim je nepotopeny dom, pocet sa zvysi o 1.
(Potopenim tohto domu sa jeden ostrov rozpojil na dva.)

e Ak na jednej strane je voda a na druhej nepotopeny dom, pocet ostrovov sa nezmeni.
(Potopenim tohto domu sa len zmensila $irka jedného z ostrovov.)

Casova zlozitost algoritmu bude linedrna od poctu domov, teda O(n). To preto, Ze rozdelenie domov do
chlievikov vieme spravif v linedrnom c¢ase a nasledne uZ len kazdy dom raz spracujeme.

Listing programu:

var vyska: array [1..1000007] of longint;
vynoreny: array [0..1000008] of boolean;
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chlievik: array [0..1000007] of array of longint;
pocet:array [0..1000007] of longint;
n,i,voda, pocetOstrovov,cisloDomu:longint;
begin
readln (n);
{ zistim velkosti chlievikov, nacitam vstup a nastavim pole vynoreny }
for i:=0 to n do pocet[i] := 0;
for i:=1 to n do begin
read (vyskal[i]);

vynoreny[i] := true;
inc (pocet [vyskal[i]l]);
end;
vynoreny[0] := false;
vynoreny[n+1l] := false;

{ podla zistenych velkosti nastavim velkosti chlievikov }
for i:=0 to n do begin
setlength(chlievik([i], pocet[i]);
pocet[1i] := 0;
end;
{ naplnim chlieviky cislami budov}
for i:=1 to n do begin

chlievik[vyskal[i],pocet[vyska[i]]]:=i;
inc (pocet [vyska[i]l]);
end;
{ na zaciatku je jeden ostrov }
pocetOstrovov := 1;

for voda:=1 to n do begin
{ postupne zaplavujeme poschodia: pre domy so spravnou vyskou potopime }
for i:=1 to pocet[voda-1] do begin
cisloDomu := chlievik[voda-1,i-1];
{ vsimnite si, ze sa pocet ostrovov zmeni podla podmienok}
dec (pocetOstrovov) ;
if (vynoreny[cisloDomu-1]) then inc (pocetOstrovov);
if (vynoreny[cisloDomu+l]) then inc (pocetOstrovov);
vynoreny [cisloDomu] := false;
end;
write (pocetOstrovov,’ 7);
end;
writeln;
end.

B-11-3  Anickine darceky

Podiloha a)

Algoritmus, ktory ste programovali pre Ani¢ku, sa vola bindrne vyhladévanie (v angli¢tine binary search).

Strucne si pripomenme hlavnt myslienku, ktora bola podrobnejsie popisand v domacom kole: Mame uspo-
riadant postupnost ¢isel, medzi ktorymi chceme néjst niektoré konkrétne. Tie si pamitame v poli, pripadne
ich vieme zistit aj bez pola (ako datumy v decembri v domécom kole). Na zaciatku hladdme v intervale celého
rozsahu pola a postupne ho vhodne zmengujeme na poloviént velkost, az kym nehladdme na intervale dizky 1
— teda kym nam neostal uz len jediny kandidat.

Myslienka bindrneho vyhladévania je sice lahk4, ale pri implementécii je velmi Tahké urobit kopu chyb 0
plus minus jedna* a tak stvorit program, ktory d4d obcdas nespravnu odpoved, ¢i sa dokonca zacykli. Tymto
typickym chybam sa d4 vyhnit vhodnym myslienkovym pristupom, ktory si teraz ukizeme.

Interval, v ktorom hladdme, si budeme pamétat ako polootvoreny interval, konkrétne (z,k). Tento zapis
znamend, ze na pozicii z (zaciatok) je prva hodnota, ktord uz do intervalu patri, a k (koniec) je prva hodnota,
ktord uz do intervalu nepatri. Teda napr. polootvoreny interval (5,8) obsahuje celé ¢isla 5, 6 a 7, ale uz nie 8.

Téato reprezenticia mé oproti inym reprezentacidm (napr. uzavrety interval) vela vihod. Skuste si rozmysliet
ako by ste vyjadrili dizku intervalu jednym a druhym sposobom alebo ako by ste zapisali prazdny interval.

Ako tieto intervaly vyuzif pri bindrnom vyhladdvani? Jednoducho — rozdelime si prvky v poli na dva typy:
zlé a dobré. V nasom pripade zlé prvky st tie darceky, ktoré su prilacné, a dobré prvky su tie darceky, ktoré st
uz dostatoéne drahé. To, ¢o hladdme, je prvy dobry prvok v poli. Urobime to tak, Ze ndjdeme sti¢asne posledny
zly aj prvy dobry prvok. Pocas hladania si budeme udrziavat vysSie spomenuté dve premenné z a k. Budeme si
pritom dévat pozor, aby vzdy platilo: prvok na pozicii z je zly a prvok na pozicii k je dobry.
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KedZe pole je usporiadané, vieme, %e vSetky prvky nalavo od pozicie z st nutne tiez zlé. (Ak je siedmy darcek
prilis lacny, je aj kazdy z prvych Siestich darcekov prili§ lacny.) A podobne, vSetky prvky napravo od pozicie k
sa tiez dobré. Jedine prvky medzi z a k st teda nezname.

Ktory prvok moze teda byt poslednym zlym prvkom v poli? Do tivahy pripadaja prave pozicie z polootvore-
ného intervalu (z, k). V tejto chvili je jasné, kedy bindrneho vyhladdvanie skonéi: vtedy, ked uz ostane len jeden
kandidat. Teda vtedy, ked k — z = 1.

Aj krok binarneho vyhlad4vania je teraz priamodciary: pozrieme sa do stredu intervalu, na poziciu! m =
[(z+k)/2]. Ak je na tejto pozicii dobry prvok (dostato¢ne drahy darcek), mozeme zmenit k na m. V opac¢nom
pripade zmenime z na m. V oboch pripadoch sme takto skrétili interval, v ktorom hladdme, priblizne na
polovicu.?

Posledné, ¢o potrebujeme vyriesit, je inicializdcia: na zaciatku potrebujeme nastavit hodnoty z a k tak, aby
platila vyssie uvedend podmienka (odborne nazyvana invariant).

Majme teda v poli A na poziciach 0 az n — 1 ulozené ceny darcekov od najmensej po najviésiu. Jedna
moznost je zaCat vyhladévanie tym, Ze sa pozrieme na pozicie 0 a n — 1, & nenastal nejaky zo $pecidlnych
pripadov: vsetky prvky zlé alebo naopak vsSetky dobré — v nasom pripade teda vSetky darceky prilacné alebo
vSetky dostato¢ne drahé. Ak nastal $pecidlny pripad, oSetrime ho, a ak nie, méZeme nastavit 2z =0, k =n — 1
a spustit bindrne vyhladévanie.

Este sikovnejsie je vSak pomoct si drobnym trikom: predstavme si, ze pred polom (teda na pozicii —1) je
darcek, ktory je uréite prili§ lacny, a za polom (na pozicii n) daréek, ktory je dostatoc¢ne drahy. Nastavime teda
z = —1, k = n a rovno spustime bindrne vyhlad4vanie.

A kedy teda spozname, ¢i nenastal Specidlny pripad? To je jednoduché: iplne na konci. Ak ndhodou skonéime
s tym, Ze k ostalo rovné n, su vietky skuto¢né dardeky prilis lacné, a teda vypiSeme —1. V opa¢nom pripade (a
to vratane situécie, kedy ostalo z rovné —1) ukazuje ¢islo k na poziciu v poli, kde je prvy dobry daréek. A to
je uz uplne vsetko.

Listing programu:

{ ========= toto je funkcia, ktoru ste mali implementovat ======== }
function najdi_darcek (var A: array of longint; n : longint; p : longint) : longint;
var z, k, m : longint;
begin
{ inicializujeme z a k tak, aby ukazovali na urcite zly a urcite dobry darcek }
z = -1;
k = n;

{ kym mame viac ako jednu moznost, zmensujeme interval na polovicu }
while k-z > 1 do begin

m := (z+k) div 2;

if A[m] < p then z := m else k := m;
end;

{ zistime, ci mame riesenie, a ak ano, vratime ho }

if k=n then najdi_darcek := -1 else najdi_darcek := A[k];
end;
{ ======== g takto by sa dala tato funkcia pouzit v programe ======== }
var pocet_darcekov : longint = 12;
ceny_darcekov : array(0..11] of longint = (2, 3, 3, 3, 5, 8, 9, 10, 23, 32, 47, 99);
begin
{ vyskusame vo vyssie definovanom poli vyhladavat pre rozne ceny }
writeln( najdi_darcek ( ceny_darcekov, pocet_darcekov, 4) ); { vypise 5 }
writeln( najdi_darcek ( ceny_darcekov, pocet_darcekov, 5) ); { vypise 5 }
writeln( najdi_darcek ( ceny_darcekov, pocet_darcekov, 17 ) ); { vypise 23 }
writeln( najdi_darcek ( ceny_darcekov, pocet_darcekov, 100 ) ); { vypise -1 }
end.

1Symbolmi |c]| a [c¢] zna¢ime dolnt a hornii celi &ast &isla c: |c] je najvicsie celé &islo ktoré je najviac ¢, a [c] je najmensie celé
¢islo, ktoré je aspon c.

2Povsimnite si tiez, ze krok robime len vtedy, ak k — z > 1. V takomto pripade plati z < m < k, a teda urcite spravime aspoi
nejaky pokrok aj pre malé intervaly — vzdy pozerame na nové, nezname policko a nikdy sa nezacyklime.
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Podiloha b)

Na kolko polic¢ok pola A sa nasSe rieSenie pozrie? Vzdy, ked nejaké policko pola A porovname s hodnotou
p, zmens$i sa podet moznosti, ktoré nadm ostavaji, priblizne na polovicu. Mohli by sme sa teda pytat otazku:
Kolkokrat musime interval danej dizky ,rozpolit“, kym ndm ostane len jeden prvok? Pre lepsiu predstavu sa
mozeme ti ist otdzku opytat aj opaénym smerom: Kolkokrat musime dizku intervalu zdvojnésobif, aby z 1
narastla az na pévodnu dizku?

Presne na tato otazku nam odpovedaju logaritmy. Logaritmus so zakladom 2 z ¢isla a zapiSeme ako log, a.
Hodnota log, a je také ¢islo b, ze plati 2° = a. Napriklad log, 8 = 3, pretoze 23 = 8.

Nage riesenie teda spravi rddovo log, n krokov a v kazdom z nich sa pozrie na jedno polic¢ko pola A.

Priklad: Ak by pole A malo milién prvkov, pozrieme sa len na 20 z nich (lebo log, 1000000 == 20).

Podiloha c)

Dokazeme, ze Tubovolny deterministicky® algoritmus riesiaci zadant tlohu sa v najhorSom moznom pripade
musi pozriet na aspoii [logy(n + 1)] poli¢ok pola A.

Zékladnéd myslienka dokazu je jednoduchéa: Existuje n+ 1 moznych vystupov a kazdym pristupom do pola A
vieme zarucene vylucit najviac polovicu z nich, preto potrebny pocet pristupov do pola musi byt v najhorsom
moznom pripade aspon rovny dvojkovému logaritmu ¢isla n + 1.

Vo zvysku tohto vzorového riesenia tento dokaz rozpiseme poriadnejsie.

V prvom rade si uvedomme, Ze ked sa algoritmus pozrie na nejaké policko z pola A, jediné rozumné, ¢o moze
spravit, je porovnat ho s hladanou hodnotou p. Toto porovnanie nam dé jeden z dvoch moznych vysledkov: bud
sa dozvieme, ze Alx] < p, teda dotyény darcek je prilacny, alebo sa dozvieme, Ze A[x] > p, teda doty¢ény dardek
je dostatoc¢ne drahy.

Na zaciatku este o poli A ni¢ nevieme. To, ¢o chceme zistit, je vlastne pocet prvkov v poli A, ktoré st mensie
ako p. (Inymi slovami, chceme zistit polohu z posledného prilacného daréeka.) Je n + 1 moZnosti: prilacnych
daréekov moze byt 0, 1, 2, ..., az vSetkych n. A ku kazdej z tychto n + 1 moZnosti patri iny vystup algoritmu:
v prvych n pripadoch vypiSeme cenu 1., 2., ..., n. daréeka, v poslednom pripade vypiseme hodnotu —1.

Na zaciatku sme teda v situécii, ze do Gvahy pripada n + 1 réznych moznosti pre hodnotu z. Tieto moznosti
budeme volat kandiddtmi. Pocas behu programu sa tento obcas pozrie na niektoré policko pola A. V tomto
okamihu sa ndm mnozina kandidatov méze zmensit.

Priklad 1: Kandiddtmi pre z boli ¢isla 4 az 11. Program sa pozrel na policko 7 a bolo A[7] < p. Od tohto
okamihu st uz kandidatmi len ¢isla od 7 po 11.

Priklad 2: Kandidatmi pre z boli ¢isla 4 az 11. Program sa pozrel na policko 13 a samozrejme sa dozvedel,
ze A[13] > p. Jeho chyba, Ze sa tam pozeral, predsa to uz mal vediet. Mnozina kandidatov sa nezmenila.

No a uz sme skoro hotovi. Staci si len uvedomit, Ze pri kazdom pristupe do pola A sa mnozina kandidatov
rozdeli z jedného intervalu na dva. Ak boli kandidatmi ¢isla od a po b — 1 vratane a opytali sme sa na c, tak sa
stane nasledovné: Ak A[c] < p, kandidatmi ostant éisla ¢ az b — 1, inak kandidatmi ostana ¢isla a az ¢ — 1. Ak
bolo teda pred pristupom do pola A kandidatov ¢, po pristupe je ich v tej pre nds horsej vetve aspoii [q/2].

Nech teda 2* je najvii¢sia mocnina dvoch ostro mensia ako n + 1. (Cize plati 28 < n + 1 < 2F1)) Tyrdime,
ze ak mé pole A velkost n, neexistuje algoritmus, ktorému vzdy staci pozriet sa na k policok pola A. Totiz na
zaCiatku mé pred sebou tento algoritmus n + 1 kandidatov, a ked mu budeme na otdzky odpovedat tak, aby
zakazdym nastala td4 pre neho horSia alternativa, aj po k otazkach mu eSte ostanti aspon dvaja kandidati, a
teda si nebude isty odpovedou.

3Slovo ,,deterministicky“ znamena, ze dalsi krok algoritmu je vzdy jednoznaéne uréeny tym, ¢o sa udialo dovtedy. Inymi slovami,
je to algoritmus, ktory sa nikdy nerozhoduje ndhodne. Ona by mu tu t4 ndhoda aj tak nepomohla — kedZe sa pozerame na najhorsi
mozny pripad, tak ¢i tak by museli vSetky mozné postupy hladania byt efektivne. A naco si potom nahodne vyberat jeden z nich?

strana 7 z 10 uloha B-II-3



27. ro¢nik (2011/2012)
rieSenia krajského kola
kategoria B

Olympidda v informatike
http://oi.sk/

B-11-4 Cierne $tvorce sa tu opat

Poddloha a)

Prvé rozmiestnenie, ktoré sme mali najst, malo tvorif 7 ¢ernych Stvorcov, pre ktoré plati: O 3 mintty este
bude aspon jeden Stvorec Cierny, ale o 4 mintuty uz budua aplne vSetky Stvorce v celej rovine biele.

My uz vieme vyrobit rozmiestnenie 4 ¢iernych $tvorcov, ktoré presne 3 mintty vydrzi: staci ich dat do radu
vedla seba. A ked ich mame maf na zadiatku namiesto Styroch sedem, staci este pridat tri iné niekde ,,dostatocne
daleko*. Na nasledujicom obrazku vidime dve rézne vyhovujtce rozmiestnenia. Tretou moznostou bolo pouzit
rieSenie podilohy d) doméceho kola pre n =7 a k = 4.

Druhé hladané rozmiestnenie malo tvorit 7 ¢iernych Stvorcov, pre ktoré plati: O 6 minat bude prave jeden
Stvorec v celej rovine éierny. Tento Stvorec nesmie lezat na ziadnej z pozicii, kde boli ¢ierne stvorce na zaciatku.

Najjednoduchsie je v8imnuf si, ¢o sa stane, ak ierne Stvorce tvoria rad idici ,,Sikmo doprava dodola“. Ten
bude postupne postupovat doprava dohora a skracovat sa. Toto rieSenie je na nasledujicom obrazku vlavo. Na
obréazku vpravo je iné rieSenie tejto podulohy. Skiste si odsimulovat jeho prvy krok a uvidite, ako funguje.

T

Podiloha b)

Stvorce na obvode Marikinho papiera ostanti navzdy biele.

Uvedomte si, Ze na to, aby sme to dokézali, sta¢i dokézat, Zze ak niekedy je cely obvod Marikinho papiera
biely, tak aj o minttu neskér bude cely biely.

Vsimnime si najskor tie $tvorce na zvislych okrajoch (teda tie, ktoré st zvyraznené na nasledujicom obrézku):

Pre kazdy z nich plati, Ze aj on je biely, aj Stvorec bezprostredne pod nim je biely. A teda vSetky tieto
Stvorce budu biele aj v nasledujiicom kroku. A rovnakii ivahu mozeme spravit aj pre Stvorce na vodorovnych
hranach — kazdy z nich je biely a mé nalavo od seba biely Stvorec, preto aj v nasledujicej mintte bude biely.

Podiloha c)

Ziadne zac¢iatoéné zafarbenie nevydrzi ani len 20 minit, nie to este 100. Uk4dZeme dva rozne (aj ked podobné)
sposoby, ako toto tvrdenie dokizaf.

Prvy dokaz bude zaloZeny na nasledujiicom pozorovani: Predstavme si dve rézne Stvorcové siete. V prvej
oznaéme mnozinu Giernych $tvorcov A, v druhej B. Nech A C B, teda kazdy Stvorec, ktory je ierny v prvej
sieti, je Cierny aj v druhe;j.

Zamyslime sa teraz, ako bude situacia v naSich dvoch siefach vyzerat o minttu. V prvej sieti sa mnozina
Ciernych Stvorcov zmeni na A’, v druhej na B’. A bude nadalej platit vztah A’ C B’? Lahko sa presvedéime, Ze
dno. Ak je nejaky Stvorec s ¢ierny v A’, tym skor je Cierny aj v B’ — vSetky cierne Stvorce z A, ktoré ,hlasovali®
za to, aby s bol ¢ierny v A’, médme aj v B.
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Preto vébec nemusime sktsat vsetkjch 2619 moznjch zadiatoénych rozloZeni éiernych $tvorcov v Marikinej
Stvorcovej sieti. Sta¢i sa nam ststredit na jediné z nich — to, v ktorom st na zaciatku ¢ierne tplne vsetky Stvorce.
Ak totiz toto rozlozenie po niekolkych krokoch ,,vyhynie“, vieme, Ze aj hocijaké iné zaciatoéné rozloZenie by po
tolko isto krokoch (a mozZno aj skor) uz malo len samé biele Stvorce.

A pre &ierny obdlznik uz lahko odsimulujeme zmeny pocas nasledujtcich minit. Na nasledujiicom obrazku
je znézornené, ako vyzera po 0, 3, 7 a 13 minatach od zaciatku.

] HE

Iny moznym rieSenim je priamo si v§imnat (a dokézat), ze kazdé rozmiestnenie ¢iernych §tvorcov sa bude
postupne menit na biele podobne ako nas obdlznik — po ,,uhloprie¢kach®, zaéinajtc v lavom dolnom rohu.

Aby sme mohli toto tvrdenie presnejsie sformulovat, o¢islujme si policka vo vnitri Marikinho planu tak ako
na nasledujicom obrazku.

6|7]8]9(10{11(12|13|14|15
5(6(7[8]9]10(11(12(13(14
415|6]|7[8]9[10[11]12]13
314]15(6|7[8]9]10]|11]12
213]|4(5[6[7|8]9]|10[11
112(3[4(5]|6]|7|8|9(10

A teraz uz lahko postupne zddvodiiujeme:

e Po prvej mintte bude Stvorec s ¢islom 1 uz navzdy biely — aj pod nim, aj nalavo od neho je biely $tvorec.

e Po druhej mintte budu aj stvorce s ¢islom 2 uz navzdy biele — lebo vSetky Stvorce, ktoré st bezprostredne
dodola a nalavo od nich st po prvej minate navzdy biele.

e Po tretej minute sa k navzdy bielym $tvorcom pridajua aj Stvorce s ¢islom 3, a tak dalej.

Teda bez ohladu na to, ako Marika rozmiestni ¢ierne §tvorce, bude o 15 minit cely jej obdlznik biely. Vo
vieobecnosti, ak mame obdlznik rozmerov r x ¢ (kde 7,¢ > 3), ktorého okraj je cely biely, tak vieme, Ze po
r + ¢ — 5 minatach uz bude celé biele aj vnutro.

Podiloha d)

Zékladna myslienka bude jednoducha: Pozrieme sa na &ierne §tvorce a zvolime nejaky obdlznik, ktory ich ob-
sahuje a mé cely okraj biely. Z jeho rozmerov potom vieme, rovnako ako v predchddzajicej podilohe, vypocitat,
po kolkych krokoch uz bude zarucene cely biely.

Poriadny dokaz ale treba predsa len robif trochu poriadnejsie. To, na ¢o si potrebujeme dat pozor, je situdcia,
kedy st Gierne Stvorce prili§ ,roztrisené® — vtedy totiz musime namiesto jedného velkého obdlZnika pouzif
viacero malych. Na nasledujicom obréazku je priklad toho, ako sme takto ,uzavreli“ 14 ¢iernych Stvorcov do
troch obdlZnikov. Pre situdciu na obrazku vieme (podla rozmerov najviicsieho obdlznika) zarucit, e o nanajvys
6 sektind uz budu vsetky Stvorce biele.
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Ako takéto uzavretie do obdlznikov vyrobif systematicky a zaruéif, ze budi vSetky z nich malé? Mozeme
napriklad zacat tym, ze si vyznacime riadky a stipce, v ktorych lezi aspoii jeden Cierny stvorec. (Ak teda mame
47 ernych $tvorcov, tak dokopy vyznaéime najviac 47 riadkov a najviac 47 stipcov.)

'

'

H

11 [
L I I N O O '
Vyznacené riadky aj stlpce sa ndm rozpadnti na niekolko stvislych skupin. Napriklad na obrazku nad tymto
textom st dve skupiny vyznacenych riadkov a tri skupiny vyznacenych stipcov.

No a ked si vyberieme jednu skupinu vyznaéenjch riadkov a jednu skupinu vyznaéenych stipcov, dostaneme
jeden z obdlznikov:

RN

H

(I
bhd
Tu st dalsie dva zo Siestich obdiZnikov, ktoré nasim postupom vznikli. VSimnite si, ze mozeme dostaf aj
prazdne alebo zbytoéne velké obdizniky, to ndm ale vobec neprekaza.

'

]

11 T
L S I N O O | '
A kedy Ze to prefarbovanie vlastne skoné¢i? Kazdy obdlznik sa bude prefarbovat nezavisle od zvysku roviny,
preto moézeme uvazovat kazdy zvlast. Najhorsi mozny pripad je, Ze budeme mat presne jeden obdlznik a ten
bude mat rozmery 49 x 49. No a podla vztahu, ktory sme si odvodili v podilohe ¢), 0 93 mintt bude uz aj takto
velky obdlznik cely biely. Jednym moznym riesenim podilohy d) je teda ¢islo k = 93.
(Toto rieSenie nie je najlepsie mozné. Vedeli by ste ho zlepsit?)
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