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A-11-1 Bezpecné medziplanetarne cestovanie

Strucna myslienka vzorového rieSenia

Zo zadaného grafu odstranime nepouzitelné vrcholy a hrany. V tom, ¢o ndm ostalo, ndjdeme mosty. Navyse
si vhodne predpoc¢itame, ako st rozlozené vrcholy typu 2, aby sme pre kazdy most vedeli povedat, ¢i su vSetky
na tej istej jeho strane (vtedy je kriticky) alebo nie.

Spoloény Gvod pre vsetky rieSenia

KedZe nés zaujimaju bezpeéné cesty a ziadna bezpeéné cesta cez planétu typu 0 nevedie, tak ich budeme
ignorovat. A tak isto budeme ignorovat teleporty, ktoré maju niektory koniec na takejto planéte. Najlahsie je
zahodit ich priamo pri nac¢itani vstupu.

Navyse Tahko spravime jedno dalsie predspracovanie vstupu: rozdelime ho na komponenty stvislosti. Zjavne
staél kazdy komponent riesit samostatne. V dalSom texte rieSenia budeme preto predpokladat, Ze spractvana
siet teleportov je suvisla.

Este si mozeme vSimnut, Ze ak niektory komponent savislosti obsahuje samé planéty typu 1, tak Ziaden
teleport v om nie je kriticky — totiZ ani teraz sa zo ziadnej z tychto planét nedd zachranit. TaktieZ ziadne kritické
teleporty nemoze obsahovat komponent obsahujtci samé planéty typu 2 — tam sa nie je odkial zachranovat.
Takéto komponenty teda mdzeme rovno ignorovat, zjednodusi to neskor rozbor pripadov.

Riesenie takmer hrubou silou

Sktsme teraz najst algoritmus, ktory pre dany teleport ¢ povie, ¢i je kriticky. (Pritom predpokladdme, ze
komponent stvislosti, obsahujici tento teleport, mé v sebe aspoi jednu planétu typu 2.)

Lahko moézeme vidiet, Ze pokial obidva konce teleportu st na planéte typu 2, tak teleport urcite kriticky nie
je. Totiz keby nejaké zachranujtca cesta viedla cez neho, tak urcite existuje aj taka cesta, ktoré skonci uz pred
tymto teleportom.

Ak je na niektorom konci teleportu planéta p typu 1, tak potrebujeme overit, ¢i sa z nej aj po odstraneni
teleportu ¢ d zachranit. To mozeme spravit tak, Ze z planéty p spustime prehladévanie do hibky a zakdzeme mu
prejst cez teleport t. Ak sa toto prehladévanie dostane na planétu typu 2, tak sa vieme zachranit. (Ak teleport ¢
viedol medzi dvomi planétami typu 1, postupne spustime dve nezavislé prehladdvania. Ak sa pri ¢o len jednom
z nich nevieme zachrénit, ¢ je nutne kriticky.)

Teraz si uz len staci uvedomit, Ze pre ziadne iné planéty uz nepotrebujeme overovat moznost zachrany. Totiz
keby odstranenie teleportu ¢ pokazilo moZnost zachrany pre nejakt int planétu g typu 1, tak urdite pokazi aj
moznost zachrany pre planétu p typu 1, ktord je ,na tom istom konci® teleportu ¢ ako ¢. (Detaily tohto lahkého
dokazu sporom prenechdvame na citatela.)

Overenie kritickosti teleportu nas teda prinajhorSom stoji dve prehladavania do hibky, ¢ize jeho Gasova
zlozitost v sieti s n planétami a m teleportami bude O(m + n). Keby sme takto overovali kazdy teleport, tak
méme vysledny algoritmus s ¢asovou zlozitostou O((m + n)?).

Rychlejsie rieSenie

Majme Tubovolnt stvisla siet teleportov. Pozrime sa na konkrétny teleport. Ak je aj po jeho odstraneni sief
teleportov suvisld (teda vieme prejst z lubovolnej planéty na Iubovolnt ind), tak dotyény teleport evidentne
nemdze byt kriticky. Kritické teleporty staci teda hladat medzi tymi, ktorych odstranenie rozpoji siet teleportov
na dve cCasti. V grafovej terminoldgii sa takéto hrany grafu volaju mosty.

Mostov v grafe nemoze nikdy byt prili§ vela: ak méa graf n vrcholov, moéze maf nanajvys n — 1 mostov.
Stéastou vzorového rieSenia bude najdenie vSetkych mostov v zadanom grafe. Aj bez toho v8ak vieme zlepsit
predchédzajice rieSenie. Na to ndm bude stacit, ak o vicSine hran budeme vediet povedat, Ze mostom nie si.

Ako na to? Na naSom stvislom grafe spustime lubovolné prehladdvanie. Pre kaZdy vrchol si zapaméitame

hranu, ktorou sme ho pocas prehladédvania prvykrat objavili. Takto dostaneme jednu moznt kostru nasho grafu.
(Kostra n-vrcholového grafu je strom tvoreny n — 1 jeho hranami.)
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No a teraz si uz len sta¢i uvedomit, Ze kazdy most musi byt stcastou prave néjdenej kostry. Totiz ked z
nasho grafu vyhadZeme trebérs aj vSetky ostatné hrany, stdle bude drzat pokope. LenZe kostrovych hran je len
n — 1. A tu sme prave uSetrili! Namiesto toho, aby sme ako kriticky teleport testovali kazdu z m hran, staci
ndm ich otestovat n — 1. Tento vylepSeny algoritmus ma teda ¢asovi zlozitost O(n(m + n)).

Vzorové riesenie

Ako sme si uz ukdzali, nutnou (ale nie postacujicou!) podmienkou na to, aby teleport bol kriticky, je, Ze
musi byt mostom. No a most je kritickym teleportom vtedy a len vtedy, ak po jeho odobrani vzniknu dva
komponenty: jeden ktory obsahuje iba planéty typu 1, a druhy ktory obsahuje aspon jednu planétu typu 2.

N4&s algoritmus najprv najde vSetky mosty a potom zisti, ktoré z nich s kritické.

Na hladanie mostov pouzijeme Standardny algoritmus, ktory sa da popisat nasledovne:

Z nejakého vrcholu pustime prehladavanie do hibky. Toto prehladavanie ndm hrany rozdeli na dva druhy:
stromové a spdtné. (Stromové hrany st tie, ktorymi sme objavili nejaky novy vrchol, spitné si tie ostatné.)

Stromové hrany nam, ako u kazdého prehladavania, vytvoria kostru nasho grafu. Pri prehladavani do hibky
budeme tejto kostre hovorit DFS strom. Rozmyslite si, ze v DFS strome kazd4a spétné hrana vedie medzi nejakym
vrcholom a jeho predkom v DFS strome. (Tato vlastnost napr. kostra uréend prehladdvanim do sirky nemad!)

Uz vieme, %e mosty st niektoré zo stromovych hran. Potrebujeme vediet nejako identifikovat, ktoré z nich
to st a ktoré nie. Uvazujme teda nejakt stromova hranu uv, ktorou sme objavili vrchol v. Kedy je tato hrana
mostom? Vtedy a len vtedy, ked z podstromu s korefiom vo vrchole v Ziadna spéitnd hrana nevedie von (teda
do vrcholu u alebo jeho niektorého predka). Na zdklade tohto pozorovania teraz sformulujeme nas algoritmus.

Kazdému vrcholu z vieme priradif hibku v DFS strome, ozna¢ime ju h(z). Navyse pre kazdy vrchol spo-
¢itame nasledovntt veli¢inu d(x): najmensiu hibku, kam sa vieme dostat pomocou niekolkych stromovych hran
smerujucich nadol a nasledne najviac jednej spitnej hrany.

Ak méme spoéitané toto, tak mosty vieme ndjst nasledovne: Sp#tnd hrana uréite most nebude (ked ju
odstranime, tak stile existuje cesta pomocou stromovych hran). Ak pre vrchol z, ktory objavila stromova
hrana, plati h(z) > d(z), tak tato stromova hrana tieZ nie je most (vieme ju nahradif niekolkymi stromovymi
a spétnou). Inad¢ dand stromova hrana most je.

Zostava popisat ako spoéitame hodnoty h(x) a d(z). Hodnoty h(z) vieme trividlne pocitat pri objavovani
vrcholov. Hodnotu d(x) spoéitame ako minimum z hodnét d(z) synov vrcholu o v DFS strome a hibok vrcholov,
kam vedt spdtné hrany z vrcholu x.

Tento postup sa d& pouzif priamo po naéitani grafu zo vstupu: postupne spustame prehladévania do hibky,
¢im rozdelime zadany graf na komponenty a zaroven v kazdom komponente najdeme DFS strom a na tiom
vSetky mosty. KedZe kazdé prehladdvanie mé casov zloZitost priamo timernt velkosti prislusného komponentu,
ma tato Cast rieSenia celkova ¢asovu zlozitost O(m + n).

Teraz eSte potrebujeme spocitat podmienky pre kritickost teleportu. Pocas prehladévania do hibky pre kazdy
vrchol z spocitame dve hodnoty ¢1(x) a ca(x): poéty vrcholov typu 1 a typu 2 v podstrome, ktory visi pod
nim v DFS strome (vratane samotného vrcholu ). Ked takto spracujeme cely komponent, v koreni jeho DFS
stromu dostaneme celkové pocéty C; a Cy vrcholov typu 1 a 2 v iom. Ak C; = 0 alebo Cs = 0, komponent
mozeme odignorovaft. Inak plati, Ze most je kriticky, ak st vSetky vrcholy typu 2 na tej istej jeho strane — teda
ak plati (ca(x) = 0 alebo ca(x) = Cy).

Celé riesenie m4 teda zjavne optimélnu ¢asovi aj pamétova zlozitost O(m + n).

Listing programu:

#include <cstdio>
#include <vector>
#include <algorithm>
using namespace std;
#define INF 1234567890

struct Vrchol {

Vrchol () : depth(-1), best (INF), cl1(0), c2(0) {}
vector<int> next;

int type, depth, best, cl, c2;

Vi
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vector<Vrchol> v; // Vrcholy grafu
vector<pair<int, int> > mosty; // Kandidati na mosty: (index hrany, index vrcholu kam vedie)

// Prehlada vrchol x, vrati trojicu best, cl, c2 daneho vrchola,
// pripadne depth, 0, 0 ak sme tam uz boli
pair<int, pair<int, int> > dfs(int x, int depth, int odkial) {

if (v[x].depth != -1) return make_pair(v([x].depth, make_pair (0, 0));
v[x].depth = depth;
for (int i = 0; i < v[x].next.size(); i++) {
if (v[x].next[i1i] == odkial) continue;
pair<int, pair<int, int> > ret = dfs(v[x].next[i], depth+l, x);
v[x].best = min(v[x].best, ret.first);

v[x].cl += ret.second.first;
v[x].c2 += ret.second.second;

if (v([x].type == 1) vI[x].cl++;
if (v([x].type == 2) v[x].c2++;
if (v[x].best >= v[x].depth && depth != 0) mosty.push_back (make_pair (odkial, x));
return make_pair (v[x].best, make_pair(v[x].cl, v[x].c2));
}
int main() {

int n, m;
scanf (“%d %d“, &n, &m);
v.resize(n);

for (int i = 0; i < n; i++) scanf (“"%d“, &v[i].type);
for (int i = 0; 1 < m; 1i++) {

int a, b; scanf (“%d %d%, &a, &b); a-—; b——;

if (v([a].type == 0) continue;

if (v([b].type == 0) continue;

v[a].next.push_back (b);
v [b] .next.push_back(a);
}
for (int i = 0
mosty.clear (
dfs(i, 0, -1
int C1 = v[i].cl, C2 = v[i].c2;
for (int j = 0; J < mosty.size(); Jj++) {
if (v[mosty[j].second].cl > 0 && v[mosty[]J].second].c2 == 0 && C2 > 0) {
printf (“%d %$d\n“, mosty[J].first+l, mosty[]j].second+l);

i < n; i++) |

’
’

}
if (Cl - v[mosty[]J].second].cl > 0 && C2 - v[mosty[j].second].c2 == 0
&& v[mosty[j].second].c2 > 0) {
printf (“%d %d\n“, mosty[J].first+l, mosty[]j].second+l);
}

A-11-2 VIamacka a la Banach-Tarski

Na zaciatok na chvilu zabudnime na moznost pouZivat duplikdtor. Dostaneme tak tlohu, ktord je vo svete
znama pod nazvom 0-1 knapsack problem — chceme vybrat niektoré z modelov tak, aby stcet ich hmotnosti
nepresiahol m a zaroven sa snazime maximalizovat stcet ich cien.

Tato tloha je NP-tiplnd, teda nepoznédme algoritmus, ktory by ju riesil v ¢ase polynomidlnom od poctu
modelov na vstupe. V nasom pripade vSak méme v zadani zarucené, Ze hmotnosti jednotlivych modelov st
celé kladné ¢isla a Ze celkovad Robertova nosnost je rozumne mald. To ndm umozni pouzit pseudopolynomialny
algoritmus zaloZeny na myslienke dynamického programovania so zlozitostou O(mn).

Definujme si PJi, j] ako najvyssiu cenu, ktortt vieme ziskat ukradnutim niektorych modelov, ak mdme na
vyber len z prvych i modelov na vstupe a stiéet hmotnosti tych, ktoré vyberieme, moze byt najviac j. RieSenim,
ktoré chceme najst, je potom hodnota P[n,m].

Hodnoty P[0, j] st pre vSetky j rovné 0, kedZe nemame k dispozicii nijaky model.

Pre i > 1 vypocitame P[i, j| takto: Oznac¢me si hmotnost i-teho modelu w; a jeho cenu ¢;. Ak tento model
nevezmeme, najlepsia cena, ktorti vieme dosiahnut, je P[i — 1, j]. A najlepsSia cena, ktord vieme dosiahnut, ak
ho vezmeme, je ¢; + P[i — 1, j — w;]. To preto, lebo dostaneme cenu ¢; za prave vybrant vec, a nsledne mozeme
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z prvych i — 1 modelov vyberat len tak, aby sme nepresiahli hmotnost j —w;). Spomedzi tychto dvoch moznosti
si samozrejme vyberieme ti lepsiu.! Hodnota PJ[i, j] sa teda rovnd max( ¢; + P[i — 1,5 — w;], Pli —1,j] ).

Vsimnite si, Ze na vypocet P[i,j] ndm staci poznat len Pli — 1,j] a P[i — 1,5 — w;]. Preto ak budeme
pripravené. Takto dostdvame rieSenie s ¢asovou zlozitostou O(mn) — kazda z O(mn) hodndt PJi, j] vypoéitame
v konstantnom case.

Ak by sme si pamiitali vSetky hodnoty P, potrebovali by sme O(mn) pamiite. To vSak nie je nutné — pocas
vypocétu hodnot P pre prvych ¢ modelov si sta¢i pamétat len hodnoty P pre prvych ¢ — 1 modelov. Nasa vzorova
P[i — 1, 4] hodnotami P[i,j]. (Rozmyslite si, Ze si nikdy neprepiSeme informéciu, ktori by sme eSte neskor
potrebovali.) Pamé#tové zlozitost je teda O(m).

Pomalsie rieSenie povodnej ulohy

Teraz uz priamo vieme navrhnit funkéné a veelku efektivne rieSenie povodnej tlohy. Staéi vyskusat vSetkych
n moznosti, na ktort vec pouzit duplikator. Akonahle duplikdtor pouZijeme, stojime pred obyc¢ajnou tlohou 0-1
knapsack s n + 1 modelmi. Sta¢i ndm teda n-krat vyriesit 0-1 knapsack a spomedzi vSetkych ndjdenych rieseni
si vybrat to najlepsie. Takéto riesenie ma ¢asovi zloZitost O(n?m) a pamitovi zlozitost O(m + n).

Vzorové rieSenie povodnej alohy

Rychlejsie rieSenie tlohy s duplikdtorom dostaneme vhodnym rozsirenim dynamického programovania, ktoré
pouzivame v zjednodusSenej ulohe. Definujme si Q[i,j] ako najvyssiu cenu, ktort vieme ziskat ukradnutim
niektorych modelov, ak mame na vyber len z prvych ¢ modelov na vstupe, sicet ich hmotnosti moze byt najviac
j a navySe modzeme raz pouzit duplikator.

Hodnoty Q[0, j] sd, rovnako ako P[0, j], rovné 0.

Pozrime sa teraz, ako vyjadrit Q[i,j] pre ¢ > 1. Znova si oznaéme hmotnost i-teho modelu w; a jeho cenu
¢;. Oproti vypoétu PJi,j] ndm pribudla tretia moZnost: tento model mozeme zduplikovat a zobrat obe képie.
Takto ziskame rieSenie, ktorého optimalna cena bude 2¢; + P[i — 1, j — 2w;]. (Spomedzi zvys$ngch i — 1 modelov
chceme vybrat najdrahsiu podmnozinu, ktorej hmotnost je nanajvys j — 2w;. Duplikdtor sme uz pouzili, preto
pri vybere tychto ¢ — 1 modelov ho uZ pouzit nesmieme.) Hodnotu Q[i, j] teda vypocitame nasledovne:

Q[iaj]:max( Q[i—17j], Ci"‘Q[i_lvj_wi}v 2Ci+P[i_]~vj_2wi] )

Sucastou tlohy bolo aj vypisat ¢islo modelu, ktory sme v optimalnom rieseni zduplikovali. Preto si pri
vypoéte Qli, j| pre kazdé ¢ a j zapamétame aj toto éislo.

Toto rieSenie ma ¢asovu zlozitost O(mn), teda rovnaka ako riesenie tlohy bez duplikdtora. A opif vieme
dosiahnut paméitovi zlozitost O(m): stadi postupne pre vSetky i vhodne striedavo pocitat hodnoty P a Q.

Listing programu:

#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;

int main() {
int n, m; cin >> m >> n;
vector<int> P(m + 1, 0);
// v Q mame dvojice (najvyssia cena, cislo zduplikovaneho modelu)
vector<pair<int, int> > Q(m + 1, make_pair (0, 0));
for (int i = 0; 1 < n; ++1i) {
int w, c;
cin >> w >> c;
for (int j =m; j >= w; ——3) {
if (P[] - w]l + ¢c > P[]])

IDrobny technicky detail: Na vyber mame len vtedy, ak dany model este unesieme, teda ak w; < j. V opa¢nom pripade nam
ostava jedind moznost — i-ty model nevziat. V programe toto oSetrime vhodnou podmienkou.
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P[§] = P[§ - w] + c;
if (Q[J - w].first + ¢ > Q[j].first)
Q[j] = make_pair(Q[j - w].first + ¢, Q[J - w].second);
if (3 >= 2 * w && P[J - 2 * w] + 2 * ¢ > Q[j].first)
QO[j] = make_pair(P[j - 2 * w] + 2 * ¢, 1 + 1);
}
}
if (Q[m].first > P[m]) cout << “zduplikuj model “ << Q[m].second << endl
<< “najlepsia cena “ << Q[m].first << endl;
else cout << “nezduplikuj nic"“ << endl
<< “najlepsia cena “ << P[m] << endl;

}
Iné vzorové riesenie

Predchédzajtce rieSenie by sa dalo efektivne rozsirit, ak by sme mali povolené pouzit duplikitor nie raz, ale
s-krat. Namiesto poli P a @) by sme mali polia Py, Py, ..., Py, priGom Py[i, j] by sme si definovali ako najvyssiu
cenu, ktori vieme ziskat ukradnutim niektorych modelov, ak médme na vyber len z prvych ¢ modelov na vstupe,
stucet ich hmotnosti moze byt najviac j a duplikdtor mozeme pouzit najviac k-krat.

V naSom pripade vSak existuje aj jednoduchsi pristup. Vypocitame len hodnoty P z predchadzajiceho
rieSenia. Bez duplikovania by najlepsim rieSenim bola hodnota P[n,m]. Ak by sme zduplikovali i-ty model a
duplikat ukradli, budeme mat pred sebou pévodnych n veci, pri¢om si z nich mdzeme nabrat do hmotnosti m—w;.
Najvyssia dosiahnutelna cena by teda bola ¢; + P[n,m — w;]. Celkovo najlep$ie rieSenie nadjdeme vysktsanim
vietkych moznosti ¢o zduplikovat. Casova zloZitost bude znova O(mn), pamétova zlozitost O(m + n).

A-11-3 Parazity

V celom rieseni predpokladame, Ze plati d > n. V opa¢nom pripade (ked je typov baz viac ako dlzka DNA,
ktort spractivame), je totiz zjavne odpoved 0.

Prvé rieSenie, ktoré nadm napadne skoro hned, je pouzit hrubu silu: Pre kazdy mozny suvisly tsek si zistime,
¢i sa parazitom péci alebo nie. Toto vieme lahko urobit s ¢asovou zlozitostou O(d?) tak, ze si zvolime zadiatok
a koniec (ktorych je radovo d?) a zakazdym pomocou jedného prechodu préve skiisaného tiseku zistime, ¢i je
tam kazda baza aspon raz.

Toto rieSenie sa vSak da velmi jednoducho vylepsit. Ozna¢me si p(i) prva taka poziciu, ze tsek i az p(i) je
parazitmi obltibeny. Potom pre kazdé j > p(¢) plati, Ze tisek ¢ aZ j je tiez parazitmi oblibeny. Toto je celkom
lahké ukazat. Kedze na pozicidch i az p(i) sa objavili vSetky mozné typy baz, tak sa tym skor vSetky typy béz
vyskytuji v tseku od 7 po j. Staci teda, ked pre kazdy mozny zaciatok i ndjdeme jemu zodpovedajtci najlavejsi
mozny koniec p(i).

Ako to spravit efektivne? Zoberieme si pole velkosti n, do ktorého si budeme pre kazdu bézu znacit, ¢i sme
ju uz videli. A navySe budeme mat premennii pocet, v ktorej si budeme pamiitat, kolko typov béz sme uz videli.
Pridanie novej bazy x do prave spractivaného tiseku teraz vyzera nasledovne: Pozrieme do pola, ¢i sme uz bazu
x videli. Ak ano, tak sa ni¢ nezmenilo oproti predchadzajiuceme tiseku. Ak sme ju este nevideli, tak si ju v poli
zaznaGime ako uZ vident a zvySime premennt pocet. Akonahle pocet dosiahne n, nasli sme pre préve skasany
zaciatok najlavejsi mozny koniec. Prave popisané riesenie ma ¢asovi zlozitost O(d?).

V/zorové riesenie

Vyssie popisané rieSenie vsak stale nie je optimélne. K optimalnemu rieseniu nam chyba este jedno pozoro-
vanie: Ak i < j tak p(i) < p(j). Toto sa da ukazaf sporom. Ak by platilo, Ze p(j) < p(i), tak to znamen4, Ze
na useku j az p(j) sa objavili vSetky typy baz. Lenze toto je len nejaka cast tseku i az p(i), a teda aj na tseku
i az p(j) st vSetky typy bdz, a to je spor s tym, Ze p(i) je najmensi taky index, pre ktory plati, ze i az p(i) je
parazitmi oblibeny.

Ako toto pozorovanie vyuzit? Hovori ndm vlastne, Ze ked uz pozndme hodnotu p(7), tak pri spractvani tiseku
zacinajaceho na pozicii i+ 1 staéi jeho koniec hladat od pozicie p(i) dalej. LenZe na to by sme potrebovali vediet,
ktoré bazy sa nachddzaji v tseku od pozicie ¢ + 1 po poziciu p(i). A na to ndm pole boolovskjch premennych,
ktoré sme pouzili v predchddzajicom rieSeni, nestac¢i — nevieme z neho povedat, ¢i sa baza z pozicie ¢ nachadza
este nieckde medzi poziciami ¢ + 1 az p(4).
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Tento nedostatok ale lahko odstrdnime: namiesto boolovskjch premennjch pouZijeme celodiselné. V nich
si budeme pre kazda bazu pamitat, kolkokrdt sa nachadza v prdve spractivanom tuseku. V niZSie uvedenom
programe ide o pole vyskyty. Nadalej budeme pouZivat premenni pocet, v ktorej budeme mat uloZeny pocet
roznych typov baz v prave spractivanom useku.

Zacneme tym, Ze si vyratame hodnotu p(1), teda najlavejsi mozny koniec, ak je zaciatkom tseku prvy prvok
na vstupe. V okamihu, kedy ndjdeme hodnotu p(1), mame poli vyskyty pre kazdy typ bazy jeho pocet vyskytov
na pozicidch 1 az p(1). Teraz posunieme zadiatok na poziciu 2. Tym nam z aktudlneho tseku vypadla béza z
pozicie 1. Zmensime teda hodnotu na prislusnom poli¢ku pola vyskyty. A ak sme ju zmensili na 0, tak o jedno
zmen$ime aj hodnotu v premennej pocet. A pokracujeme rovnako ako predtym: kym je pocet menej ako n,
postuvame koniec aktualneho tiseku. Takto pokracujeme postupne pre vSetky mozné zaciatky, az do chvile, kym
pre niektory zaciatok nezistime, Ze uz ziaden mozny koniec nevyhovuje.

Nakolko sme vlastne zlep$ili dasovii zloZitost? Stacéi si uvedomit, Ze v priebehu rieSenia len menime dva
indexy: jeden, ¢o ukazuje na aktudlne skuSany zaciatok useku, a jeden ukazujuci na jeho koniec. Posunutie
kazdého indexu vieme spravit v konstantnom céase. No a v priebehu celého rieSenia kazdy z naSich indexov
prejde (nanajvys) raz celtt postupnost. Preto je ¢asova zlozitost tohto riesenia O(d).

Listing programu:

#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;

int main () {
int n, d; cin >> n >> d;
vector<int> wvstup(d);
for (int i=0; i<d; ++i) { cin >> vstupli]; --vstuplil]l; }

vector<int> vyskyty(n,0); // pre kazdu bazu pocet vyskytov
int pocet = 0;
long long vysledok = 0;

for (int zaciatok=0, p=0; zaciatok<d ; ++zaciatok) {
while (p<d && pocet<n) {

if (vyskyty[ vstup[p] 1==0) ++pocet;
++vyskyty[ vstuplp] 1;
++p;

}

if (pocet==n) vysledok += d-p+l;

—--vyskyty[ vstupl[zaciatok] 1;

if (vyskyty[ vstupl[zaciatok] ]==0) --pocet;
}
cout << vysledok << endl;

}
Iné dobré rieSenia

Namiesto pola vyskyty, ktoré budeme priebezne udrziavat, si moézeme nejaké tdaje predpocitat. Napriklad
si mozeme pre kazda poziciu  (od 1 po d) a kazdy typ bazy y (od 1 po n) predpoéitat, kedy najbliZsie za
poziciou z sa vyskytne baza y. Tieto informéacie vieme priamociaro predpocitat v ¢ase O(nd) a pomocou nich
uz Tahko implementujeme rieSenie podobné vzorovému — vzdy, ked posunieme zadiatok tseku, najdeme si, kde
sa najblizsie vyskytuje baza, ktora z neho prave vypadla.

To isté vieme spravit este trochu Sikovnejsie v case O(d), ¢im dostaneme iné optimdlne rieSenie. Staci si
napriklad pre kazdy typ bazy predpocitat zoznam pozicii, na ktorych sa nachidza. (A st dva rézne sposoby, ako
toto implementovat: bud moézeme mat n disjunktnych zoznamov — jeden pre kazdi bazu — alebo jednoducho
pomocné pole dizky d, kde je pre kazda poziciu i zaznacené, na ktorej nasledujtcej pozicii lezi baza rovnaka
ako na pozicii i.)

In4 technika névrhu efektivneho rieSenia je pouzitie bindrneho vyhladdvania. Pri takychto rieSeniach si
najskor predpocitame nejaké informécie, z ktorych vieme rychlo povedat, ¢ je konkrétny tsek vyhovujdci.
(Napr. vyssie uvedené predpocéitanie v O(nd) méa taktato vlastnost, st vSak aj lepSie sposoby.) Nésledne pre
kazdy z d moznych zaciatkov bindrnym vyhladdvanim najdeme jemu zodpovedajici koniec. NajbeZnejsie Casové
zlozitosti takychto rieseni su O(dlogd), O(dlog? d), pripadne O(dn + dlogd).
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A-11-4  Zlomkové programy

V oboch podilohéch budi rieSenia zaloZzené na podobnom principe ako v domécom kole: Na kazdé prvocislo
v rozklade aktudlnej hodnoty sa mozeme divat ako na premennt. Teda ak je napriklad aktudlna hodnota rovna
243552, mozeme to ¢itat nasledovne: ,,v premennej #2 je uloZens hodnota 4, v premennej #3 je ulozena hodnota
5 a v premennej #5 je ulozend hodnota 2.

A ako prebieha krok vypocétu? Hladdme vhodny zlomok — teda pozerdme sa na menovatele a pre kazdy z
nich otestujeme, ¢ st v nejakych premennych dostatoéne vysoké hodnoty. Napriklad zlomok s menovatelom 237
moZeme pouzit len vtedy, ked aktudlne mame v premennej #2 hodnotu aspoii 3 a v premennej #7 hodnotu aspon
1. No a ked najdeme vhodny zlomok, najskor zniZime hodnoty premennych zodpovedajicich jeho menovatelu
a potom zvysime hodnoty inych premennych, zodpovedajucich jeho Citatelu.

Podiloha a)

Zadanie tejto podulohy si teraz mozeme preformulovat nasledovne: na zaciatku st v premennych #2 a #3
ulozené vstupné hodnoty x a y. Nasim cielom je v premennej #5 vyrobit vystupni hodnotu max(z, y).

Slovne si rieSenie tejto tlohy moézeme popisat nasledovne:

1. kym st premenné #2 a #3 obe kladné, obe zniz a zvys premennt #5
2. kym je premennd #2 kladné, zniz ju a zvys premennti #5
3. kym je premenna #3 kladnd, zniz ju a zvys premennt #b5

(Spomedzi krokov 2 a 3 sa vZdy najviac jeden naozaj vykond, kedZze po kroku 1 ostala v asponi jednej z
premennych #2 a #3 nula.)

A tomuto slovnému popisu zodpoveda nasledujici jednoduchy program:
5 5 5
6 > 2 7 3

2432 L 9331y L 9252 3 olg3 2 54

Priklad vypoétu pre n = 144 = 2432:

Priklad vypoétu pre n = 729 = 2936:

36 3 355 3 3452 3 3353 3 3254 3 glgs B 56
Podiloha b)

Tato tlohu si moézeme preformulovat nasledovne: treba scitat obsah premennych #2 a #3, ale zaroven
zachovat obsah tychto premennjch.

Ak by nebolo treba zachovat vstupné premenné, bolo by riesenie tejto tilohy jednoduché:

1. kym je premennd #2 kladna, zniz ju a zvys premennit #5
2. kym je premenna #3 kladnd, zniz ju a zvys premennt #b5

Aby sme nestratili povodny obsah premennych, budeme vzdy naraz zvysSovat dve premenné: aj premennti
#5, aj novli pomocnil premennt. Zaciatok nasho algoritmu bude teda vyzerat takto:

1. kym je premennd #2 kladné, zniz ju, zvys premenna #5, zvysS premennt #43
2. kym je premennda #3 kladnd, zniz ju, zvy$ premennt #5, zvys premenni #47

A nésledne uz len ,upraceme — obsah premennych #43 a #47 vratime spit:

3. kym je premennda #43 kladné, zniz ju a zvys premenna #2
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4. kym je premennd #47 kladnd, zniz ju a zvys premenna #3

Ak by sme ale priamo podla tohoto algoritmu napisali zlomkovy program, nastali by podobné problémy ako
v rieSeni druhej podialohy domaceho kola: program by nikdy neskonéil. Akonahle by sa vykonal krok 3, bola by
premennd #2 opiit kladnd, opit by sa vykonal krok 1, a tak dokola.

My potrebujeme zabezpecit, aby sa pri vykonavani nasho zlomkového programu kroky 1 az 4 vykonali len
raz, a to presne v tomto poradi.

A na to vyuzijeme hodnotu 7, ktorou je zarucene delitelné vstupné éislo. Zlomkovy program navrhneme tak,
aby pocas vypoctu bola v kazdom okamihu préve jedna z premennych #7, #11, #13 a #17 nenulovéa. A podla
toho, ktord z nich to je, budeme vykonavat dalsi krok vypoctu.

V spresnenom algoritme uZ teda nemusime ¢islovat jednotlivé kroky, ich poradie bude jednoznacne urdené.
Novy, presnejsi popis nasho algoritmu vyzera nasledovne:

e kym je premenna #7 kladna:

— ak je premennda #2 kladna, zniz ju, zvys premennt #b5, zvysS premennia #43
— ak je premennd #3 kladnd, zniz ju, zvyS premennt #5, zvys premennu #47
— ak st premenné #2 aj #3 nulové, vynuluj premennt #7, nastav premenna #13 na 1

e kym je premennd #13 kladnéa:

— ak je premennd #43 kladné, zniz ju a zvys premenna #2
— ak je premennd #47 kladné, zniz ju a zvys premennii #3
— ak st premenné #43 aj #47 nulové, vynuluj premenna #13 a tym vypocet konci

Premenné #11 a #17 bud néSmu programu slizit ako pomocné pri kontrole, ¢ je premennd #7, resp. #13,
kladné. Napr. vzdy, ked aktudlnu hodnotu (v krokoch 1 a 2) vydelime 7, zéroven ju vynasobime 11. A nésledne
pouzijeme zlomok 7/11, aby sme opit dostali hodnotu delitelna 7.

Vysledny program:

2.7 ’ 3.7 1107 0 43-13 7 47-13 0 17 0 13

( 5-43-11 5-47-11 7 13 217 317 13 1 )

Priklad vypoétu pre n = 2! - 32 . 7:

ot.32.7 L 32.50.11.430 3 32.5'.7.430 3 3'.52.11.43' .47 3 31.52.7.43' .47
3 501143047 3 5743t o4 L 53.13.431 472 5 2l.53 .17 472
Tool.53.183.472 & oliglisdiarogart 5 9l.gligdiiz.gart & ol.32.53.17
5ool.32.5%.13 5 ol.32.53

(Tuénym pismom je vSade vysddzané prvocislo reprezentujuce aktudlny ,stav vypocétu“. Ostatné prvocisla
maju vzdy uvedeny exponent, aj ak je rovny jednej — tieto exponenty st hodnoty doty¢nych premennych.)

Trochu iné riesenie: V poslednej faze programu uz nepotrebujeme mat Specidlne prvocislo, ktoré nam
hovori, aké zlomky moZeme pouzivat — poslednt fazu totiz mozeme spoznat jednoducho tak, Ze sa nedd pou-
zit ziadny zlomok z predchadzajucich faz. Toto pozorovanie vedie k o nieco jednoduchSiemu a strucnejSiemu

programtt ((5.43.11)/(2.7), (547.11)/(3.7), T/11, 1/7, 2/43, 3/47)
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