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1. satazny den

A-111-1 Romantické basnicky

Vyriesime najskor jednoduchsiu tlohu: ku zadanému slovu najst v lexikéne ITubovolné z tych, ktoré sa s
nim najviac rymuju.

Jedno mozné efektivne riesenie je pouzit datovi Struktiru nazyvand pismenkovy strom (po anglicky trie).
Pismenkovy strom je zakoreneny strom, v ktorom kazdy vrchol mé najviac 26 synov, a hrany do synov st
oznacené roznymi pismenkami (od a po z). Kazd4a cesta z korefia nadol zodpoved4 slovu, ktoré si ,pre¢itame“
na hranach, po ktorych ideme.

Pismenkovy strom sa déa pouzit na uloZenie mnoZiny slov. Jednoducho vytvorime vSetky vrcholy, ktoré treba
na to, aby sme si mohli na ceste z korena dole ,prec¢itat* kazdé z nasich slov, a nésledne oznac¢ime tie vrcholy,
kde niektoré z uloZzenych slov konéi. (Napriklad si do toho vrcholu napiSeme poradové ¢islo slova, ktoré sa tam
konéi.)

Ako pomocou pismenkového stromu vyriesit nasu zjednodusent tlohu? Uplne jednoducho. Na zaciatku
zoberieme vsetky slova v lexikdne a vlozime ich do pismenkového stromu — lenZe nie normalne, ale odzadu, teda
zacinajuc ich poslednym pismenom.

Priklad takéhoto stromu si moZete pozriet na obrdzku 1. Dvojitym krizkom st zndzornené vrcholy, kde
niektoré zo slov konc¢i. Z kazdého vrcholu dodola vedie v skutocnosti az 26 hran — tie, ktoré nevedd nikam
(NULL pointre), sme pre prehladnost nekreslili.

Ked ndm teraz pride lubovolnd otazka, mdZzeme aj t1 éitat odzadu a zaroven putovat dodola po pismenkovom
strome. Napriklad majme lexikén z obrazku 1 a predstavme si, Ze nam prisla otdzka kobra. Citajic pismens a
a r sa dostaneme do jedného z vrcholov v nasom pismenkovom strome. Odtial v§ak uz dalej dodola hrana na
pismeno b nevedie, vieme teda, Ze lepsi rym ako dve pismend nevyrobime.

Ako teraz nédjst jedno z najlepsie sa rymujicich slov? Na to sa staéi z vrcholu, kde prave sme, lubovolnou
cestou pohniut dodola, a to az kym nendjdeme vrchol, kde nejaké slovo konéi (respektive zaéina). Toto sa ndm
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Obr. 1: Pismenkovy strom, do ktorého sme odzadu vlozili slova ba, hra, pes a zaba.

skor ¢i neskodr musi stat — najneskdr vtedy, ked prideme do listu, kedZe kazdy list nutne zodpoveda nejakému
slovu.

V naSom priklade by sme mali jedin(i moznost: pohnut sa dodola na pismeno h, ¢im sme tspesne zistili, Ze
najlep$im rymom ku slovu kobra je slovo hra.

V zadani sttaznej tlohy ale bola este jedna poziadavka: ak je viac moznych odpovedi, musime najst tu
lexikograficky najmensiu (¢itané samozrejme odpredu). Vyssie popisané rieSenie teda musime upravit tak, aby
vedelo splnit aj tito poziadavku.

V prvom rade si rozmyslite, Ze samotny pismenkovy strom, ktory sme si zostrojili, ndim nestaci — nevieme
z neho lokalne zistit, ktoré slovo si vybrat, ak ich mdme na vyber viac. Napriklad si predstavte, Ze mame v
lexikdne slové zaba a huba a hladdme najlepsi rym k slovu hudba. Pri hladani ndjdeme vrchol zodpovedajici
ich spolo¢nému suffixu ba. Z neho dodola ale vedie viac moznosti — hrana na pismeno a aj hrana na pismeno u.
A spravna odpoved huba sa v tomto pripade skryva pod pismenom u — to ale nemame ako v danej chvili zistit,
lebo prvé pismena slov zaba a huba st ukryté niekde hlbsie v strome.

KedZe primarnym kritériom hodnotenia riesenia je rychlost odpovedania na otazky, potrebujeme si hfadané
odpovede nejak predpocitat. Presnejsie, v kazdom vrchole nasho pismenkového stromu si budeme pamétat
odpoved — ¢islo slova z lexikénu, ktoré mame vypisat na vystup, ak sme pri hladani rymu skondéili v danom
vrchole.

Ako tieto hodnoty spocitat efektivne? Pomohlo by ndm, keby slova v lexikdéne boli usporiadané podla abecedy.
Potom totiz sta¢i v tomto poradi vkladat ich reverzy do pismenkového stromu a v kazdom vrchole si zapamétat
Cislo slova, pri spractvani ktorého sme dotycény vrchol vytvorili.

No a ako najefektivnejSie usporiadat lexikén? Jednoducho: vyuZzijeme na to opit pismenkovy strom. (Spra-
vime si int premennd, ale pouzijeme t{ istt implementéciu pismenkového stromu.) Tentokrat don najskor kla-
sicky (odpredu) vlozime vsetky slova z lexikénu, a nasledne tento strom prehladdme do hibky. Synov kazdého
vrcholu budeme spractvat v abecednom poradi. Poradie, v ktorom stretneme vrcholy zodpovedajice koncom
slov, takto bude zjavne zodpovedat ich abecednému poradiu.

Na usporiadanie lexikénu pomocou pismenkového stromu potrebujeme ¢as priamo timerny stétu dizok jeho
slov. TaktieZ vytvorenie pismenkového stromu reverzov slov z lexikénu vieme potom spravit v rddovo rovnakom
case. Nasledne spracovanie kazdej otazky prebehne priamociaro: nacitame otazku, v ¢ase najviac linedrnom od
jej dlzky najdeme vrchol zodpovedajici najlepsiemu rymu, z toho vrcholu v konstantnom ¢ase vieme ¢&islo slova,
ktoré je spravnou odpovedou, a to len vypiSeme.

Aj fdza predspracovania, aj spracovanie jednej otdzky, ma teda optimalnu ¢asovi zlozitost. (Lepsie to nejde,
lebo musime aspon ¢itat vstup a vypisovat vystup.)

Listing programu:

#include <iostream>
#include <string>
#include <vector>
#include <algorithm>
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using namespace std;

const int MAX_V = 1000047;
int n,m;

vector <string> lexikon;

// Vrati reverz stringu

string reversed(string s) {
reverse (s.begin(),s.end());
return s;

}

struct node {
int sons([26], id; // id = Ktoremu slovu patrim?
node () ;

Vi

node: :node () {
id=-1;
for (int i=0;1<26;++1) sons[i]l=-1;

}

struct trie {
node a[MAX_V]; // Miesto pointrov pouzijeme pole
int root, num;
trie();
void insert (const string &s, int n, bool vsetky);
void lexicographic (int pos);
int find(const string &s);

bi

trie sorter, suffix; // Jeden strom na triedenie odpredu,

trie::trie() {
root=0;
num=1;

}

// Vlozi do trie retazec s

// ak vsetky==false, vklada klasicky: posledny vrchol oznaci n-kom
// ak vsetky==true, oznaci n-kom vsetky novovytvorene vrcholy
void trie::insert (const string &s, int n, bool vsetky=false)

int node=root;
if (vsetky && alnode].id==-1) alnode].id=n;
for (unsigned i=0;i<s.size();++i) {

if (al[node].sons[s[i] - "a’]==-1) a[node].sons](s

node=a[node] .sons[s[i] - "a’'];

if (vsetky && alnode].id==-1) al[node].id=n;

}
if (!vsetky) alnodel].id=n;
}

// Prechadza strom v lexikografickom poradi (prehladava ho do hlbky)
// Vzdy ked najde slovo, vlozi jeho reverz do stromu reverzov

void trie::lexicographic(int pos=0) {
if (a[pos].id!=-1) { // Ak vo vrchole konci slovo

suffix.insert ( reversed(lexikonla[pos].id]),

}

for (int i=0;i<26;i++) { // Rekurzivne prehladaj
if (a[pos].sons[i]!=-1)
lexicographic(a[pos].sons[i]);

}

// Najde najdlhsi prefix a vrati ID slova, ktoremu patri
int trie::find(const string &s) {
int node=root;
for (unsigned i=0;i<s.size();++1i) {
int next = a[node].sons[ s[i]l-"a’ ];
if (next==-1) break; else node=next;
}

return al[node].id;

druhy na reverzy

al[pos].id, true );
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int main () {
string s;
cin >> nj;
for (int i=0;i<n;++1) {

cin >> s;
lexikon.push_back(s);
sorter.insert ( lexikon([i], 1 );

}
sorter.lexicographic () ;
cin >> m;
for (int i=0;i<m;++i) {
cin >> s;
cout << lexikon[ suffix.find(reversed(s)) ] << endl;

A-111-2  Urad

Struktira aradnikov tvori strom, v ktorom st aradnici vrcholy. Ulohy, ktoré vykonéavaji tradnici budeme
niekedy oznacovat ako farby vrcholov.

Pomalsie riesenia

Najjednoduchsie rieSenie je pustit z kazdého vrcholu prehladévanie smerom nadol, ktoré hlada vrcholy farby
1. Pokial narazime na vrchol rovnakej farby, tak prehladdvanie zastavime. Pokial narazime na vrchol farby 1,
tak vieme, 7e dany uradnik nieco robi. Jedno prehlad4vanie nam trva O(n) ¢asu, takze mame celkovy ¢as O(n?).

Tento horny odhad ¢asovej zloZitosti je sice spravny, ale nie tesny. V§imnime si lubovolnt konkrétnu farbu
f. Z kazdého vrcholu tejto farby raz spustime prehladavanie. To sa ale zastavi, ked najde pod sebou iné vrcholy
tej istej farby, pod nimi uZ teda neprehladdva. Ked teda uvazujeme dokopy vSetky prehladévania z vrcholov
farby f, vieme, Ze prezrii dokopy kazdu hranu stromu najviac raz. Preto maju vSetky tieto prehladévania spolu
¢asovu zlozitost O(n). A kedze mame m farieb, je celkova Casova zlozitost O(mn).

Iné rieSenie s rovnakou c¢asovou zloZitostou: Budeme priamo riesit kazda farbu jednym prechodom. Pre
kazdu farbu f € {2,3,...,m} vykondme nasledovny proces: Zmenime strom na orientovany graf, ktorého hrany
smeruji smerom nahor. Do grafu priddme novy ,Startovny“ vrchol X, z neho budt smerovat vSetky hrany
do vrcholov s farbou 1. Zaroven pri spractvani farby f neuvazujeme hrany vedtce dohora z vrcholov farby f.
Teraz uz len spustime z vrcholu X prehladavanie. Ak narazime na vrchol farby f, tak vieme, Ze tento uradnik
nieco robi. Takto ndjdeme vietkych tradnikov farby f, ¢o nieco robia. Jedno prehladdvanie opit trva ¢as O(n).
Celkovy ¢as mame teda O(mn).

V/zorové rieSenie

Medzi vSetkymi (aj nie priamymi) podriadenymi Gradnika u je niekolko podriadenych pre styk s verejnostou.
Ich podet oznacime P(u). VSetky hodnoty P(u) vieme Tahko spocitat v ¢ase O(n) pomocou jedného prehladava-
nia do hibky. Staéi si uvedomit, ze P(u) vieme spocitat ako sucet vietkych P(z), kde x je priamym podriadenym
u, a eSte +1 ak samotny u robi styk s verejnostou.

Predstavme si teraz, ze z Gradnika u sme spustili smerom nadol prehlad4dvanie z prvého vysSie popisaného
pomalsieho rieSenia — zistujeme teda, odkial vSadial ku ndm mozu prist klienti. Zamestnancov pre styk s verej-
nostou, ktorych toto prehladavanie néjde, budeme volat nepokrytymi a ich pocet oznac¢ime N(u). Zjavne nam
staci pre kazdé u spocitat N(u): totiz u ni¢ nerobi prave vtedy, ked je tdto hodnota nulova.

Okrem zamestnancov pre styk s verejnostou toto prehladédvanie ndjde aj niekolko inych zamestnancov, pod-
riadenych tradnika u, ktori maji rovnaki farbu ako on. Tychto budeme volat jeho poskokmi. Poskok tradnika
u je teda kazdy tradnik v, ktory ma rovnakt farbu ako u a zaroven plati, Ze u je jeho najblizsi nadriadeny s
touto farbou.

Na obrazku 2 je priklad &asti hierarchie. Cisla vo vrcholoch st farby, teda typy tloh, ktoré jednotlivi iradnici
robia. Uradnik u je tiplne hore (v koreni stromu). Dvojitym krizkom st vyznaceni jeho poskokovia. Sivou farbou
st vyznaceni ti tiradnici pre styk s verejnostou, ktorych poskokovia pokryli.
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Obr. 2: Ukazka podstromu pre nejakého tradnika wu.

Hodnotu N(u) teraz vieme spoéitat tak, ze od hodnoty P(u) odpoc¢itame tych aradnikov, ktorych pokryji
poskokovia vrcholu u — teda odpoc¢itame vsetky P(v), kde v je poskokom w. (VSimnite si, napr. pomocou
obrazku 2, Ze toto mozeme spravit, lebo mnoziny pracovnikov pokrytych réznymi poskokmi dradnika u st
disjunktné. Formalny dokaz by vyzeral takto: UvaZujme Tubovolného tradnika = spomedzi P(u) uradnikov pre
styk s verejnostou, ktori st podriadenymi u. Na ceste medzi nim a wu lezi najviac jeden poskok u — viac ako
jeden tam byt nemdze, lebo potom by ten z nich, ktory je dalej od u, nebol poskokom.)

Potrebujeme teda efektivne ndjst pre kazdého tradnika vsetkych jeho poskokov. Vsimmnime si, Ze kazdy
tradnik iny ako minister je poskokom préve jedného iného. Preto ndm pre kazdy vrchol staci najst toho jeho
nadriadeného, komu je poskokom. Ak to zvladneme v linedrnom cCase pre cely strom, mame linedrne rieSenie
ulohy.

Najblizsieho nadriadeného rovnakej farby vieme pre vSetky vrcholy ndjst takto: Najprv si naicializujeme m
zésobnikov, jeden pre kazdu farbu. Teraz za¢neme strom prehladavat do hibky. Ked prideme do vrcholu v s
farbou f, tak sa pozrieme na vrch zasobniku pre farbu f. Vrchol, ktory je tam umiestneny, je ten, ktorému
je aktualny vrchol v poskokom. Toto si zapaméitame. Nésledne vlozime do zasobniku pre farbu f vrchol v a
pokrac¢ujeme prehladdvanim jeho podstromu. A ked toto prehladévanie skon¢i a z vrchola v odchddzame, tak
ho zase vyberieme z vrchu prislusného zasobniku.

Celkovo teda vykondme nasledovné:

1. Vypocitame prehladavanim do hibky hodnoty P(u) — pocet podriadenych pre styk s verejnostou.
2. Vypocitame prehladavanim do hibky pomocou m zasobnikov pre kazdého tiradnika jeho poskokov.
3. Pre kazdého uradnika u vypoéitame jeho hodnotu N (u).

4. Uradnikov s N(u) = 0 vypiseme na vystup.

Kazdy z tychto krokov ndm zaberie O(n) ¢asu a spotrebujeme O(n) paméte. V programe prvé dva kroky
robime stcasne podas jedného prehladévania. Treba eSte dodaf, Ze ministra je potrebné osetrit samostatne —
ten nic¢ nerobi len vtedy, ak by ni¢ nerobil v kazdej moznej farbe.

Listing programu:

#include <cstdio>
#include <vector>
#include <stack>
using namespace std;

struct Vrchol {
vector<int> next;
int color, seen, boss;
Vi

int N, M;
Vrchol v[1000007;
stack<int> color_stack[100000];

// dfs(x) prehlada podstrom pod vrcholom x,
// vrati pocet uplne vsetkych 1 v tomto podstrome (vratane pripadne vrcholu x)
// a tiez ku kazdemu vrcholu najde najblizsieho predka rovnakej farby
int dfs(int x) {
v[x].seen = (v[x].color==1 2 1 : 0); // 1 ak my sme farby 1, 0 inak
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// Ak sme v koreni, vlozime ho do vsetkych zasobnikov, inak len do spravneho
// a tiez si zapamatame najblizsieho predka rovnakej farby ako mame my

if (x == 0) {
for (int i = 0; i <= M; i++) color_stack[i].push(0);
} else {
v[x].boss = color_stack[ v[x].color ]J.top();
color_stack|[ v[x].color ].push(x);

}

// Prehladame strom pod sebou
for (unsigned i = 0; i < v[x].next.size(); i++) v[x].seen += dfs(v[x].next[i]);

// Upraceme spravny zasobnik a vratime spocitany pocet jedniciek
color_stack[v[x].color].pop();
return v([x].seen;

int main () {
scanf (“%d%d"Y, &N, &M);
for (int i1 = 1; i < N; i++) {
v[i].seen = 0;
int p;

scanf (“&d“, &p);

v([p-1] .next.push_back (i) ;
}
v[0].color
for (int i
dfs (0);

0;
1; 1 < N; i++) scanf (“%d“, &v[i].color);

// v premennej seen v kazdom vrchole mame teraz pocet vsetkych jednotiek
// pod nim, odratame tie pokryte vrcholmi, ktorym je on boss
for (int i=1; i<N; i++) v[ v[i].boss ].seen -= v[i].seen;

// vypiseme vsetkych, ktori nemaju pod sebou nepokryte jednotky
for (int i=1; i<N; i++) if (v[i].seen==0) printf (“%d\n"“,i+1);

A-111-3  Grafovy pocitac pomaha krtkovi

Triedenie

Nasim cielom je najst algoritmus, ktory pomocou grafového poditaca usporiada ¢isla efektivnejSie ako to
vieme bez neho. Uréite nebude existovat rieSenie v lepSom ako linedrnom case, kedze zadanych n ¢éisel musime
aspoii nacitat a vypisat. Ak teda najdeme riesenie v ¢ase ©(n), budeme mat istotu, Ze je optimélne.

Ako na to? Pohlad do tabulky operéacii, ktoré vieme na grafovom podcitaci robit, nAm poniika jedint z nich,
ktora prihliada na vahy hran: Find. Ak mé Find viac moZnosti, ktory podgraf vybraf, mame zarucené, ze vzdy
vyberie ten s najmensou vahou. Na tejto operacii postavime nase riesenie.

Zacneme s prazdnym grafom. Postupne v fiom vyrobime n hrén, ktorych vahy budu triedené ¢isla. A potom
dokola n-krat pomocou Find néjdeme najlah$iu z hran, jej vahu vypiSeme na vystup a dotyénd hranu z grafu
odstranime. Takéto riesenie bude zjavne spravne a bude mat linedrnu éasovu zloZitost.

Zopér detailov k implementacii: Graf, ktory v prvej fdze vyrobime, bude mat tvar hviezdy — i-temu ¢islu na
vstupe bude zodpovedat hrana medzi vrcholmi s id 1 a i + 1. Kazdy vrchol navyse dostane znacku rovni svojmu
id. Toto potrebujeme na to, aby sme v druhej faze vedeli, ktort hranu vlastne vymazat.

V druhej faze budeme pomocou Find hladaf najlacnejsi podgraf tvoreny jednou hranou. Tej prvy vrchol
musi mat znacku 1, druhy moze byt Iubovolny. Ked tento podgraf najdeme, cena jeho hrany je éislo, ktoré
vypiSeme na vystup, a znacka druhého vrcholu ndm hovori, ktortt hranu zmazat v povodnom grafe.

Listing programu:

procedure triedenie;
var n, i, x : Integer;

G, H, hrana : Graph;
begin

read(n);

G := EmptyG; AddV(G,1);
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{ nacitavame cisla a pridavame hrany }
for i:=1 to n do begin read(x); AddV(G,i+1l); AddE(G,1,i+l,x); end;

{ dokola hladame a vypisujeme najlacnejsiu hranu }

hrana := EmptyG; AddV (hrana,l); AddV(hrana,undef); AddE (hrana,l,2,undef);
for i:=1 to n do begin
H := Find (G, hrana, IM_value, IM_any);

writeln( GetE(H,1,2) );
DelE(G,1,GetV (H,2));
end;
end;

Krtkove brlozky

Nasgou tlohou je najst stvisly podgraf s najmensim st¢tom dlzok hran. Kedze st dizky hran kladné, hladany
podgraf uréite nebude obsahovat ziaden cyklus. Totiz keby nejaky cyklus obsahoval, m6Zeme jeho Iubovolnu
hranu zahodit. Tym dostaneme podgraf, ktory bude lacnejsi (lebo sme zahodili hranu) a zaroven nadalej savisly
(lebo zvySok cyklu nadalej spdja vrcholy, ktoré spdjala zahodend hrana).

Z toho plynie zéaver, ze hladany najlacnejsi podgraf je vzdy strom obsahujtci vSetkych n vrcholov. Takyto
strom sa nazyva kostra grafu. M& vzdy presne n— 1 hran. (Predstavme si krtka ako postupne ¢isti chodbicky. Na
zaGiatku méa n izolovanych brldézkov — teda n komponentov suvislosti. Vzdy, ked ocisti chodbicku, spoji tym dva
komponenty do jedného. Takze po ocisteni n — 1 chodbiciek uz bude celé nora tvorit jeden komponent stvislosti
a krtko moze ist oddychovat.)

N4s ciel teda mozeme sformulovat nasledovne: v danom grafe potrebujeme ndjst jeho najlacnejsiu (najlahsiv)
kostru. Algoritmus, ktory bude vzorovym rieSenim, si najskor popiSeme vSeobecne, aZ potom ukaZeme, ako ho
efektivne implementovat na grafovom po¢itacéi. (Pojde o algoritmus, ktory sa dé efektivne, hoci s horSou ¢asovou
zlozitostou, implementovat aj na pocitaci klasickom.)

Lema (pomocné tvrdenie): Nech G je suvisly ohodnoteny graf, ktorého mnozina vrcholov je V' a ktorého
hrany maji navzajom rozne ceny. Rozdelme vrcholy G do dvoch disjunktnych mnozin A a B. Potom najlacnejsia
hrana medzi A a B musi byt stcasfou najlacnejsej kostry.

Dokaz: Sporom. Najlacnejsiu hranu, ktorej jeden koniec je v mnozine A a druhy v mnozine B, nazvime h.
Majme teda najlacnejsiu kostru, ktora hranu h neobsahuje. Pridajme hranu i do nej. Tym nam urcite vznikol
cyklus: tvori ho pridana hrana h a cesta po pévodnej kostre medzi koncovymi vrcholmi hrany h. Jeden koniec
tejto cesty lezi v mnozine A, druhy v mnozine B, preto musi na tejto ceste existovat asponi jedna hrana h’,
ktora vedie medzi mnozinami A a B.

No a ¢o sa stane, ked teraz z nasho podgrafu tito hranu k' zahodime? Vysledny graf bude nadalej stuvisly,
lebo sme zahodili hranu z cyklu. Bude to teda opif nejaka kostra. Lenze hrana h bola najlacnejsia zo vSetkych
hrén vedicich medzi A do B. Speciélne teda je h lacnejsia aj ako h’. Ale to znamend, Ze nova kostra je lacnejsia
ako ta povodna, a to je spor s predpokladom, Ze pévodna kostra bola najlacnejsia.

Préve dokdzana lema ndm umozni zostrojit najlacnejsiu kostru postupne — v kazdom kroku k nej priddme
jednu novi hranu. Tento algoritmus ako prvy objavil ¢esky matematik Vojtéch Jarnik, nezavisle na nom neskoér
Robert Prim, po nich sa nazyva Jarnikov-Primov algoritmus. Vyzera nasledovne: Vrcholy grafu budeme mat
rozdelené do dvoch skupin: uz spojené (mnozina A) a este nespojené (mnozina B). Na zadiatku je v mnozine
A jeden Tubovolny vrchol, vSetky ostatné st v mnozine B. V kazdom kroku teraz najdeme najlacnejsiu hranu
medzi A a B. Ta priddme do zostrojovanej kostry a jej doteraz nepripojeny koniec presunieme z B do A. Takto
zjavne plati, Ze po kazdom kroku médme mnozinu A celt spojenti hranami, ktoré sme dovtedy vybrali. A vdaka
dokazanej leme vieme, Ze kazda z hran, ktoré sme vybrali, musi v najlacnejsej kostre lezat. Ked teda po n — 1
krokoch tento proces skonc¢i, vSetky vrcholy st v mnozZine A a vybrané hrany nutne tvoria najlacnejsiu kostru.

Vsimnite si, ze Jarnikov-Primov algoritmus zodpoveda ,pazravému“ rozhodovaniu sa krtka. Ten zac¢ne v
brlézku, v ktorom sa prebudil, a v kazdom kroku si vyberie na precistenie najkratsiu z chodbiciek, ku ktorym
sa vie dostat (a ktoré nie je zbytocné ¢istif). Tym postupne rozsiruje siet brlozkov, do ktorych sa uz da dostat.

Priamociara implementacia tohto algoritmu na klasickom poéitaci by mala ¢asovt zlozitost ©(n?). Totiz
(n — 1)-krat hladdme nova hranu do kostry. Na jej ndjdenie vzdy potrebujeme prezriet vSetky hrany medzi
aktualnymi mnozinami A a B, a tych moZe byt az radovo n2.
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Casova zlozitost sa da zlepsit na ©(n?) tak, Ze si budeme pre kazdy vrchol v B pamétat najkratsiu hranu,
ktora z neho vedie do nejakého vrcholu v A. Vzdy, ked prestivame nejaky vrchol v z B do A, tak si tieto hodnoty
v Case O(n) prepoCitame.

Pre riedke grafy existuje aj implementécia s ¢asovou zlozitostou ©(mlogn), kde m je pocet hran grafu.
(Uprava vyzera podobne ako u Dijkstrovho algoritmu: vrcholy mnoziny B méame uloZené vo vhodnej prioritnej
fronte tak, aby sme vedeli efektivnejsie najst ten, ktory je momentélne k mnozine A najblizsie.)

Ako Jarnikov-Primov algoritmus efektivne implementovat na grafovom podcitaci? NaSe rieSenie bude mat
Casovu zlozitost ©(n). Pouzijeme postup velmi podobny rieSeniu prvej podilohy: nova hranu, ktort treba
pridat do kostry, ndjdeme vhodnym volanim Find v konStantnom case.

Potrebujeme esSte vyriesit jeden technicky detail: Ked ndjdeme nova hranu kostry, potrebujeme vediet zistit
nie len jej cenu, ale aj ¢isla vrcholov, ktoré spaja. Na to potrebujeme pouzit znacky. LenZe zaroven potrebujeme
nejak vediet Specifikovat mnozinu hran, spomedzi ktorych najlacnejsiu hladame.

Existuje viacero moznosti, ako toto dosiahnuf, my si ukdZeme jednu z nich: priddme do grafu dva nové
vrcholy a a b, pricom po kazdom kole algoritmu bude platit, Ze vrchol a je spojeny s vrcholmi v mnozine A a
vrchol b s vrcholmi v mnozine B. VSetky tieto nové hrany buda mat vdhu 0. Potom najlacnejsiu hranu z A do
B najdeme tak, ze budeme hladat najlacnejsiu cestu tvaru a — 2 — y — b. Ked ju ndjdeme, pozrieme sa na cenu
hrany = — y a na znadcky tychto dvoch vrcholov. Taktto hranu priddme do vystupu. (VSimnite si, Ze vyrobime
vystup v presne takej forme ako je v zadani — teda vrcholy vo vystupe budu bez znaciek a vybraté hrany budu
maf kazd4d svoju péovodnt vahu.)

Listing programu:

function kostra (G : Graph) : Graph;

var n, i1 : Integer;
vystup, cesta, vyber : Graph;

begin
{ oznacime povodne vrcholy cislami }
n := CountV(G);

for i:=1 to n do SetV(G,1i,1);

{ pridame nove vrcholy predstavujuce komponenty }
AddV (G, n+1); AddV(G,n+2);
AddE(G,1,n+1,0); for i:=2 to n do AddE(G,i,n+2,0);

{ vyrobime si cestu s tromi hranami, ktoru budeme vyhladavat v G }
cesta := EmptyG;

AddV (cesta,n+l); AddV(cesta,undef); AddV(cesta,undef); AddV (cesta,n+2);
AddE (cesta,1,2,undef); AddE (cesta,?2,3,undef); AddE (cesta, 3,4,undef);

{ vyrobime si vystupny graf s n izolovanymi vrcholmi }
vystup := EmptyG;
for i:=1 to n do AddV(vystup,undef);

{ hladame a pridavame hrany }

for i:=1 to n-1 do begin
{ najdeme hranu a pridame ju do vystupu }
vyber := Find( G, cesta, IM_value, IM_any );
AddE ( vystup, GetV(vyber,2), GetV(vyber,3), GetE(vyber,2,3) );
{ upravime mnoziny spojenych a nespojenych vrcholov }
DelE( G, n+2, GetV(vyber,3) );
AddE( G, n+l, GetV(vyber,3), 0 );

end;

kostra := vystup;

end;
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