OLYMPIADA V INFORMATIKE
NA STREDNYCH SKOLACH

23. rocnik
skolsky rok 2007/08

rieSsenia domaceho kola
kategdria A

e Olympiada v informatike je od skolského roku 2006/07 samostatnou su-
tazou. Predchadzajtcich 21 ro¢nikov tejto stutaze prebiehalo pod nizvom
Matematicka olympiada, kategdria P (programovanie).

e Oficidlnu webstranku sitaze najdete na http://www.ksp.sk/oi/.
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RieSenia kategorie A

Tento materidl mé pomoct ucitelom na Skolach pri priprave riesitelov do-
maceho kola. Taktiez sluzi ako podklad pre opravovanie tloh ¢lenmi krajskych
vyborov OI.

Ziakom moZno tento material poskytniuf aZ po termine stanove-
nom pre odovzdanie rieSeni tloh (15. novembra 2007). Po tomto termine
bude aj zverejneny na webstranke sutaze.

A-1-1 O zdanlivom kopci

Zadanou tlohou je vybrat z danej postupnosti ¢o najdlhsiu podpostupnost,
ktora by najskor rastla a potom klesala.

Keby sme vedeli, ktory prvok je v nasej podpostupnosti ten najvacsi (,,vrchol
kopca“), mali by sme lahSiu tlohu: z ¢asti postupnosti od zaciatku po vrchol
vybrat ¢o najdlhSiu rastticu podpostupnost konéiacu ,,vrcholom“, a zo zvysku
zase vybrat ¢o najdlhsiu klesajicu podpostupnost. No a vyberat klesajicu pod-
postupnost je to isté ako vyberat rasttcu idac sprava dolava.

Preto nam stadi riesit nasledujicu jednoduchsiu tlohu: K danej postupnosti
pre kazdé i spocitame dlzku d; najdlhsej rastticej podpostupnosti, ktora kon¢i
¢lenom a;.

Ukazeme si najskor pomalSie rieSenie tejto tilohy, potom jeho efektivnejsiu
verziu.

Pomalsie rieSenie

Zjavne d; = 1. Ak uz vieme hodnoty d; az di pre nejaké k, hodnotu dj1
spocitame nasledovne:

Predstavme si, Ze uz mame najdent najdlh$iu podpostupnost koné¢iacu prv-
kom ayy1. Pozrime sa na nu a zakryme si posledny ¢len. To, ¢o teraz vidime,
musi byt opit nejakd rastica podpostupnost. A nie len tak hocijaké. Nech jej
posledny ¢len je a,. Potom to, ¢o vidime, musi byt (jedna mozna) najdlhsia
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rasttica podpostupnost konéiaca a,. Jej dlzka je teda d,, a dlzka nasej povodnej
podpostupnosti je d, + 1.

My sice nepozname x, ale tu je Tahkd pomoc: Vysktusame vSetky mozné x
a vyberieme si ti najlepsiu moznost. A ktoré su to tie ,vSetky mozné“ z?7 V
prvom rade musi byt 1 < z < k, no a navySe musi platit a, < ax.1, aby bola
nova podpostupnost nadalej rastica. Dostavame teda:

di4+1 = max dy, +1
1<z<k, a,<ap+1

Algoritmus, ktory spocita hodnoty d; pouzitim tohoto vztahu, méa casova
zlozitost O(N?), kde N je pocet ¢lenov spractivanej postupnosti. Takéto riesenie
mohlo ziskat nanajvys 7 bodov.

LepsSie rieSenie

Na zrychlenie vyssie popisaného algoritmu pouzijeme nasledujtce pozorova-
nie: Ak vieme vybrat dve rasttce podpostupnosti rovnakej dizky, ,lepsia“ je té,
ktora konc¢i mensou hodnotou. Totiz ak vieme po pridani nasledujicich ¢lenov
postupnosti nejako predlzif ta ,hor§iu“, vieme rovnako predlzit aj ta ,lepsiu“.

V kazdom okamihu si teda sta¢i pre kazdt mozni dlzku pamitat jednu
rasticu podpostupnost — ti ,najlepsiu®, ¢ize konciacu najmensou moznou hod-
notou.

Presnejsie, nech m; je najmens$ia hodnota, akou moéze koncit i-prvkovéa ras-
tuca podpostupnost vybrata z doteraz spracovanych prvkov.

Na zaciatku je mg = 0 a Vi > 0; m; = oc.

Teraz budeme postupne po jednom spractuvat prvky danej postupnosti. Ako
sa hodnoty m; zmenia po spracovani jedného jej ¢lenu?

Vsimnime si najskor, ze v kazdom okamihu plati, ze hodnoty m; (ktoré su
rozne od oo) su rasttice. Totiz ak vieme spravit rastticu podpostupnost dlzky 4,
ktora konci hodnotou m;, tak jej prvych i—1 ¢lenov tvori rastiicu podpostupnost
dlzky i — 1, ktora koné¢i ¢lenom mensim ako my;, preto nutne m;_; < m;.

Nech je prave spractuvany clen postupnosti z. Potom zjavne existuje prave
jedno a také, ze my, <z < mg41.
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Co toto znamena? V prvom rade vieme, ze doteraz ,najlepsia“ vybrana
podpostupnost dizky a + 1 (a viac) konéila ¢islom vicsim alebo rovnym .
Ziadnu takato postupnost nevieme predlzif hodnotou z, a teda hodnoty od
Mq1o dalej sa menit nebudu.

Podobne sa nebudii menit ani hodnoty od mg po m,, vratane. Tieto su
vSetky uz teraz mensie ako x, takze ich zlepsit nevieme.

Jediné, ¢o sa teda zmeni, je, Ze teraz vieme vybrat rasttcu postupnost dlzky
a + 1, ktora konc¢i hodnotou x. Odteraz teda bude m,41 = x. A zaroven vieme,
7e a + 1 je dlzka najdlhSej vybranej rastiicej podpostupnosti konciacej prave
spracivanym prvkom.

No a uz mame nas algoritmus skoro hotovy. Teraz si staci len uvedomit, Ze
hodnoty m; st utriedené, a teda vieme najst hodnotu a bindrnym vyhladéavanim
v ¢ase O(log N). Zvy$né tpravy uz spravime v konstantnom case.

Potrebujeme spracovat N prvkov, ¢asova zlozitost teda bude O(N log N).

Listing programu:

#i ncl ude <al gorithnp
#i ncl ude <i ostreanr
#i ncl ude <vector>
usi ng nanespace std;

#def i ne NEKONECNO 987654321

vector<i nt> rastuce(const vector<int> &A) {

int N= A size();

vector<int> result(N);

vect or<i nt > M N+1, NEKONECNO); M 0] = O;

for (int i=0; i<N i++) {
/1 bi narnym vyhl adavani m naj dene “a“
int a = lower_bound( Mbegin(), Mend(), A[i] ) - Mbegin() - 1;
Mat+l] = Ali];

result[i] = a+l;

return result;

}

int main() {
/1 nacitanme vstup
int N cin > N vector<int> A(N); for (int i=0; i<N, i++) cin >> Ai];

/'l spocitane dl zky pre rastuce podpostupnosti
vector<int> B = rastuce(A);

/'l spocitane dl zky pre kl esaj uce podpostupnosti
reverse(A begin(),A end());
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vector<int> C = rastuce(A);
reverse(C. begin(),C end());

/1 spocitame vysledok

int res = 0;

for (int i=0; i<N i++) res = max(res, B[i]+(i]-1 );
cout << res << endl;

return O;

A-1-2 Rezervacie miesteniek

Nasa zelezni¢na trat ma N tsekov medzi stanicami. Ked nam pride nejakéa
poziadavka, potrebujeme sa pozriet na tseky, ktoré obsahuje, a najst tisek, kde
je voIného miesta najmenej. Ak je ho tam dost, je ho dost vSade a poziadavku
prijmeme. Naopak, ak ho tam dost nie je, poziadavku musime odmietnut.

Na 4 body si stacilo pre kazdy tsek pamitat v poli po¢et obsadenych miest.
Na 7 bodov potrebujeme vediet efektivnejSie odhalift odmietané poziadavky
(teda najst najplnsi tsek), no a na 10 bodov budeme musiet efektivne spra-
cuvat aj prijaté poziadavky.

Intervalovy strom

Pre jednoduchost budeme predpokladat, Ze N je mocnina dvoch. (Ak by
menej ako na dvojnasobok poévodnej hodnoty.)

Pouzijeme datova struktiru zndmu pod menom intervalovy strom. Ten bude
vyzerat takto:

Listy intervalového stromu zodpovedaju jednotlivym tisekom trate. VSimnite
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si, ze vnutorny vrchol, ktory je k irovni nad listami, zodpoved4 intervalu obsa-
hujtcemu 2% po sebe idtcich tisekov. Tie intervaly, ktoré zodpovedajt vrcholom
nasho stromu, budeme volat jednoduché.

Naco je intervalovy strom dobry? UkéZeme, Ze Iubovolny interval tisekov
vieme Sikovne ,poskladat® z jedoduchych intervalov.

Zaoberajme sa najskor intervalom, ktory obsahuje tiseky od 1 po k. Tvrdime,
ze tento vieme zlozit z najviac 1g N jednoduchych intervalov. Toto dokézeme
tak, Ze budeme z jeho Tavej strany odkrajovat ¢o najvicsie jednoduché intervaly,
aZ kym sa neminie. Najjednoduchsie je to vidiet na priklade. Napr. interval ,,0od
1 po 11* vieme rozdelit na ,od 1 po 8¢, ,od 9 po 10“ a ,od 11 po 11¢.

Vyznacené vrcholy zodpovedaji jednoduchym intervalom,
ktoré dokopy tvoria interval ,,od 1 po 11°.

Odhad poctu pouzitych intervalov vyplyva napriklad z toho, ze v kazdom
kroku odkrojime viac ako polovicu intervalu.

Vsimnite si, ze postup krajania zodpoveda schadzaniu z korena dole po inter-
valovom strome. V kazdom vrchole sa pozrieme, ¢i nerozkrajana ¢ast zadaného
intervalu lezi celd v Tavom podstrome. Ak dno, ni¢ nekrajame a zlezieme don. Ak
nie, odkrojime interval zodpovedajuci lavému podstromu a zlezieme do pravého.

Vo vSeobecnej situécii, ked chceme naskladat interval tsekov od k£ po [,
budeme na tom podobne, vystacime si s 21g N jednoduchymi intervalmi. Dokaz
je podobny, pdojdeme dole intervalovym stromom. Akonahle niekedy zistime, Ze
zadany interval zasahuje do oboch podstromov, rozkrojime ho na dve c¢asti. No
a kazda z Casti uz teraz zodpoveda jednoduchsiemu pripadu, ktory sme rozobrali
vyssie.
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Vseobecny pripad: interval ,,od 4 po 11“.

Ukéazali sme teda, ze v ¢ase O(log N) vieme Tubovolny interval rozdelit na
niekolko ¢asti, ktoré zodpovedaji vrcholom stromu.

Keby sme pre kazdy vrchol stromu vedeli, aké je maximum z hodndét listov
v jeho podstrome, vedeli by sme teda v ¢ase O(log V) povedat maximum pre
Tubovolny interval tisekov. A v tom je cely trik intervalového stromu: Zvolili sme
si niekolko vhodnych intervalov, z ktorych vieme efektivne naskladat odpoved
pre hocijaky iny interval.

Riesenie za 7 bodov je v tomto okamihu uz triviadlne. Spravime si intervalovy
strom, v ktorom budu v listoch pocty obsadenych miest na jednotlivych tsekoch,
a v kazdom vrchole si pamatdme maximum z hodno6t listov v jeho podstrome.
Ked pride poziadavka ,z y z“, v ¢ase O(log N) zistime maximum z hodnét v
intervale od y + 1 po z. Ak je vicsie ako M — x, poziadavku odmietneme. V
y + 1 po z a opravime vSetky vrcholy nad nimi. Toto vieme spravit v case
O(z — y), ¢o vieme zhora odhadnut ako O(NV).

Intervalovy strom s maximami pre jednoduché intervaly.
Maximum v intervale ,,od 1 po 11“ je rovné maximu zvyraznenych policok.
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Situacia pocas spractuvania prijatej poziadavky ,2 5 12¢:
Vo vyznacenom intervale (sivé stvorceky) pribudli dvaja cestujuci.
Sivé kriazky oznacuji vrcholy, ktoré este treba (zdola nahor) prepocitat.

Celkovo ma toto riesenie ¢asovu zlozitost O(Plog N + AN), kde P je pocet
vsSetkych a A je pocet prijatych poziadaviek.

Efektivne spracovanie prijatej poziadavky

Zostava ukéazat, ako Sikovnejsie upravovat informéaciu o poc¢toch cestujucich
v pripade prijatia poziadavky. Trik je jednoduchy. Nebudeme ukladat infor-
méacie o pocte cestujucich len v listoch, ale v celom strome. Ked teda mame
noduchych intervaloch. V kazdom vrchole intervalového stromu si teda namiesto
doterajsej jednej hodnoty (maxima) budeme pamitat hodnoty dve (maximum
a zmenu poctu cestujucich v fiom).

Pridanie 2 Iudi do tisekov 6 az 12.
Cisla predstavuju poéty cestujticich, sivé vrcholy sa menili.

Vsimnite si, ze pre kazdy list plati, Zze pocet cestujicich na zodpovedajticom
useku dostaneme tak, ze sé¢itame vSetky pocty cestujucich na ceste z daného
listu do korena stromu.
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Upravili sme teda strom tak, ze pamétané pocty cestujiicich uz su spravne.
Zostava upravit pamiitané maximé pre podstromy. Kde sa tie budt menit? Nuz,
vo vrcholoch, kde sa zmenili poc¢ty cestujicich, a vSade nad nimi:

Pridanie 2 Iudi do tisekov 6 az 12.
Cisla predstavuji maxima, sivé vrcholy treba prepoéitat.

Pridanie 2 Tudi do tsekov 6 az 12.
Takto budi vyzerat maximé po prepocitani.

Vrcholov, kde treba prepocitat maximum, je O(log N). St to totiz prave
tie vrcholy, ktoré navstivime, ked delime n&s interval na jednoduché Casti — a
teda aj ked upravujeme pocty cestujicich. Vieme teda obe veci upravit naraz v
jednej jednoduchej rekurzivnej funkecii.

Celkovo vieme kazdu poziadavku spracovat v ¢ase O(log N), preto celkova
Casova zlozitost nasho riesenia je O(Plog V).

Este jedna poznamka k implementéacii: Intervalovy strom si vieme pamiitat
v jednom statickom poli, podobne ako napriklad haldu. Koren bude na policku
s indexom 1, synovia vrcholu x budt na polickach 2z a 2x + 1. Listy budu na
polickach N az 2N — 1.
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Listing programu:

#i ncl ude <i ostreane
usi ng nanespace std;

#defi ne MAXN 1000000

class vrchol { public: int cestujuci, maximn };
vrchol stronf2*MAXN + 47];
int NN MP;

int najdi Maxi mun(int x, int y, int kde, int left, int right, int uz) {

/ “kde* je cislo vrcholu v ktorom prave sne

[ “left* a “right* su konce jenu zodpovedaj uceho jednoducheho intervalu
/[ “uz" je pocet cestujucich, o ktorych uz viene, ze su v intervale

/ (dozvedeli snme sa o nich vyssie)

~—— — —

if (x<=left && y>=right) return uz + stronfkde].naxi num
if (y<left || x>right) return O;
int dlzka = (right-left+1)/2;
uz += stronfkde]. cestujuci;
return max(
naj di Maxi mun(x,y, 2*kde,
naj di Maxi mum(x,y, 2*kde+l,

, | eft +dl zka-1, uz),
+dl zka, right, uz) );
}

void pridaj(int x, int y, int kolko, int kde, int left, int right) {
if (x<=left && y>=right) {
stronf kde] . maxi mum += kol ko;
stronf kde] . cestuj uci += kol ko;

return;
}
if (y<left || x>right) return;
int dlzka = (right-left+1)/2;
pridaj (x,y, kol ko, 2*kde, left, | ef t +dl zka-1);
pridaj (X,y, kol ko, 2*kde+1, |eft+dlzka, right );

stronf kde] . maxi mum =
stronf kde] . cestujuci + max( stronf2*kde]. maxi mum stronf2*kde+1]. maxi mum);

}
int main() {
int N
cin > N> M>> P
N=1; while (N<_ N *= 2;
while (P--) {
int k,Xx,y;
cin >> k >> X >>y; X++;
int m= najdi Maxi nun(x,y, 1,1, N 0);
if (k>Mn {
cout << “odmietnuta“ << endl;
} else {
cout << “prijata“ << endl;
pridaj (x,y,k,1,1,N;
}
}
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A-1-3 Fibonacciho sustava

Jednoznacnost pekného zapisu

Né&jst pekny zapis prirodzeného ¢isla N vo Fibonacciho ststave vlastne zna-
mena najst mnozinu Fibonacciho ¢isel, ktorych sucet je IV, vSetky st navzajom
rozne a ziadne dve nenasleduju vo Fibonacciho postupnosti po sebe.

Na avod si vSimnime, ze ak samotné N je Fibonacciho ¢islo, tak samo osebe
tvori hfadan( mnozinu. Tomu zodpoveda pekny zapis s prave jednou jednotkou:

s 14
pre F,, (kde n > 2) je to ,10...0%.
n—2

Fibonacciho zapisy prirodzenych ¢isel do 15 si mdzeme rucne vypisat, aby

sme odpozorovali nejaki zédkonitost. Dostaneme:

¢islo zapis
Fi2)=1 1
F(3)=2 10
F4)=3 100
4 101
F(5)=5 1000
6 1001

7 1010
F(6)=8 10000
9 10001

10 10010

11 10100

12 10101

F(7) =13 100000
14 100001

15 100010

Vidime dve veci. V prvom rade sme si overili, Ze pre malé prirodzené c¢isla
dokazované tvrdenie plati, v druhom rade zac¢iname vidiet systém, akym pekny
zapis funguje. Skusime teraz dokazat, ze to tak bude fungovat aj dalej.
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Matematickou indukciou dokazeme, ze pre kazdé n > 2 plati tvrdenie T'(n):
, Vsetky prirodzené ¢isla z mnoziny {F),, ..., F,+1 — 1} maja prave jeden pekny

.....

musi mat aspon n-ciferny pekny zapis.“

Z tabulky vidime, ze pre n do 6 toto tvrdenie plati. Zostava teda dokazat
indukény krok. Nech pre nejaké n platia tvrdenia T'(2) az T'(n — 1), dokdzeme,
ze 7 toho vyplyva platnost T'(n).

Zaujimajui nas teda zapisy ¢isel z mnoziny M(n) = {F,,..., Foy1 — 1}. Z
tvrdenia T'(n — 1) vieme, Ze ich zapis musi mat aspon n — 1 cifier. No a viac
cifier mat nemoze, najmensie ¢islo s n-cifernym zapisom je predsa zjavne Fj, 1.
Pekny zapis kazdého z tychto ¢isel musi teda mat prave n — 1 cifier.

To znamena, Ze ked sa na pekny zapis divame ako na mnozinu Fibonacciho
¢isel, tato mnozina musi obsahovat F,,. A kedZe nemozeme pouzit dve po sebe
idace Fibonacciho ¢isla, tdto mnozina nesmie obsahovat Fj,_;. Inymi slovami,

R L s «
pekny zapis ¢isla z M (n) musi byt tvaru ,,10?\../;2 :
e

Zoberme si teraz nejaké ¢islo X z mnoziny M (n). Ukézeme, ze chybajice
cifry pekného zapisu X sa urcené jednoznacne. Preco? Chybajuce cifry zjavne
musia tvorit pekny zapis ¢isla Y = X — F,. Plati X < F, 41, preto Y <
Fni1 — F, = F,_1. Z indukéného predpokladu teda vieme, ze Y ma prave
jeden pekny zapis, a ze ten ma dostatocne malo cifier na to, aby sa zmestil na
chybajtuce miesta. Preto ma aj X prave jeden pekny zapis.

Posledny krok dékazu: Najviicsie ¢islo s peknym zapisom dlzky n — 1 ma
zjavne pekny zapis tvaru ,,101010. . .“. Toto mozeme zapisat ako ,,10Z%, kde Z je
maximalny pekny zapis dlzky n—3. O tom uZ vieme z indukéného predpokladu,
ze zodpoveda ¢islu F,_; — 1. Nas maximalny zapis teda zodpoveda ¢islu F), +
Fn—l —1= Fn+1 — ]., qed

Najdenie pekného zapisu

Nas dokaz nam priamo dava metédu na najdenie pekného zapisu cisla X:
N4ajdeme najvicsie n také, ze F,, < X < Fj,4+1. Toto Fibonacciho ¢islo sa v
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zépise X bude vyskytovat. ZvysSok zapisu X je tvoreny zapisom mensieho ¢isla
X — F,,. Opakovanim postupu zostrojime postupne cely zapis.

Listing programu:
var F : array[O0..45] of l|ongint;

i,X,n: longint;
begi n
{ spocitame Fibonacciho cisla }
F[O] :=0; F1] := 1,
for i:=2 to 100 do F[i] := F[i-1] + F[i-2];
{ nacitane vstup }
read( X)
{ najdene najvyssiu cifru }
n: =2;
while (F[n] <= X) do inc(n);
dec(n);

{ postupne vypisujene cifry }
while (n >= 2) do begin
if (X>= F[n]) then begin wite(1l); dec(X F[n]); end else wite(0);
dec(n);
end;
writeln;
end.

Pocitanie zaujimavych cisel

Oznacme R(k, A, B) rieSenie zadanej tlohy, teda pocet ¢isel z mnoziny { A, A+
1,..., B}, ktoré maju vo svojom peknom zapise prave k jednotiek.

Zacneme tym, ze si zadana tlohu zjednodusime. Zadant tlohu staci vediet
riesit pre pripad A = 1, lebo zjavne plati R(k, A, B) = R(k,1, B)—R(k,1, A—1).
Slovne: Aby sme spocitali vhodné cisla v zadanej mnozine, spoc¢itame vhodné
¢isla neprevysujuce B, a od nich odpocitame vhodné ¢isla mensie ako A.

Podme teda ukazat, ako spocitat hodnotu R(k,1, N) pre dané N. Zacneme
tym, ze si prevedieme N do Fibonacciho ststavy a zistime jeho pocet cifier c.
Teraz vieme, Ze vSetky hladané pekné zapisy budt mat najviac ¢ cifier. Mozeme
si pre jednoduchost predstavit, Ze tie z nich, ktoré su kratsie, doplnime zlava
nulami na dizku presne c.

Na zadany problém sa teda mozeme pozerat nasledovne: Mame postupnosti
nal a jednotiek, ktoré maja dlzku c. Potrebujeme spoéitat, kolko z nich ma
vSetky nasledujice vlastnosti:

e Obsahuje prave k jednotiek.
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e Je peknym zapisom, teda neméa dve jednotky po sebe.
e Vo Fibonacciho stustave predstavuje ¢islo neprevysujice V.

Len prva podmienka

Spodcitat postupnosti, ktoré spliaju prvii podmienku, je lahké: Mame po-
stupnost dlzky ¢, potrebujeme vybraf k miest, kde budia jednotky, toto sa da
spravit (;) sposobmi.

Prvé dve podmienky

Tu to nebude omnoho zloZitejsie. Zoberme fubovolni postupnost, ktora splia
prvé dve podmienky. Tesne za kazdou z prvych k£ — 1 jednotiek je v nej urcite
nula. Ked tychto k — 1 nul vyhodime, dostaneme novii postupnost dlzky ¢ —
k + 1, v ktorej je k jednotiek. A naopak, z novej postupnosti vieme ti péovodnu
jednoznacne zrekonstruovat, staci za kazda jednotku okrem poslednej vlozit
jednu nulu.

Tym sme dokézali, ze postupnosti dizky ¢, ktoré spliiaji prvé dve podmienky,
je 1“0V1f1akko1 ako postupnosti dizky ¢ — k + 1, ktoré spliiaju prv podmienku —
cize (7).

Jednoduché rekurzivne riesenie

Budeme rekurzivne zlava doprava generovat vSetky mozné postupnosti nil
a jednotiek, ktoré spliiaju prvé dve podmienky. Zaroven si budeme v kazdom
okamihu pamiitat, akému ¢islu zodpoveda prave vygenerovand postupnost, aby
sme neprekrocili V.

Toto rieSenie je lahko naprogramovatelné, ale ma velku ¢asovu zlozitost —
pocet krokov je aspon tak velky ako pocet ndjdenych ¢isel. Presny odhad ¢asove;j
zlozitosti by bol naro¢ny, uvedieme len naznak myslienky: Kazdé ¢islo do N ma
v peknom zéapise nanajvys log, IV jednotiek. Preto pre nejaké k (1 < k < log, N)
bude mat odpoved velkost aspori N/log, N, a teda nas algoritmus mé casovi
zlozitost 2(N/log N).
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Listing programu:

#i ncl ude <i ostreane
usi ng nanespace std;

long long F[100]; // fibonacciho cisla

int generuj(int c, int k, int poz, int lim

/1 ¢ je dl zka postupnosti, k je pocet zostavajucich jednotiek

poz je pozicia ktoru doplnane, limje horny limt na vel kost cisla

(l'im0) return O;
(poz>=c) return k==0;
I''l sem pride optimalizacia !!
t result = generuj(c,k,poz+l,lim; // umestnime O
if (k>0) result += generuj(c,k-1,poz+2,1im- F[c-poz+1]); // umiestnine 1
return result;

/1
if
if
/1
in

}

int rataj(int k, int N) {
int c=1; while (F[c+2]<=N) c++; // zistine pocet cifier c
return generuj(c,k,0,N;

int main()
F[0]=0; F[1]=1; for (int i=2; i<100; i++) F[i]=F[i-1]+F[i-2];
int k,A B;

cin > k >> A >> B;
cout << (rataj(k,B) - rataj(k,A 1)) << endl;
return O;

}

Optimalizacia rekurzivneho riesenia

Do programu pridame dva riadky, ktoré ho priam zazrac¢ne urychlia, napriek
tomu, ze oba budi velmi jednoduché.

Prvé pozorovanie: Ak nam zostava do konca pouzit k jednotiek a méame uz
iba menej ako 2k — 1 pozicii, rieSenie neexistuje a mozeme sa vratit o poziciu
spit.

Druhé pozorovanie: Ak mame doplnit poslednych x miest, najvicsie ¢islo,
ktoré vieme vyrobit, je F}. 1o — 1. Pokial vieme, Ze eSte ani tymto ¢islom neprek-
ro¢ime hornd hranicu, nemusime vSetky mozné ¢isla generovat, ale vieme ich
rovno zaratat. Ako sme ukézali vySsie, je ich (x_,]fl).

V nasej rekurzivnej funkcii teda priddme nasledovné podmienky:

if (c-poz < 2*k-1) return O;
if (lim>= F[c-poz+2]-1) return C[c-poz-k+1][K];
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Kombinacné ¢isla si mozeme napriklad na zaciatku jednoducho predratat
vyuzitim zndmeho vzfahu (}}) = (Z:}) + (”;1):

I ong long C[100][100]; // konbinacne cisla
for (int i=0; i<100; i++) for (int j=0; j<=i; j++)
dilljl = ((==011j==i) 2 1: qi-1][j-1]+qi-1][j];

Preco je takto vylepsSené riesenie odrazu také efektivne? Preto, ze situacia,
kedy by sme nevedeli pouzit ziadnu z podmienok, skoro nikdy nenastane.

V&imnime si jednu dolezitt vlastnost pekného zapisu: Ked mame dva pekné
zapisy rovnakej dlzky, ten, ktory predstavuje mensie ¢islo, je aj lexikograficky
mensi. (Hravo sa to d4 dokazaf indukciou.)

V8imnime si teraz Iubovolnu situdciu pocas behu nésho vylepseného algo-
ritmu. V tomto okamihu mame vygenerovani nejakt postupnost nil a jednotiek
dlzky najviac ¢, a ideme spoécitat, kolkymi spésobmi sa d& doplnif. Porovnajme
si doteraz vygenerovanu postupnost s rovnako dlhym prefixom pekného zapisu
N.

Ak je naSa postupnost vii¢Sia, znamena to, ze uz sme N prekrodili, a nasa
funkcia teda okamzite vrati nulu. Ak je nasa postupnost mensia, vieme, Ze nech
uz doplnime ¢okolvek, N neprekro¢ime, a preto mozeme rovno vratit pocet
vSetkych doplneni. Jediny pripad, kedy musime spravit dve rekurzivne volania
(a teda generovat postupnost dalej) je ten, ked nastala rovnost — ¢ize ked je
nasa postupnost prefixom pekného zapisu N.

Ukazeme si to na priklade: Nech ma N pekny zapis 100101001000 a nech k =
5. Ked sme v situécii 101 ..., aj keby sme uz doplnili samé nuly, bude vysledok
mozeme na zvysnych 6 miest doplnit Tubovolny pekny zapis s troma jednotkami.
V tomto pripade mame teda 4 riesenia.

Rekurzivne volania bude teda nas algoritmus robit len raz pre kazda dlzku
prefixu, teda radovo c-krat. Preto je casova zlozitost samotnej rekurzie O(c),
alebo ekvivalentne O(log N). Cely algoritmus je o nie¢o pomalsi kvoli predrata-
niu kombina¢nych ¢isel. Dalo by sa s tym eSte nieco robit, ale neoplati sa. Ani
pre N rovné miliarde by sme uZ ziadne viditelné zrychlenie nespozorovali.
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Matematické riesenie

Na vsetko je vzorec, a ani tento pripad nie je vynimkou. Nase rieSenie bude
vyzerat nasledovne: Prevedieme N na pekny zapis. Nadjdeme najbliz§ie menSie
alebo rovné ¢islo N', ktoré ma v peknom zépise prave k jednotiek. (Rozmyslite
si ako na to, nie je to také trividlne ako sa zdé na prvy pohlad.) Priamo z toho,
ako tento zapis vyzerd, spocitame, kolky v poradi zaujimavy zapis to je.

Vyuzijeme dve skutoc¢nosti. Prvou bude pozorovanie z predchadzajtcej casti:
Ked mame dva pekné zapisy rovnakej dizky, ten, ktory predstavuje mensie &islo,
je aj lexikograficky mensi.

Druhou bude trik, ktory sme pouzili, ked sme ratali pekné postupnosti:
Ked zoberieme pekné postupnosti dizky ¢ s k jednotkami a v kazdej za kazdou
jednotkou okrem poslednej skrtneme nulu, dostaneme prave vsetky postupnosti
dlzky ¢ — k + 1 s k jednotkami.

V&imnime si teraz, ze ked sme zobrali dve postupnosti a z oboch takto
vyskrtali nuly, tak ta, ktord bola mensia pred Skrtanim, musela zostat mensia
aj po nom.

Takze pokojne modzeme zobrat zapis N/, tymto sposobom ho upravit, a na-
sledne zodpovedat jednoduchsiu otédzku: Kolka v poradi postupnosti s k jednot-
kami je toto?

No a toto vieme Tahko spoditat. V kazdom okamihu sta¢i rozlisif medzi
dvoma pripadmi. Ak zac¢ina nulou, sta¢i tito nulu zahodit. Ak zacina jednotkou,
su pred nou vsetky postupnosti, ktoré zac¢inaji nulou. No a tych je (dgl), kde
d je aktualna dlzka. Vsetky tieto zaratame, jednotku zo zaciatku zahodime a
zmensime k o jedna.

Skuste si uvedomit, Ze toto rieSenie, ktoré sme dostali, je takmer identické s
rieSenim, ku ktorému sme sa z uplne opac¢ného pristupu dopracovali v predcha-
dzajucej casti.
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Listing programu:

#i ncl ude <i ostreane
usi ng nanespace std

Il ong long F[100]; // fibonacciho cisla

I ong long C[100][100]; // kombinacne cisla
int jednotky[100];

int N

long long rataj(int k, int N) {

}

}

if (N==0) return O

/1 spocitanme zapis N

int co=2; while (F[co+1l] <=N) co++;

int J=0; while (co>=2) { if (N>=F[co]) { jednotky[J++]=c0-2; N-=F[co]; } co--

/'l zostrojinme zapis N

if (J<k) {
if (jednotky[0]<=2*k-2) return O;
i nt skus;

for (skus=J-1; skus>=0; skus--) {
i nt ostava=(jednotky[skus]-1)/2, treba=k-(skus+1);
if (ostava >= treba) break

j ednot ky[ skus] - -;
for (int i=skus+l; i<k; i++) jednotky[i] = jednotky[i-1]-2;

}
J=k;

/1 odstranime zo zapisu N nuly a zostrojinme si ho
for (int i=0; i<J; i1++) jednotky[i] -= J-1-i

int zapis[100];

nmenset (zapi s, 0, si zeof (zapi s));

for (int 1=0; i<J; i++) zapis[jednotky[i]]=1;

/1 spocitanme vysledok

long long res = 1;

for (int i=jednotky[O]; i>=0; i--) if (zapis[i]) { res += C[i][k]; k--; }
return res;

int main() {
F[0]=0; F[1]=1; for (int i=2; i<100; |++) F[|] =F[i-1]+F[i-2];
for (int 1=0; i<100; i++) for (int j=0 =i )+
dilli] = (j==0||j==i)"?1: C[I-1][J-1]+C[I-1][J]
I ong | ong k,A,&
cin > k > A > B;
cout << (rataj(k,B) - rataj(k,A 1)) << endl
return O;
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A-1-4 Prekladacie stroje

Podulohy a+b

V prvej casti tohto vzorového riesenia ukazeme, ze stroje B a C nerobia
navzajom uplne presne inverzné operacie. Problém bude v tom, ze dekédovanie
morzeovky bez oddelovac¢ov nemusi byt jednoznacné — niektoré retazce ciariek
a bodiek sa daju prelozit viacerymi spdésobmi, a iné naopak vébec.

Zoberme si napriklad jednoslovnd mnozinu M; = {i}. Ked tato prelozime
strojom B do morzeovky, dostaneme B(M;) = {ee}. Refazec ee je ale aj mor-
zeovkovym zéapisom refazca ee. Preto ked B(M;p) prelozime spéf strojom C,
dostavame C'(B(M;)) = {i,ee} # My, a teda prvé tvrdenie neplati.

Podobne lahko zistime, ze pre My = {=} je B(C(M3)) = ) # My, a teda
ani druhé tvrdenie neplati.

Poduloha c

Prekladat budeme len niektoré retazce, a to retazce, v ktorych st najskor
vsSetky a, a potom vsetky b. Kazda dvojicu a prepiseme na jedno a, a kazdé b
na tri b.

Formalne, nas prekladaci stroj A bude pitica (K, X, P,0, F),kde K = {0, 1},
F = {1} a prekladové pravidla vyzeraju nasledovne:

P = { (0,aa,a,0), (0,e,e,1), (1,b,bbb, 1) }

Podiloha d

Najlepsie riesenie potrebuje tri operacie. Jedno takéto riesenie si ukazeme.
Co véetko vieme dosiahnut jednym prekladom? V prvom rade vieme z mno-
ziny M, vybrat len pre nas zaujimavé retazce, teda tie, kde idi najskor a a
potom b. Ked sa doc¢itame na koniec slova, vieme eSte napisat aj nejaké ¢, uz
v .o . ve . v s v
vSak nijak nevieme zabezpecit, aby ich pocet bol rovny poctu a a b.
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Formaélne, definujme prekladaci stroj A1 (K1, 3, Pi, A, F1),kde K; = {A, B, C},
Fy = {C} a prekladové pravidla vyzeraji nasledovne:

Pl - { (A’CL?CI’?A)’ (A76767B)7 (B7b7b7B)7 (B76767C)7 (0757070)}

Zjavne az na pocet pismen c¢ je My = A;(M;) presne to, ¢o hladame. Ako
ale zabezpecit, aby sa poCty a, b aj ¢ museli rovnat?

Trik je v tom, Ze rovnako, ako sme si prave vyrobili mnozinu retazcov s
rovnakym poc¢tom a a b, vieme vyrobit aj mnozinu retazcov, ktoré buda mat
rovnako b a c.

Formaélne, definujme prekladaci stroj Az (Ko, 3, Pa, A, F»), kde Ko = {A, B, C'},
Fy, = {C'} a prekladové pravidla vyzeraji nasledovne:

P = {(Aca4), (A B), (B.abB). (B,ze,0), (C.beC) |

Aj tento prekladaci stroj vyrobi z M; takmer presne to, ¢o treba: M3 =
As(M;) ma nasledovné vlastnosti: Pismend v retazcoch ida v spravnom poradi
a pismen b a ¢ je rovnako vela.

No a posledny krok je jednoduchy, G = My N Ms3. Slovne: V prieniku mnozin
st prave tie refazce, ktoré maji obe dobré vlastnosti — pocet a je rovny poctu b

(lebo je to retazec z Ms) a pocet b je rovny poctu ¢ (lebo je to zéroven retazec
Z Mg)
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